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Nachwort. 


Das  mathematische  Wörterbuch,  welches  der  Unterzeichnete  vom 
Buchstaben  Q an  verfasst  hat,  liegt  nunmehr  vollendet  vor. 

Es  war  Bestreben,  wo  irgend  thunlich  zugleich  die  in  den 
ersten  Bänden  enthaltenen,  von  Hoffmann  herrührenden  Artikel  zu 
ergänzen  und  zu  vervollständigen,  weshalb  viele  Ueberschriften 
der  letzten  Bände,  welche  andern  der  ersten  synonym  sind^  nicht 
auf  diese  verweisen,  sondern  selbstständige,  zum  Theil  längere 
Artikel  geben. 

Da  ein  Werk  dieser  Art  för  einen  grossen  und  sehr  ver- 
schieden vorbereiteten  Leserkreis  berechnet  ist,  so  hat  man  bei 
jedem  einzelnen  Artikel  gesucht,  den  Ansprüchen  desselben  in 
sofern  gerecht  zu  werden,  als  z.  B.  bei  Artikeln  aus  der  kauf- 
männischen Rechenkunst  mathematische  Betrachtungen  Oberhaupt 
vermieden,  bei  technischen  Artikeln  dieselben  in  möglichst  elemen- 
tarer Weise  gegeben  sind.  Dagegen  hat  man  sich  bei  Betrach- 
tungen aus  der  höheren  Mathematik  ein  sogenanntes  Popularisiren 
ganz  erspart.  Die  neuesten  Forschungen  wurden  dagegen  Oberall 
berücksichtigt. 

Berlin,  September  1867. 

■ L.  N atani. 
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Tabelle.  Siehe  Tafel. 

Tafel  (Arithmetik). 

Unter  mathematiicber  Tafel  wird  jedei 
Veneichnisa  von  GrOaaen  verstanden, 
welchea  Behufs  des  Aufschlagens  geord- 
net ist.  Hinsichtlich  der  Anordnung 
kann  man  unterscheiden;  Tafeln,  welche 
Formeln  enthalten , t.  B.  Integraltafeln, 
wie  sie  hier  gegeben  sind  (siehe  den 
Artikel:  Quadratur),  Tafeln  von  alge- 
braischen, trigonometrischen  und  der- 
gleichen Formeln.  Bei  diesen  ist  keine 
andere  Anordnung  als  die  systema- 
dsche  möglich.  Die  aweite  Art  von 
Tafeln  kommt  namentlich  in  der  ange- 
wandten Mathematik  vor  und  enthalt 
Zahlen,  welche  gewissen  Stoffen  oder 
Gegenständen  entsprechen,  wie  a.  B.  die 
Beibungstafeln,  die  Tafeln  der  specifischen 
Gewichte.  Die  Namen  der  Gegenstände, 
auf  welche  sich  die  Zahlen  besiehen, 
mflssen  hier  alphabetisch  geordnet  sein. 
Ueber  diese  beiden  Arten  von  Tafeln 
lasst  sich  weiter  nichts  Allgemeines  sa- 
gen, als  dass  sie  dbersiehtlich  und  na- 
mentlich correct  sein  mOssen.  Ihr  Werth 
wird  völlig  illusorisch,  wenn  nicht  mit 
der  grössten  Genauigkeit  auf  Vermei- 
dung von  Rechen-  und  Druckfehlern  hin- 
gewirkt ist,  und  gilt  dies  namentlich  von 
Tafeln  der  aweiten  Art,  wo  derjenige, 
welcher  sie  benntst,  oft  kein  Mittel  hat, 
Unrichtigkeiten  an  erkennen,  während 
bei  Formeltafeln  Vergleiche  mit  andern 
Formeln,  Symmetrie,  Proben  oft  mit  ge- 
ringer Hohe  Fehler  erkennen  lassen,  und 
bei  gehöriger  Vorsicht  und  Gewandtheit 
selbst  nicht  völlig  correcte  Tafeln  nnta- 
bar  machen  können.  Desto  mehr  ist 
jedoch  von  den  Tafeln  dritter  Art  an 
sagen,  ant  welche  wir  jetat  kommen. 

Dieselben  enthalten  Zahlen,  welche  ge- 
wissen andern  gegebenen  Zahlen  ent- 


sprechen, mit  andern  Worten,  sie  sind 
daxn  bestimmt,  eine  gewisse  Fnnction 
f{x)  ihr  beliebige  reelle  Werthe  von  x 
ohne  Weiteres  ansngehen.  Die  am  häu- 
figsten angewandten  solcher  Tafeln  sind 
bekanntlich  logarithmische  und  trigono- 
metrische Tafeln.  Ausserdem  gehören 
hierher  Potenztafeln,  die  (noch  nicht  voll- 
ständig vorhandenen)  Tafeln  der  Tbcta- 
reihen  und  elliptischen  Functionen.  Anch 
in  den  verschiedenen  Anwendungen  der 
Mathematik  kommen  dergleichen  Tafeln 
vor,  von  denen  wir  nur  die  Lebensdauer- 
tafeln  erwähnen  wollen.  — Die  Grösse 
z,  mit  welcher  man  in  die  Tafel  geht, 
wird  gewöhnlich  Argument  genannt.  Bei 
der  Anwendung  solcher  Tafeln  kommt 
cs  annächst  auf  swei  Hauptpunkte  an, 
die  Zwischenräume  des  Arguments  und 
die  Grensen,  in  welchen  die  Tafel  be- 
rechnet ist.  Es  ist,  was  zunächst  den 
letzten  Umstand  anbetrifft,  klar,  dass 
die  Tafel  unmöglich  von  z=— oo  bis 
z=-|-ao  berechnet  werden  kann.  Dies 
fibt  allerdings  keinen  Einfluss,  wenn 
f{x)  eine  periodische  Function  von  x ist, 
wo  man  natürlich  nur  diejenigen  Werthe 
von  f (z),  welche  eine  Periode  bilden,  zn 
berechnen  hat  Dies  ist  bei  den  trigonome- 
trischen Tafeln  der  Fall.  Aber  anch 
bei  andern  Tafeln  ergeben  sich  bequeme 
Ansknnfumittel.  Bei  den  gemeinen  Lo- 
garithmen z.  B.  übt  bekanntlich  die  Stel- 
lung des  Komma  auf  die  Mantisse, 
welche  die  Tafeln  allein  enthalten,  kei- 
nen Einfluss  aus,  und  ist  die  Kennziffer 
leicht  diiect  zn  finden  Eben  diese  Eigen- 
schaft hat  ja  eben  unter  den  unendlich 
vielen  logarithmischen  Systemen  zur 
Answahl  des  gemeinen  Systems  geführt 
— Bei  andern  Tafeln  nähert  sich  die 
Function  mit  positiv  oder  negativ  wach- 
sendem z einer  constanten  Grenze,  und 
dann  ist  unmittelbar  die  Grenze  derBe- 
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TafeL 


rechnnng  gegeben.  Soll  nimlich  f(x) 
anf  eine  Anzahl,  x.  B.  fOnf,  Decimal- 
stellen  gefunden  werden,  so  ist  bis  in 
dem  Wertho  von  i zu  geben,  für  wel- 
chen sich  f(x)  in  den  ersten  fünf  Stellen 
nicht  von  dem  Grenzwerth  nnterscheidet. 


nnd  ist  { ein  zwischen  x nnd  liegen- 
des, nicht  in  der  Tafel  enthaltenes  Ar- 
gument, so  ist  auch : 

{ — z *1  — * 


Die  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  Also  f{()  ergibt  eich  mit  der  für  die 
angewandten  Tafeln  für  dos  Integral  Rechnung  hinreichenden  Genauigkeit 


dx  sind  derartig  eingerichtet. 


Für  z=  -|-  00  hat  man  nämlich  den  Grenz- 


dnreh  die  Formel ; 

1* 


werth 


e 


Yn 

dx=-^,  dem  eich  die  a/'(z)  = /'(z,)-/’(z),  A(z)  = x,-z 


Function  sehr  schnell  n&hert,  so  z.  B. 
stimmt  sie  für  x=;2,75  schon  anf  vier 
Stellen  mit  dem  Grenzwerthe  überein. 
In  andern  Füllen  wird  sich  die  gesuchte 
Function  zwar  keiner  Constante,  aber 
einer  direct  und  ohne  Tafeln  leicht  zu 
bestimmenden  andern  Function  zu  nähern, 
so  dass  der  Werth,  wo  die  letztere  an- 
wendbar wird,  die  Grenze  der  Tafeln 
bezeichnet. 

Schliesslich  istjedoch  zu  bemerken,  dass 
alle  diese  Hülfsmittel  versagen  können, 
nnd  man  dann  eben  untersuchen  muss, 
in  welchem  Umfange  ausschliesslich 
oder  vorzugsweise  die  gedachte  Func- 
tion etwa  in  Anwendung  kommen  möge. 
Was  nun  die  Zwischenräume  anbetriCTt, 
in  welchen  die  Function  zu  berechnen 
ist , so  muss , da  der  GrOsse  x in 
den  Tafeln  keine  Continuität  gegeben 
werden  kann,  darauf  gesehen  werden, 
dass  man  mit  hinreichender  Genauigkeit 
und  Leichtigkeit  ans  den  gegebenen 
Werthen  von  f(x)  die  dazwischen  lie- 
genden ermitteln,  d.  h.  dass  man  die 
Tafeln  interpoliren  kann. 

Die  einfachste,  nnd  wenn  die  Zwischen- 
»nme  hinreichend  klein  sind,  immer  an- 
wendbare Form  der  Interpolation  beruht 
anf  der  Betrachtung,  dass  sich  der  Aus- 
druck einer  bestimmtenGrenze 

f-* 


bezüglich  die  Differenzen  zweier  anf  ein- 
ander folgenden , in  der  Tafel  enthalte- 
nen Functionen  nnd  der  entsprechenden 
Argumente  anzeigen.  — Fast  alle  Ta- 
feln sind  so  eingerichtet,  dass  die  Ar- 
gumente in  arithmetischer  Reihe  fort- 
schreiten,  dann  ist  A(x)  constant.  Ist 
A(x),  wie  es  sehr  oft  der  Fall  ist,  gleich 

der  Einheit,  so  ist  ^^^^=f(x,)—f(x) 

eine  Grösse,  die  sich  durch  blosses  Ab- 
ziehen schnell  finden  lässt.  Ist  A(x) 
nicht  gleich  Eins,  so  ist  es  am  bequem- 
sten, wenn  diese  Grüsse  (die  sogenannte 
Differenz)  bei  jedem  Argument  in  den 
Tafeln  selbst  angegeben  ist.  Die  In- 
terpolation besteht  dann  lediglich  in  der 
Mnltiplication  mit  {— x,  die  übrigens 
durch  sogenannte  Interpolationstäfelchen 
noch  erleichtert  wird,  nnd  in  der  Addi- 
tion zu  der  in  der  Tafel  enthaltenen 
nächsten  Fnnction  f(x).  — Uebrigens 
kann  in  Formel  1)  sowohl  x<{<x„ 
als  auch  x,<(<x  genommen  werden, 
und  wird  man  dies  thun,  je  nachdem 
{ dem  nächst  kleinem  oder  nächst 
grössem  in  den  Tafeln  enthaltenen  Ar- 
gument näher  liegt.  Im  letztem  Falle 
verwandelt  sich  die  Addition  in  Sub- 
traction. 

Die  meisten  Tafeln  dienen  aber,  nicht 
allein  das  zu  gegebenen  x gehörige  f{x). 


f (x)  = - immer  nähert,  wenn  die 

Differenz  f—x  sich  der  Null  nähert. 
Nur  für  einzelne  Werthe  von  x kann 


eine  Ausnahme  stattfindon.  Sind  also 


sondern  auch,  wenn  f(x)  gegeben  ist, 
das  zugehörige  x zu  ermitteln.  Die 
auch  hierbei  nöthige  Interpolation  wird 
mittels  derselben  Grandformel , die  sich 
auch  schreiben  lässt: 


x„  X zwei  auf  einander  folgende,  in  der 
Tafel  enthaltene  Argumente , zwischen 
welchen  sich  ein  solcher  Ansnahmswerth 
nicht  befindet,  nnd  ausserdem  einander 
so  nah,  dass  lür  die  Anzahl  von  Ded- 
malstelien,  auf  welche  f(x)  in  der  Tafel 
berechnet  ist,  man  setzen  kann: 


{-X  X,— X 

vollführt,  nnd  man  erhält: 

An  die  Stelle  der  Mnltiplication  in  der 
ersten  Intarpolationsformel  tritt  hier  die 
Division. 


Digitized  by  Googic 


Tafel. 


3 


Tafel. 


Die  gegebenen  Formeln  aind  anabhängig 
von  der  Form  der  Function,  welche  die 
Tafel  geben  aoll.  Die  Bedingung,  deas 
sie  anwendbar  seien,  bestimmt  aber  xn- 
gleich  die  OrOsse  der  Zwischenräume, 
welche  dem  Argument  gegeben  werden 
darf.  Zunächst  dürfen  dieselben  keinen 
Werth  von  x einschliessen,  wo  der  Aus- 
druck f(x)  continuirlich  xn  sein  anfhOrt, 
weil  sonst  die  Grundbedingung  unserls 
Verfahrens  aufhören  würde.  Dann  darf 
auch  kein  Maximum  oder  Minimum  von 
fix)  xwischen  denselben  liegen,  weil  für 
ein  solches : 

rw=o 

ist,  also  nicht  allgemein  mit 

identilicirt  werden  kann.  Freilich  kann 
es,  wenn  der  Werth ■*'  von  *,  welcher 
dem  Maximum  oder  Minimum  entspricht, 
irrational  ist,  nicht  vermieden  werden, 
dass  die  Argumente  x,  und  x dasselbe 
iwar  enthalten , wobei  aber  x,  dem 
Werthe  x'  wenigstens  sehr  nahe  ist. 
Dies  thut  natürlich  nichts.  Da  cs  auf 
absolute  Genauigkeit  bei  Tafeln  nicht 
ankommt,  sondern  immer  nur  auf  eine 
gewisse  Anxahl  von  Decimalstellcn. 
Endlich  müssen  sich  die  Ausdrücke 

f (x)  und  wirklich  hinrei- 

*i  * 

chend  nähern.  Dies  erkennt  man  im 
Allgemeinen  daran,  dass  für  3 auf  ein- 
ander folgende  Argumente  der  Tafeln 

die  Werthe  f(^.) 

sicn  nur  um  wenige  Einheiten  der  letxten 
Stelle  unterscheiden. 

Es  wäre  xu  verlangen,  dass  die  Un- 
terschiede der  Argumente  bis  auf  eine 
Einheit  flbereinstimmten,  wenn  man  ab- 
solute Genauigkeit  bis  auf  die  letxte 
Stelle  beim  Interpoliren  verlangte,  eine 
Genauigkeit,  die  jedoch  schon  ans  an- 
dern leicht  ersichtlichen  Gründen  nicht 
SU  erreichen  ist. 

Nicht  für  alle  Argumente  der  Tafel 
ist  diese  Bedingung  durch  dieselben 
Zwischenräume  xn  erreichen.  Ein  Bei- 
spiel geben  die  trigonometrischen,  die 
Logarithmen  der  Sinns  n.  s.  w.  enthal- 
tenden Tafeln.  Dieselben  können  in 
dieser  einfachen  Weise  bis  auf  sieben 
Decimaistellen  sehr  gut  interpolirt  wer- 
den, wenn  die  Zwischenräume  der  Ar- 
gumente eine  Minute  enthalten,  jedoch 
nur  von  etwa  6 Grad  an  aufwärts;  bis 
dahin  sind  viel  engere  Zwischenräume 
aOthig.  In  den  ersten  Minuten  wären 
selbst  einxelne  Scenuden  in  gross,  wenn 


/•({)-/•(») 


hier  nicht  die  Sinns  und  Tangenten  den 
Bogen  identilicirt  werden  könnten,  und 
sich  so  leichtere,  von  den  Tafeln  unab- 
hängige Berechnungsarten  ergäben. 

Der  Begriff  der  Interpolation  ist  je- 
doch noch  in  einer  viel  allgemeineren 
Weite  anfiufassen.  Es  ist  hierbei  jedoch 
xunächst  auf  die  Natur  der  Functionen, 
welche  die  Tafeln  geben,  einzngehen. 

Isty  = f(x),  die  durch  die  Taieln  ge- 
gebene Function , monogen , d.  h.  eine 
solche,  die  einer  Erweiterung  für  imagi- 
näre X fähig  ist,  so  hat  sie  die  Eigen- 
schaft (vergleiche  den  Artikel:  imaginäre 
(^nantitäten) , dass  sic  sich  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  einer  OrOsse  x — x, 
entwickeln  lässt,  wenn  /'(X|)  cootinnir- 
lich,  und  in  dem  Zwischenräume  (x — X| 
als  den  Modul  einer  complcxen  Zahl 
gedacht)  sich  keine  Discontinuität  oder 
Mehrdeutigkeit  befindet.  Man  hat  also 
ffir  hinreichend  kleines  x — x^: 

J'=yi+(-r— 

gewisse  Ck>u- 

stamen  sind.  Obgleich  diese  Beihe  int 
Unendliche  verläuft,  so  wird  sic  doch 
für  jede  gegebene  Grenze  der  Genauig- 
keit auf  eine  Anzahl  von  Gliedern  sich 
beschränken,  da  sie  convergirt.  Es  ist 
dann  y als  ein  Polynom  nter  Ordnung 
von  X xn  betrachten.  Ein  solches  bil- 
det aber  immer  eine  arithmetische  Beihe 
fiter  Ordnung,  und  bei  solchen  sind  die 
Uten  Differenzen  constant  (vergleiche  den 
Artikel;  Beiben).  Ist  also  die  Tafel  in 
gleichen  sonst  mit  der  Maassgabc  belie- 
bigen Zwischenräumen  berechnet,  dass 
sich  in  solchen  keine  Discontinnitäten 
oder  Mehrdeutigkeiten  befinden,  so  wird, 
die  Diseontinuilätspunkte  ausgenommen, 
noch  immer  eine  Interpolation  mOglieh 
sein,  ganz  als  wenn  die  Tafel  eine  arith- 
metische Beihe  höherer  Ordnung  ent- 
hielte. Wir  werden  aber  die  entsprechen- 
den Formeln  hier  sogleich  für  den  all- 
gemeinen Fall  geben,  dass  die  Zwiseben- 
räume  beliebig,  also  auch  ungleich  sein 
können.  Zunächst  bemerken  wir  jedoch, 
dass  dies  nur  für  monogene  Functionen 
gilt.  Man  hat  sogar  hiernach  ein  Cri- 
terinm,  ob  eine  Tafel  eine  solche  Func- 
tion enthalte.  Bildet  man  nämlich  die 
ersten,  zweiten  n.  s.  w.  Differenzen,  so 
muss  man  in  diesem  Falle  xuletzt  für 
grossere  Zwischenräume  auf  Differenzen 
kommen,  die  von  einander  nur  sehr  we- 
nig abweichen. 

Als  Beispiel  denken  wir  nns  x.  B. 
eine  Tafel  der  Logarithmen  der  Sinus 
von  10  xn  10  Minnten  berechnet.  Ein 
Theil  solcher  Tafel  ist: 

1* 
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39"  0'  9,7988718 

39"10'  9,8004272 

39"20'  9.8019735 

39«30'  9,8035105 

39'40'  9,8050385 

39*50'  9,8065575 

40"  0'  9,8080675 


15564 

15463 

15370 

15280 

15190 

15100 


—91 
-93 
-90 
-90 
— 90 


Es  sind  also  schon  die  xweiten  Differen- 
sen  als  constant  zu  betrachten. 

Wollte  man  dagegen  in  gleicher  Weise 
z.  B.  eine  Tafel  der  Lebensdauer  unter- 
suchen, so  würde  man  auf  keine  gleiche 
Regelm&asigkeit  kommen , und  dies  ist 
ein  Zeichen,  dass  diese  Function  keines- 
wegs monogen  ist.  Das  hin  nnd  wie- 
der aufgetauchte  Bestreb  n,  dieselbe  durch 
eine  mathematische  Formel  auszudrficken, 
ist  also  als  ein  verfehltes  zu  betrachten. 

Setzen  wir  jetzt  eine  monogene  Func- 
tion y von  X voraus.  MOgen  den  Wer- 
then  X,,  X,  . . . x^  die  Wertbe  yi,  y, 

. y^  entsprechen,  nnd  zwar  derart, 

dass  zwischen  den  beiden  äussersten  x 
sich  keine  Discontinuitat  und  Mehrdeu- 
tigkeit befinde,  so  kann  Tür  Jedes  da- 
zwischen liegende  x die  Function  y als 
ein  Polynom  nter  Ordnung  von  x be- 
trachtet werden,  nnd  ein  solches  stimmt 
bekanntlich  immer  mit  y überein,  wenn 
es  für  die  n Werthe  x,,  x,  . , . x^ 

bezüglich  mit  yi , y^  . . . überein- 
stimmt. Um  also  den  zur  Interpolation 
dienenden  Werth  von  y zu  ermitteln,  ist 
eine  ganze  algebraische  Function  nter 
Ordnung  von  x zu  ermitteln,  welche  die 
eben  angeführte  Eigenschaft  hat.  Setzen 
wir  zunächst: 


y =yi  +(*—*,)  [<fy  !+(*— •*I)y^l 


wo: 

_y«— yi 

‘“x,— Xi 

genommen  wnrde,  so  stimmt  diese  Func- 
tion offenbar  für  x = x,  mity,,  nnd  für 
x = x,  mit  y,  überein,  wenn  das  sonst 
beliebige  y'  für  x = x,  nicht  unendlich 
wird.  Bestimmen  wir  jetzt  y'  so,  dass 
für  x=X]  die  Function  mit  y,  znsam- 
menfalle.  Zn  dem  Ende  muss  offenbar 
sein,  wenn  y^'  der  entsprechende  Werth 
von  y'  ist: 

Xg — Xg 

,_ryj-yi  y.-yi1  i . 

Lx,— Xj  X,— X,Jx,— X.' 


hierfür  kann  man,  wie  leicht  zn  sehen, 
setzen : 


Lfj — *1 

cfy 


also  wenn  man  seist: 

.yi— y 


y'=<f*y,-f(x— x,)y", 
da  fUr  x = diese  Formel  in  die  vor* 
hergehende  üoergeht.  Man  hat  also: 

y=yi+(*— 

+(*— *i)(*— *s)  [J’yi 
+(*— *,)y'^, 
wo  y"  für  x = x,  nicht  unendlich  wer- 
den darf. 

Nun  bestimmt  man  y"  derart,  dass  für 
x = x,  auch  y = y,  wird,  und  dies  gibt,  wie 
oben: 

y"=d*y,-Hx-xJy'", 

WO  geietst  wurde : 

St—yi 

und  indem  man  so  fortfkbrt,  hat  man: 

8)  y=yi +(*—*:)  «fyi 

-f-(x— x,)(x  -x,)J"yi 
-f(x-xj)(x  — x,)(x  — x,)rf*y, 

-f  ...-f(x-Xi)(x— x,)...(x-x  )(f" yi, 


wo  zu  setzen  ist: 


, S'.-M-J's  „ 


»-M 


*s-j-z“*s 


«fy.= 


,11  

d y,= 


,n— l 

<>  y, 


*s-f  3 *s 
s-l- 1-^“^ 


*+«■ 


Diese  von  La  Place  herrfihrende  For- 
mel kann  als  allgemeinste  Interpolations- 
formel gelten,  unter  der  Bedingung,  dass 
y als  ein  Polynom  nter  Ordnung  ge- 
dacht werden  kann.  Die  Formel  wird 
für  die  Werthe  x,,  x,  . . . x^  von  x 

genau  richtig.  — Sie  dient  für  uns  zu- 
nächst, aiu  n in  den  Tafeln  enthaltenen 
auf  einander  folgenden  Werthen  y, 
• . . y„  jeden  dazwischen  liegenden  Werth 
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za  finden.  Vertnnecht  man  « and  x,  lo  dient  eie  dazu , aus  der  gegebenen 
'anction  du  Argnment  za  finden. 

Sind  gleiche  Zwiechenräame  vorhanden,  hat  man  alao ; 


Xj — x^  — x^  X.—  , . . — A, 


80  iat; 


d‘y,= 


A*y, 

1 . 2A« 


«'  S. 


A.  » 

y. 


1-2. ..«A" 


wo: 

Ay,=y,+  ,-y,.  A*y,  = Ay,^,- Ay,  . . . 

die  erate , zweite  n.  a.  w.  Differenz  angeben.  Die  Gleichung  3)  nimmt  dann  die 
Form  an: 


4)  y=y.+ 


Ay,+ 


(*— x,)(x  — — A) 


1 -2-  A 


,Tä.‘— 'A’y,+ 


I 4)  (x  X,  2 A)  ...  (x  X|  — n — lA) 

1 • 2 . . . n - 1 A" 

Soll  aber  aoa  den  gegebenen  Werthen  von  y daa  Argnment  x berechnet  wer- 
den, ao  iat  X mit  y za  vertaoachen.  Gleiche  ZwiachenrAome  voranageeetzt,  hot 
man  dann: 


*A*y, 


<fjt  = a — — - - ... 

* Ay,  * Cy,  + .,-y.)Ay,Ay,^, 

Die  Formeln  entbehren  in  dieaem  Falle  der  Einfachheit  and  Begelmäaaigkeit. 
Schreitet  man  nur  bia  zur  zweiten  Differenz  vor,  so  kommt  elao : 


6) 


r— X |Cy~y»)*  I (y— yi)(y-y:)A*yi*, 
‘ Ay,  (yi— y,)Ay,  Ay, 


Man  zieht  namentlich,  zam  Auffinden  dea 
Argumenta  dieae  allgemeinere  Interpo- 
lationamethode  viel  Rechnnng  darbietet. 
Tafeln,  welche  oft  gebrancht  werden,  aind 
daher  immer  ao  einznrichten,  daaa  man 
nach  der  eratgegebenen  Methode  verfah- 
ren kann.  — Indeaa  wird  auch  die  all- 
gemeinere Interpolation  dem  directen 
Berechnen  der  Gröaae  aelbat  in  der  Be- 
gel  vorzoziehen  aein,  voraoageaetzt,  daaa 
man  daa  Geactz  kennt,  wonach  dieaelbe 
za  entwickeln  iat.  Oii  genug  iat  diea 
aber  nicht  der  Fall.  Man  iat  auf  ein- 
zelne, durch  Veraacbe  oder  anf  andere 
Weiae  gefhndene  Werthe  angewieaen, 
die  man  in  eine  Tafel  ordnen  kann,  and 
die  Interpolation  nach  der  letztem  Me- 
thode wird  zar  Nothwendigkeit.  Welche 
Vortheile  für  einzelne  Fälle  oder  im  All- 
gemeinen aich  hiermit  noch  verbinden 
laaaen , diea  aoaeinander  za  aetzen, 
würde  hier  za  weit  führen. 

Oie  Interpolationaformeln  aind  aber 
auch  für  die  Berechnnng  and  Prüfung 
der  Tafeln  aelbat  von  beaonderer  Wich- 
tigkeit. Man  wird  nämlich  nicht  für  alle 
in  den  Tafeln  enthaltenen  Werthe  direct 
die  Fanctionen  ermitteln,  aondem  diea 


nar  für  groaae  Zwiachenräame  than,  die- 
aelben  in  den  kleineren  Zwiachenräumen, 
welche  die  Tafel  geben  aoll,  aber  durch 
Interpolation  nach  Formel  3)  oder  4) 
finden.  Damit  bei  den  mehrfachen  hier 
vorkommenden  Mnltiplieationen,  Diviaio- 
nen  und  Additionen  die  letzten  Stellen 
noch  genau  aeien,  mfiaaen  aber  die  Grand- 
wertbe  anf  mehr  Stellen,  ala  die  Tafeln 
enthalten,  gegeben  aein,  olao  a.  B.  anf 
zehn  Stellen,  wenn  die  Tafeln  deren  eie- 
ben enthalten  aoUen. 

Da  ea  bei  allen  Tafeln  anf  Correct- 
beit  ankommt,  ao  mnaa  eine  beaondere 
Controlle  der  Recbnnnga-  and  Drackfeh- 
1er  eintrelen,  und  dazn  hat  man  ein  aehr 
beqnemea  Mittel,  indem  man  die  ver- 
achiedenen  Differenzreihen  bildet.  Iat 
Allen  correct,  ao  müaaen  die  letzten  Dif- 
ferenzreihen aaa  nar  aehr  langaam  aich 
ändernden  Zahlen  beateben.  Wegen  des 
Einflnaaea  der  weggelaaaenen  Ziffern  wird 
allerdinga  hei  der  letzten  Ziffer  immer 
trotz  der  Controlle  noch  eine  Unsicher- 
heit von  einer  oder  einigen  Stellen  blei- 
ben , and  iat  daher  bei  Berechnnng  der 
Tafel  anf  die  Richtigkeit  dieser  Ziffer 
besonders  zn  achten. 
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Indcss  selbst  diese  Unsicherheit  kann, 
da  auf  absolute  Genauigkeit  der  letzten 
Stelle  doch  in  allen  BeebnuogeD  zu  ver- 
zichten ist,  den  Gebrauch  der  Tafeln 
kaum  gefährden,  während  Fehler  in  den 
hohem  Stellen  den  Nutzen  der  crstcren 
fast  illusorisch  zu  machen  im  Stande 
sind. 

Die  Intcrpolationsformeln  können  auch 
zuweilen  überhaupt  die  Tafeln  vertreten, 
insofern  man  , wenn  für  einige  Worthe 
der  Variablen  die  Function  gegeben  ist, 
deu  durch  Interpolation  sich  ergebenden 
Werth  derselben  für  diese  scuen  kann, 
freilich  nur  in  gewissen  Grenzen.  Aen- 
dern  sich  diese  Grenzen,  so  ändert  sich 
somit  auch  die  Form  der  Function.  Da- 
bei braucht  man  den  wirklichen  Ausdruck 
derselben  gar  nicht  zu  kennen,  oder  darf 
ihn  ignoriren,  wenn  er  zu  complicirt  ist. 
Dies  ist  wichtig,  w enn  es  nicht  auf  einen 
bestimmten  Werth  der  Function  ankommt. 
sondern  man  dieselben  in  Formeln  ein- 
setzen  will.  Freilich  gewähren  auch 
dazu  die  Tafeln  die  Möglichkeit,  selbst 
wenn  es  auf  Integrale  ankoromen  sollte, 
an  deren  Stelle  dann  mechanische  Qua- 
dratur tritt.  Indess  würden  hierbei  oft 
sehr  w’eitläuftige  Rechnungen  erfordert, 
und  ist  das  eben  angedeutete  Verfahren 
daher  in  den  Anwendungen  der  Mathe- 
matik und  in  den  technischen  Rechnun- 
gen oR  vorznzichen.  Aach  braucht  man 
sich  hierbei  nicht  gerade  der  Interpola- 
tionsformel 2)  zn  bedienen,  sondern  kann 
nach  Bedürfniss  andere  algebraische  oder 
transcendente  Ausdrücke  nehmen,  da  auch 
diese  in  gewissen  Grenzen  immer  gan- 
zen algebraischen  gleich  zn  setzen  sind. 
Nur  müssen  hinreichend  viel  Gonstanten 
darin  enthalten  sein , welche  sich  durch 
gewisse,  in  Zwischenräumen  gefnndene 
Werthe  der  Fnnction  bestimmen  lassen. 
Beispiele  hierzu  sind  z.  B.  die  Formeln, 
welche  die  Dampfspannungen  im  Maxi- 
mum als  Function  der  Temperatur  ge- 
ben. Die  Formeln  hierfür  sind  ledig- 
lich als  InterpolatioDsformeln  zu  betrach- 
ten, und  nehmen  für  verschiedene  Tem- 
peratargrenzen  auch  verschiedene  Gestalt 
an,  während  das  wirkliche  Gesetz  der 
Dampfspannung  unbekannt  ist.  — Es 
wäre  daher  sehr  gut,  dass  man  derglei- 
chen Ausdrücke  als  das,  was  sie  sind, 
als  Intcrpolationsformeln , auch  immer 
gäbe.  Leider  ist  cs  aber  namentlich  in 
technischen  Werken  ein  sehr  schädlicher 
Missbrauch,  solche  Formeln  aus  einem 
seichten  und  falschen  Raisonnement  nb- 
znlcitcn,  in  dem  Bewusstsein,  dadurch 
das  wahre  Gesetz  gefunden  zu  haben, 
wodurch  sich  die  grosse  Verwirrung  und 


Unklarheit,  die  in  vielen  Büchern  derart 
sich  findet,  nothwendig  auch  dem  mit> 
theilen  mnss,  der  ans  den  in  Bede  ste> 
henden  Werken  Belehrung  schöpfen  will« 
Namentlich  aber  sind  oft  die  Streitig- 
keiten spasshaft,  wenn  der  einen  Formel 
von  Seiten  eines  andern  Verfassers  eine 
andere  gegcnübergestcllt  wird , natürlich 
als  die  eigentlich  w*ahre,  und  an  Beispie- 
len gezeigt  wird,  dass  letztere  besser  mit 
der  Erfahrung  übercinstimroc.  Nach 
dem  Obigen  kann  dies  nicht  anders  sein, 
wenn  die  Beispiele  für  den  Zweck  aus- 
gewählt  sind,  denn  die  eine  Formel  gibt 
in  diesen,  die  andere  in  jenen  Grenzen 
genauere  Interpolationswcrthe. 

Wir  erwähnen  schliesslich  noch  der 
Tafeln,  welche  Functionen  von  zwei  oder 
mehreren  Variablen  enthalten,  und  be- 
merken nur,  dass  das  Gesagte  auf  solche 
ebenfalls  Anwendung  findet,  da  jedem 
Worthe  der  einen  Variablen  unendlich 
viele  der  anderen  entsprechen.  Die  In- 
terpolationsformeln für  solche  Functionen 
lassen  sich  leicht  durch  Wiederholung 
der  gegebenen  Schlüsse  ableiten.  Be- 
gnügt man  sich  mit  ersten  Differenzen, 
so  bat  man : 


f(x,  g,  X . . .)  = f(x^.  f,  . . .) 

*4  »1  y 

• • •• 


Vii  Si)  f 11  y tt 


ist,  wie  sich  leicht  ans  den  Elementen 
der  DifferentialrcchnnDg  ergibt. 

Tafel  (FerspcGtlre). 

Die  Ebene,  anf  welcher  das  Bild  ent- 
worfen wird.  Sie  ist  Basis  eines  Ke- 
gels, dessen  Spitze  das  Ängo  des  Beob- 
achters, und  dessen  Seiten  die  Verbin- 
dungslinien desselben  mit  den  entspre- 
chenden Punkten  des  Objects  sind.  Der 
Durchschnitt  der  Tafel  mit  dem  Kegel- 
mantel ist  eben  das  Bild. 

Tag  (Astronomie  and  Chronologie). 

Im  astronomischen  Sinne  ist  Tag  die 
Zeit,  in  welcher  die  Erde  um  ihre  Axe 
rotirt.  Diese  Zeit  wird  auch  Stementag 
genannt. 
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Ihm  gegenüber  iteht  der  Sonnentag, 
d.  h.  die  Zeit,  in  welcher  die  Sonne  an 
gleicher  Hohe  über  den  Horizont  zurflek- 
kebrt.  Im  bürgerlichen  Leben  bestimmt 
mnn  hierzu  die  Zeit  zwisehen  den  zwei 
tiefsten  Standpunkten  (untern  Cnlmina- 
tionen)  der  Sonne,  also  von  Mitternacht 
zu  Mitternacht,  in  der  Astronomie  oft 
auch  die  Zeit  zwischen  zwei  Mittagen 
(obern  Culminationen  der  Sonne).  — 
Die  Sonnentage  sind  im  Laufe  des  Jah- 
res ungleich,  immer  aber  hat  das  Jahr 
einen  Sonnentag  weniger  als  Sternen- 
tage. 

Zur  Ansgleichnng  and  zur  bürger- 
lichen Zeitbestimmung  dient  der  mittlere 
Tag,  d.  h.  die  arithmetische  Mitte  aus 
allen  Tagen  eines  Jahres.  Sein  Verhült- 
niss  zum  wahren  Sonnentage  gibt  die 
Zcitgleiuhung,  oder  was  dasselbe  ist, 
den  Unterschied  des  Ganges  einer 
Taschenuhr  ron  dem  der  Sonnenuhr. 

Die  Einführung  der  mittleren  Tage 
ins  bürgerliche  Leben  stammt  erst  seit 
Ende  des  vorigen  Jahrhunderts.  — Nicht 
alle  Volker  zählten  die  Tage  von  Mitter- 
nacht an , sondern  viele  wählten  noch 
viel  schwankendere  Anfangspunkte,  die 
Juden  vom  Sichtbarwerden  der  Gestirne. 

Im  engeren  Sinne  ist  Tag  die  Zeit, 
während  deren  die  Erde  von  der  Sonne 
erleuchtet  ist;  sie  ist  also  ungleich  für 
verschiedene  Breiten  und  Jahreszeiten, 
Auch  hier  tritt  ein  Schwanken  ein.  Man 
kann  den  Tag  von  Sonnen-Aufgang  bis 
Untergang,  oder  vom  Anfang  der  Mor- 
gendämmerung bis  zum  Ende  der  Abend- 
dämmerung rechnen. 

Ttgebogen  (Astronomie). 

Diejenige  Zeit  oder  derjenige  Tbeil 
eines  Parallelkreises , welche  ein  Stern 
von  seinem  Auf-  bis  zum  Untergange 
znrflcklegt.  — Ciicnmpolarsteme  haben 
also  einen  Tagebogen  von  24  Stunden 
oder  360  Grad. 

Ttagente,  BerUiningslislo  (Coome- 
trlo). 

Diejenige  Grade,  welche  die  Grenze 
der  Biebtung  einer  Sehne  bezeichnet, 
wenn  man  zwei  Schnittpunkte  derselben 
einander  immer  näher  rücken  lässt.  Kür- 
zer kann  man  auch  sagen : Die  Tangente 
ist  diejenige  Sehne,  von  der  zwei  Schnitt- 
punkte einander  unendlich  nahe  sind. 

Tängento  (Trigonometrie). 

Der  Quotient  des  Sinns  durch  den 
Cosinus,  oder  wenn  man  den  gegebenen 
Winkel  als  zu  einem  rechtwinkligen 


Dreieck  gehörig  denkt:  das  Verbältniss 
der  gegenüberliegenden  Catbete  zur  an- 
liegenden. 

Denkt  man  den  Winkel  als  Centri- 
winkel  eines  Kreises  mit  Itadius  Eins, 
so  ist  Tangente  auch  das  zwischen  bei- 
den Schenkeln  liegende  Stück  derjenigen 
geometrischen  Tangente  an  den  Kreis, 
welche  in  dem  Schnittpunkte  des  einen 
Schenkels  berührt. 

Tängeotiälkntft  (Dynamik). 

Wenn  irgend  ein  Funkt  sich  in  einer 
Curve  bewegt,  und  man  zerlegt  die  auf 
ihn  augenblicklich  wirkende  Kraft  nach 
Normale  und  Tangente,  so  wird  die  letz- 
tere Componentc  mit  diesem  Namen  be- 
zeichnet. 

Tangentlalrad  (■aschlnealohre). 

Gleichbedeutend  mit  Turbine. 

Tara  (practisches  Rechnen). 

Die  VergUtignng,  welche  dem  Käufer 
einer  Waare  für  den  geringem  Werth 
der  Verpackung  vom  Bmttogewicht  der- 
selben bewilligt  wird.  In  der  Regel 
wird  die  Tara  nicht  jedesmal  einzeln 
durch  Wiegen  bestimmt,^  sondern  sie  ist 
ein-  für  allemal  festgestellt  (Usotara), 
und  besteht  entweder  in  einem  gewissen 
Frocentsatz  von  der  Kanfsumme,  oder 
im  Freigeben  eines  gewissen  Gewicht- 
satzes. Existiren  solche  Feststellungen 
nicht,  so  ermittelt  man  wohl  auch  hei 
grossem  Sendungen  durch  Wiegen  der 
Verpackungen  einzelner  Colli  eine  Durch- 
sebnittstara,  und  überträgt  diese  auf  die 
ganze  Sendung. 

Taacherkolbon  (■aschlnoDlebro). 

Kolben , wie  sie  bei  Drackpnmpen  in 
Anwendung  kommen.  Der  Taucherkol- 
ben ist  mit  einem  verticalen  engen  Ka- 
nal versehen,  welcher  oben  durch  einen 
Hahn  geschlossen  ist.  Oeffnet  man  die- 
sen, so  wird  der  innere  Fnmpcnraum 
mit  der  äussem  Loft  in  Verbindung  ge- 
bracht, und  dadurch  die  unter  der  Stopf- 
büchse und  im  Cyl'üder  angesammelte 
verdichtete  Luft  entfernt. 

Täütochrone  (Dyiämik). 

Diejenige  Curve,  auf  welcher  ein  Kör- 
per, aus  ungleichen  Hoben  herabfallond, 
in  gleicher  Zeit  eine  Schwingung  ans- 
fübrt.  Die  Cjcloide  oder  Badlinie  hat 
diese  Eigenschaft  (vergleiche  den  Arti- 
kel : Badlinie). 
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TaTlor'uher  Satz  (Analrstz). 

Dio  bekannte  Formel,  welche  die  Ent- 
wickelung  der  Functionen  nach  ganzen 
pozitiren  Potenzen  dca  Znwachaes  gibt: 

/-(x+A) =/(,)+*/•' (z)+j^  r (x) 

Ueber  Beweiz  und  Anwendung  derzelben 
ziehe  den  Artikel:  Quantität  (imaginZre). 

Telescop. 

Siehe  Fernrohr. 

Terminrechnims  (practisches  Rech- 
nen). 

Die  Keductionen  der  ungleichen  Zei- 
ten, in  welchen  gewisse  Summen  zahl- 
bar sind,  auf  eine  mittlere  Verfallzeit, 
oft  auch  der  ungleichen  Zinssätze  anf 
einen  mittleren.  Ein  Beispiel  wird  dies 
Verfahren  klar  machen. 

Beispiel. 

Jemand  schuldet  300  Thlr.  zu  4}  in 
4 Monaten , 600  Thlr.  zu  5 g in  6 Mo- 
naten, 200  Thlr.  zu  3^  j in  8 Monaten. 

Man  rcducirt  zunächst  auf  1 { uud 
1 Monat.  Also  da  z.  B.  die  Zinsen 
von  300  Thlr.  zu  4 $ gleichhedeutcnd 
mit  den  Zinsen  von  4 • 300  zu  1 g,  und 
4 • 300  Thlr.  zu  4 Monaten  so  viel  Zin- 
sen geben,  als  4 • 4 • 300  in  1 Monat,  so 
hat  man  also  zu  hilden: 

300-4  =1200  — 1200-4=  4800 

600-5  =3000  3000-6  = 18000 

200-3^=  700  700-8  = 5600 

1100  4900  28400 

Indem  man  die  betreffenden  Glieder 
addirt,  findet  man  also,  dass  sich  1100 
so  verzinsen , wie  4900  zu  1 g , woraus 
hervorgeht,  dass  sie  zu: 

HsJ  = g 

ausstchen  müssen,  und  dass  4900  Tha- 
1er  so  viel  Zinsen  bringen,  wie  28400 
in  einem  Monat,  so  dass  die  Summe 
iVsV  =515  Monat  ausgestanden  haben 
muss.  Es  ist  also  4,»,  g der  mittlere 
Zinsfuss,  5{g  Mouat,  gleich  5 Monat 
24  Tage,  die  mittlere  Verfallzeit. 

Terrestrisches  Fernrohr  (Optik). 

Ein  Fernrohr,  welches  die  Gegenstände 
aufrechtstehend  zeigt.  (Siehe  den  Ar- 
tikel: Fernrohr.) 


Tertie  (Chronologie). 

Der  sechzigste  Theil  einer  Seennde. 

Tetraeder  (Oeometrie). 

Ein  von  vier  Dreiecken  begrenzter 
Körper. 

Tetragon. 

Siehe  Viereck. 

Tetragonalxahl  (Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Quadratiahl. 

Thaler  (IhuweseB). 

Die  Banptrechnnngsmflnze  Deutsch- 
lands und  anderer  Länder.  Nach  der 
Convention  von  1856  werden  in  allen 
deutschen  Staaten  Thaler,  deren  30  anf 
ein  Pfund  fein  neuen  Gewichts  (g  Kilo- 
gramm) gehen,  und  zu  Feingehalt 
ausgeprägt.  Nach  dem  ältem  Vertrage 
von  1838  prägten  die  Zollvereinsstaaten 
14  Thaler  ans  einer  COlnischen  Mstrk 
feinen  Silbers  (0,23381^  Kilogramm), 
und  zu  12  Loth  Feingehalt,  also  }.  Es 
ist  sonach  das  Vprhältniss  des  neuen 
Tbalers  zum  alten: 

A:tV  0.2338123, 
also  das  Verhältniss  ist: 

1 : 1,002053  = 0,998949:1. 

Von  andern  Thalem  sind  zu  merken: 

Der  Hamburger  Bankthaler  (11g  auf 
die  COlnische  Mark). 

FQr  Dänemark : 

Der  Reicbsbankthaler  (184  anf  die 
COlnische  Mark). 

Der  Spedesthaler  (9g  auf  die  Mark). 

Thaler  Courant  (11g  auf  die  Mark). 

Für  Schweden : 

Species-Beichsthaler  (9,162  anf  die 
Mark). 

Blosse  RechnnngsmUnze  ist  der  Tha- 
ler Gold,  und  wird  darunter  der  fünfte 
Theil  des  Lonisd’or  oder  der  Pistole  ver- 
standen. 

Thora. 

Siehe  Tara. 

Theiler  (Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Divisor.  Ueber 
das  Auffinden  der  einfachen  Theiler  der 
Zahlen,  sowie  der  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  mehrerer  Zahlen  siehe 
den  Artikel;  Quotient. 
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Thier  kreis. 


Theilkrels  cltschlaenlehre). 

Der  (gedachte)  Kreis,  aaf  welchem  die 
Tbeilung  eines  Zahnrades  anzubringen 
ist  (rergleiche  den  Artikel:  Rad). 

Theilnng  (Arithmetik). 

Zerlegung  einer  Summe  in  twei  oder 
mehrere  Glieder. 

Thellans  (Geometrie). 

Zerlegung  einer  RaumgrOsse  in  meh- 
rere StOcbo,  nach  irgend  einem  Gesetxe. 

Die  Tbeilung  der  graden  Linie  enthält 
der  Artikel:  Raumlehre,  lieber  die  Thci- 
lung  gradliniger  Figuren  siebe  den  Ar- 
tikel; Dreieck,  über  die  des  Kreises 
siehe:  Kreistheilung.  Ober  die  der  Lcm- 
niscate:  elliptische  Transcendenten. 

TheodoUth  (practlsche  Astronomie  nnd 
fioodAsie). 

Instrument  zur  gleichzeitigen  Aufnahme 
des  Azimuthes  nnd  der  Hohe.  Es  be- 
steht aus  einem  horizontalen  eingetbeil- 
ten  Kreise  D nnd  einem  vertikalen  F 
(Fig.  1),  beide  verbanden  mit  FemrOh- 

Fig.  1. 


Mikrometer  sind  wie  bei  andern  astro- 
nomischen Instrumenten. 

Theorem  (sUgomeine  ■athematik). 

Siebe  Lehrsati. 

Theorisehe  Astronomie  (Astronomie). 

Die  Lehre  von  der  wahren  Bewegung 
der  Himmelskörper  (siehe:  Astronomie). 

Thermometer  (Wirmelehre). 

Jedes  Instrument  znm  Messen  der 
Temperatnr.  Die  gebrinchlicbsten  sind 
die  Weingeist-  und  Quecksilber- Thermo- 
meter, ausserdem  sind  Metall-  nnd  Luft- 
Thermometer  zu  bemerken.  Die  fein- 
sten Thermometer  bestehen  ans  einer 
Tbermoslule  in  Verbindung  mit  einer 
Boussole.  Was  die  Eintheiinng  anbe- 
triflt,  so  sind  hauptsächlich  deren  drei 
Oblich : 

Das  Rdaumur’sche  Thermometer,  na- 
mentlich in  Deutschland  gebräuchlich, 
in  welchem  der  Absund  vom  Geftier- 
zum  Siedepunkte  in  80  Grad  getheilt 
wird. 

Das  Celsins’sche,  in  Frankreich  einge- 
führt,  wo  dieser  Abstand  in  100  Grad 
zerfällt. 

Beide  haben  den  Nnllpunkt  der  Thei- 
lung  im  Gefrierpurkte. 

Das  Fahrenheit'scbe,  in  England  fib- 
lich,  tbeilt  diesen  Abstand  in  180  Grad, 
hat  aber  seinen  Nnllpnnkt  32  Grad  (Fah- 
renheit) unter  dem  Gefrierpunkte. 

Vergleiche  den  Artikel  Wärme. 

Thesis  (aUgemelae  lathematlk). 

Behauptung;  das  in  einem  Satze  Aus- 
getagte oder  Behauptete  im  Gegensätze 
zur  Hypothesis  oder  Voraussetzung. 

Thetarolhen  (Analysis). , 

Die  Reihen,  welche  Zähler  und  Ken- 
ner der  elliptischen  Functionen  darsCellen. 
Auch  die  Abcrtchen  Functionen  werden 
auf  ähnliche  Reihen  zuräckgefUhrt. 


ren  C und  E.  c ist  beweglich  um  eine  Thlorkrols  (Astronomie). 

Vcrtikalaxe  nnd  an  dieser  Bewegung  Der  über  den  ganzen  Himmel  gehende 
nimmt  auch  Kreis  F Theil.  E ist  be-  grOssette  Kreis,  in  welchem  sich  die 
weglich  um  eine  Horizontalaze.  Dreht  Ekliptik,  d.  b.  die  scheinbare  Sonnen- 
man  das  erste  Fernrohr  so  Isnge,  bis  bahn,  befindet.  Er  wird  in  zwOlf  Theile 
F in  den  entsprechenden  Scheitelkreis  getheilt,  welche  nach  den  dort  befind- 
fällt, nnd  bringt  dann  E in  die  Gesichts-  liehen  Sternbildern  moistentheils  Thier- 
linie des  gesuchten  Objects,  so  kann  auf  namen  fahren : Widder,  Stier,  Zwillinge, 
dem  ersten  Kreise  das  Azimntb,  auf  der  Krebs , LOwe , Jungfrau , Waage,  Scor- 
andem  die  Hohe  abgelcsen  werden.  Die  pion,  SchOu,  Steinbock,  Wassermann, 
Frädsionsvorrichtungen,  Stauen,  Stell-  Fische. 

schrauben,  FernrOhn  zum  Ablesen  und  Jeder  dieser  Theile  entspricht  einem 
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Monat«,  derart,  dui  vom  FrfihlingtSqui- 
noctiom  bii  tnm  21.  April  «ich  die 
Sonne  im  Widder  belindet  n.  s.  w. 

Thomsons  Torblne  (HydranUk). 

Siebe  Turbine,  bydraolitcbca  Rad. 

ThDinunOhle  (Msschinenlehre). 

Siebe  Mühle,  Windmühle. 

Tieft  (PerspsctUe). 

Die  lenkrechte  Entfernung  eine«  hin- 
ter der  Tafel  befindlichen  Funkte«  von 
deraclben. 

Ton  (Akutik). 

Die  durch  regelmtasige  (pendelartige) 
Schwingungen  elaatischer  KOrper  herror- 
gcbrachte  wellenförmige  Bewegung  der 
Lull  und  der  übrigen  umgebenden  KOr- 
per in  ihrer  Einwirkung  auf  den  GebOr- 
«inn.  Helmbulz  unteracbeidet  den  Ton 
vom  Klange,  indem  er  unter  dem  oratc- 
ren  eine  einfache  pendelartige  Schwin- 
gung, unter  dem  letzteren  eine  zuaam- 
mengeaetate  versteht. 

Deber  die  Gesetze  der  Entstehung  von 
dergleichen  Schwingungen  vergleiche  den 
Artikel:  Schwingungen  und:  Wellenbe- 
wegung, über  die  Entstehung  des  Tones 
daraus  nnd  die  Gesetze  der  TOne  den 
Artikel:  Akustik. 

Tonsrt  (Akustik). 

Die  Art  nnd  Weise,  wie  die  einzelnen 
Tone  der  Scala  aus  dem  Orundtone  ab- 
geleitet werden.  (Vergleiche  den  Arti- 
kel: Aknstik.) 

Toniks  (Akostik). 

Gleichbedeutend  mit  Qmndton. 

Tous  (lesskust). 

Ein  Gewicht  nnd  Flflssigkeitsmaass 
an  verschiedenen  Orten.  Die  englische 
Tonne  (Tun)  euthslt  20  englische 
Centner. 

Als  Körpermaasa  bat  die  englische 
Tonne  ^ Last  = 5 Quarters , als  Wein- 
maass  2 Pipen  = 252  Gallons. 

Die  Schiffstonne  enthslt  20  Centner. 

Als  Flussigkcitamaass  ist  die  Tonne 
in  verschiedenen  Gegenden  Dentschlands 
üblich.  Die  Dresdener  Tonne  hat  105 
Dresdener  Kannen,  die  Leipziger  75  Leip- 
ziger Kannen,  die  Berliner  160  Quart, 
die  Kopenhagener  136  Pott,  die  Stock- 
holmer 48  Kannen. 


Tonnenftch  (IssoIiiBeiilehre). 

Die  ans  Brettern , Stangen  n.  s.  w. 
gebildete  Bahn , auf  welcher  in  einem 
flachen  Schachte  die  Kübel  stehen. 

Dieselbe  ist  an  den  Seiten  nnd  in 
der  Mitte  mit  aufrechten  Brettern  ver- 
sehen, damit  die  Kübel  nicht  mit  einan- 
der nnd  mit  andern  GegensUtnden  zn- 
sammenstossen. 

TonnenfieblAse  (IbscbiiioDlehre). 

Rin  doppelt  wirkendes  Gebläse  mit 
Wasserlidcrung.  (Vergleiche  den  Arti- 
kel: Geblase.) 

Tonnensewblb«  (Statik). 

Ein  Gewölbe,  bestehend  ans  einem 
Halbkreise  auf  zwei  parallelen  Wänden. 
(Vergleiche  den  Artikel:  GewOlbe.) 

Tonnemntthle  (Bydraallk). 

Eine  Wasserschnecke  (Schraube)  mit 
rechtwinkligem  Querschnitte,  welche  von 
aussen  mit  cj’lindrischem  Mantel  umge- 
ben ist,  welcher,  fest  mit  den  Gängen 
verbunden , dem  Ganzen  das  Ansehen 
einer  Tonne  gibt. 

Toattne  (practisches  RMluimi. 

Eine  Leibrente,  zu  deren  Ankauf  sich 
eine  Gesellschaft  derart  verbindet,  dass  die 
Ucberlebenden  die  Rente  der  Verstorbe- 
nen erben.  Deber  die  Berechnung  der 
Tontinen  siehe  den  Artikel:  Rente, 

TonloD  (Statik). 

Di«  Drehung,  welche  die  einzelnen 
Fasern  eines  nicht  völlig  festen  Körpers 
unter  der  Einwirkung  zweier  gleichen, 
aber  entgegengesetzten  Paare  erleiden. 

Tonionselaaticitit  (Statik). 

Die  durch  Torsion  in  einem  elastischen 
KOrper  erregte  Kraft. 

Torsioasftstigkeit  (Statik). 

Der  Widerstand  gegen  die  Torsion, 
welche  in  einem  festen  KOrper  statt- 
findet. 

Vergleiche  über  die  Theorie  der  Tor- 
sion die  Artikel:  Elazticität  und:  Festig- 
keit. 

Torsionspendel  (Dynamik). 

Eine  elastische  Stange  oder  ein  sol- 
cher Faden,  welcher  vermittelst  der  Tor- 
sion um  seine  eigene  Axe  schwingt. 
Dieselbe  ist  in  der  Kegel  mit  einem 
Querarme  C C,  (Fig.  2)  versehen,  dnreh 
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Tonionspendel. 


Fig.  2. 


deiiien  Drehung  man  die  Schwingungen 
hervorbringt.  Sei  l die  Lange  des  Fa- 
dens OD,  a=CD  der  Radius  des  Quer- 
arms, der  momentane  Drehungswin- 
kel CDM.  Die  Torsion  wirkt  auf  den 
Arm  als  ein  Paar,  welches  diesem  Win- 
kel S proportional  ist  und  die  QrOsse 
hat: 

,7  »VC 

p- — J-, 


wo  W das  Trägheitsmoment  des  Fa- 
dens, C der  Elasticilttsmodnl  ist.  Man 
hat  somit,  wenn  MV  das  Tragheiumo- 
ment  des  Qnerarms  C C,  ist : 


Diese  Formel  ist  gana  wie  die  angenk- 
harte  FendeUormel  zu  integriren. 

Setzt  man : 


■o  kommt : 

CW 

wo  a der  Anfangswerth  von  9 ist,  also : 

dt  ,/CW 

~ k}  IM’ 
also  abermals  integrirt: 

» t ^few 

arcco.-j^=^y-^, 


a = acoSTy7jj^. 


Das  Pendel  macht  isochrone  Schwingun- 
gen, welche  von  dem  Ansschlagswinkel 
a unabhängig,  und  wo  die  halbe  Schwin- 


gnngsdaner  gleich 


kn 


ist 


Das  Torsionspendel  dient  namentlich 
dient  namentlich  als  Drehwaage,  welche 
von  Colomb  berrfibrt  Dieselbe  wandte 
Cawendish  an , um  die  mittlere  Dich- 
tigkeit der  Erde  zu  bestimmen. 

Sei  wieder  C C,  ^'g-  3)  die  Qner- 
stange.  In  O und  O'  sind  zwei  Blei- 
kugeln von  8 Zoll  Dnrehmesser  (eng- 
lisch) angebracht,  welche  anziehend  auf 
r und  C,  wirken.  Sei  wieder  DC=a, 
DO  = i,  Winkel  CDO  = y,  die  Masse 
jeder  Bleikugel  gleich  ilf,  CDM=  9 der 
momentane  Drebungswinkel , MO  ss  t, 
to  hat  man : 


1*  = 2o  A cos  (y—9), 


Die  Anziehungskraft  der  Bleiku- 
geln wirkt  neben  der  Torsion.  Diese 
Anziehungskraft  ist  umgekehrt  dem 
Quadrat  der  Entfernung  proportio- 
nal , also  wirkt  auf  M in  Rieh- 
iifn  H 

tung  MO  die  Kraft  wo  n die  Masse 

der  Kugel  C ist.  Diese  Kraft  zerfallt 
in  eine  normale,  welche  wegen  derFestig- 
keit  der  Querstange  vernichtet  wird,  und 
in  eine  tangentiale: 


n- 


hy 
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Fig.  a 


/<«in  i •in(}'— 9)  auf  C,.  Die  Wirknng  tod  0*  auf  C 

• und  von  O «nf  C,  ist  dagegen  an  ver- 

nacbliUaigcn,  nnd  man  hat  die  Bcwe- 
Die  zweite  Kngel  wirkt  in  gleicher  Weise  gnngsgleichnng : 

<i*i>  CW  9 2umabnän{Y—9) 

iF  + —r  = r* 


Nimmt  man  an,  dass  der  Querstab  nnr  ein  sehr  geringes  Gewicht  habe,  also  dio 
Engeln  C nnd  allein  die  Masse  M bilden,  so  ist  JHk‘‘  z=:  2ia’,  also: 
d’ 9 Ciy 9 _ fit m sin  (y— 9) 

“'di'  2/a«  äi  • 

Mit  Vemachllssignng  der  bShem  Potenzen  von  9 erhalt  man: 

wo  gesetzt  wurde : 

/=[(“’+*’)  cosy-2ai-flisiny>] 


,_IAtnh  siny 


c*  = a*+4’— 2ai  cosy. 


/d9y 


Dnrch  Integration  erhalt  man  ganz  wie  halbe  Schwingnngsdaner  ist  nämlich  (siehe 
oben:  die  Artikel:  Pendel,  oder:  Botation) 

fr  wo  l die  Pendellinge,  g dio  Be- 

schleanignng  der  Schwere  ist.  Damit 
also  beide  Pendel  in  gleicher  Zeit  ihre 
Schwingungen  machen,  mnss  sein : 
ga=g'l. 

Ist  il  die  Messe  der  Elrde,  r der  Ra- 
dius, so  hat  man  aber: 


9=ß+acos(l  yi-t-I), 

wo  8 nnd  1 Constante  sind. 

Man  bat  also  isochrone  Schwingun- 


gen, deren  halbe  Dauer  n 


.r, 


ist.  Ans 


dem  Vergleich  dieser  Zahl  mit  der  hal- 
ben Schwingungsdaner  eines  gewöhn- 
lichen mathematischen  Pendels  lasst  sich 
dos  Verbaltniss  der  Dichtigkeit  der  Erde 
zn  der  der  Bleikugeln,  ableiten.  Diese 


» = 7T- 


Ausserdem  war: 


siny 


3- 


c>ß 


1 
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wo  b,  e und  y bekannt  sind.  — ß I&sst 
sich  leicht  experimental  bestimmen.  Man 
hat  nkmlich: 

Ibr  1 = 0:  9 = ß+acosl, 

nnd: 


80 


fBr  l=n  1 
dass  ß= 


T ^ 
»+», 


, =/?— acos  X, 
gleich  dem  halben 


Ansschlagswinkel  des  Torsionspendels 
ist.  Somit  also  ergibt  sich: 


mb  Ir*  sin 


m ist  ebenfalls  bekannt.  — Änf  diese 
Weise  findet  Cawendish  für  die  mittlere 
Dichtigkeit  der  Erde , die  des  Wassers 
als  Einheit  genommen,  6,48,  Hntton  fin> 
det  533,  Reicht  dnrch  einen  genanem 
Apparat  5,43,  später  5,583,  Bayljr  5,675, 
Aehnliche  Apparate,  nnd  dies  ist  ihre 
nrsprOngliche  Bestimmung,  werden  snr 
Bestimmung  der  electrischen  und  magne- 
tischen Intensität  angewandt.  Vergleiche 
hierüber  den  Artikel : Drehwaage. 


TotaUsaor,  Totallsinrngsapparat  (Va- 
KhlseDlehre). 

Vorrichtung,  nm  die  Arbeit  einer  Kraft 
an  messen  (vergleiche  den  Artikel:  Dy- 
namometer). 


Tractorie,  XngUnle  (Goometrle). 

Eine  Cnrve,  deren  Tangente  vom  Be- 
rUhmngspnnkt  bis  xn  einer  andern  Cnrve, 
Directrix  genannt,  eine  constante  OrOsse 
hat.  Die  Tractorie  entsteht,  wenn  man 
einen  biegsamen , an  einem  Ende  be- 
lasteten Faden  mit  dem  andern  Ende 
an  einer  Cnrve  auf  horizontaler  Ebene 
entlangschiebt. 

Um  die  Gleichung  der  Tractorie  zn 
finden , bedienen  wir  uns , wie  Öfter  in 
diesem  WOrterbnehe,  der  Beziehung 
zwischen  Bogenlänge  und  Tangenten- 
winkel. 

Sei  s der  Bogen  der  Directrix  von 
einem  fetten,  tonst  beliebigen  Punkte 
an  bis  zn  dem  betreffenden  Punkte  A 
(Fig.  4),  t der  Winkel  der  dnrch  A ge- 
zogenen Tangente  mit  einer  festen  Li- 
nie CE,  AU-zia  die  Tangente  an  die 
Tractorie,  B ein  Punkt  derselben,  B,,A^ 
zwei  nächste  Punkte  der  Tractorie  und 
Directrix,  also  B,  A^  = BA  = a,  der  Bo- 
gen der  Tractorie  sei  gleich  s,  der  Win- 
kel ihrer  Tangente  BA  mit  CE  gleich 
jl,  h\soBB,=da,  Winkel  ABA,  = (fL. 
Setzen  wir  noch  Winkel  BAA,=r,  so 
ist  in  Dreieck  ABA,: 

a—da  _ dt  _ a 
sin  I ~ dX~  sin  (r-j-tfl)’ 

und  ausserdem  in  Dreieck  CAE: 
n—l+X  = r, 
worant  sich  leicht  ergibt: 


Trabant  (Astronomlo).  1)  a<M=sin(f-l)<fi, 

Siehe  Satellit.  2)  da  = —eoi  (l—X)  dt. 

Fig;  4. 
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Die  eiafecliite  Tractorie  ist  die,  deren 
Directrix  eine  Grade  ist.  Indem  wir 
letztere  mit  der  Linie  CE  idemiliciren, 
erhalten  wir  \—n,  also; 

mdl  = tmUt,  da  = C0B  ItU, 

■omit ; 

da  = acotldlL,  o = aIgsinI, 

wo  0 = 0 Ar  ^ = gesetzt  ist;  also 
auch; 

o 

• s O 

8inZ  = e . 

Noch  ^bt  die  Gleichnng  1)  sehr  leicht: 
s 

, ^ X X a 
• = a]gtg—,  tgy=  e , 

wo  ebenfalls  s = 0 fQr  ^ — ^ gesetzt  ist. 

Nimmt  man  CE  als  Abscissenaxe,  und 
legt  den  Anfangspankt  der  Coordinaten 
so,  dass  die  Ordinatenaxe  die  Tractorie 
berührt,  so  ist  der  eben  gefundene 
Werth  von  s offenbar  die  Subtangente, 
während  man  hat; 
du 

^ = sin  I,  dj/  = a coiX  di, 
y=:  a Bin  X, 

da  offenbar  für  X = -^:  y = a ist. 
Ausserdem  ist : 


wo  man  ebenfalls  mit  1 = -^  beginnt. — 

Was  die  Gestalt  der  Gurre  anbetrifft,  so 
ist  aus  der  Gleichung: 

e 

sinf  = e‘* 

ersichtlich,  dass  o nur  negatir  sein  kann, 
und  dass  den  äussersten  Werthen  o = — oo : 

A = 0 und  A = n,  o = 0 dagegen  1=-^ 

entspricht.  Zn  jedem  il  und  dem  ent- 
sprechenden n — X gehört  ein  gleicher 
Werth  ron  o.  Die  Gurre  zerfUlt  also 
in  zwei  congruentc  Zweige,  die  sich  in 
einer  Spitze  an  einander  schliessen,  wo 
die  Axe  der  y berührt  ist,  während  die 
Axo  der  z eine  Asymptote  ist.  Der 
h'litcheninfaalt  des  ganzen,  ins  Unendliche 
fortgesetzten  Zweiges  wird  gefunden, 
wenn  man  i = 0 und  f = n setzt.  Man 
erhalt  bezüglich : 

F= j-  und  F=—t-, 

4 4 

also  jedesmal  der  rierle  Thcil  eines 
Kreises,  der  a zum  Durchmesser  hat. 

Sei  jetzt  die  Directrix  ein  Kreis , so 
ist  B=rl,  wenn  r der  Radius  desselben, 
und  die  Linie  CE  ein  Durchmesser  ist. 
Man  hat  dann : 

1)  (ufx  = r sin  (f—f)  dt, 

2)  </«  = — rcos(f— 
also  wenn  wir  l—X  = t setsen: 


dx  = cos  I da  = 


a cos  dx 
sini  ’ 


adX  = r ein  T (dr  -f-df). 


also: 


, oder : 


* = o(‘«y+«»  i-1). 

da  X Ar  1:=.^  rerschwindet. 

EliSiinirt  man  X ans  diesen  Ausdrücken, 
so  hat  man  die  Gleichnng  der  Tractorie 
in  Farallelcoordinaten.  Die  Rcctifica- 
tionsformel  enthalt  die  Gleichnng: 


sin  1 = 0" 

unmittelbar.  Was  die  Quadratur  anhe- 
trifft,  so  ist  die  Formel  daAr: 


also: 


E'=J'ydx  = a*J'  cosX’df, 


F=  ^ (21-1- sin  2 i — n)> 


j,  r sin  r dr  . adi 

dX  = — ^ — = dr ; : — , 

a-j-r  sin  i n-)-rsinr 


i = r-|- 


(r+tt  sin  t\ 
a+r  sin  ?/’ 


wo  der  Anfangswerth  von  X angemessen 
bestimmt  ist.  und  ansserdem : 
da  =r  — r cos  r (dr  dX) 

= — rcosr  (2dr — ), 

\ o-pr  sinr/ 

e=  — 2rsinr-balg(a-f-rsinr)— olgo, 

wenn  Ar  r = 0 also  Ar  f=f  auch  a = 0 
genommen  ist. 

Die  letztere  Formel  dient  zur  Becti- 
Ücation.  Eliminirt  man  r,  so  hat  man 
die  Gleichnng  der  betreffenden  Tractorie. 

Die  Tractorie,  deren  Directrix  eine 
Grade  ist,  hat  auch  eine  mechanische 
Anwendung. 
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Trägheitsmoment. 


Sei  R der  Asendmck  für  den  Qua- 
dratxoll  eines  stehenden  Zapfens , wel- 
cher eine  Rotationsfläche  von  zn  beslitn- 
inender  Gestalt  bildet.  Der  Normaldmck 
gegen  den  Zapfen  ist  dann  offenbar  gleich 

— : — , WO  er  der  Neigungswinkel  des  be- 

Bin  a 

treffenden  FIkcfaenelements  gegen  die 
Axe  ist.  Dieser  Grosse  ist  die  Rei- 
bung proportional.  Ist  noch  z der  ho- 
riiontale  Abstand  des  Elements  ron  der 
Aze,  so  ist  das  Moment  der  Reibung 

gleich  Offenbar  aber  ist  -4- 

sin  a sin  a 

gleich  der  lAnge  der  Tangente  an  die 
Krseugungscurre  «vom  BerOhrnngspnukt 
bis  anr  Aze.  Soll  nun  der  Zapfen  (so- 
genannter Antifrictionssapfen)  einer 
gleichmässigen  Abnutzung  unterliegen, 
so  muss  dieses  Moment  constant,  d.  h. 
die  Erzeugungsenrve  des  Zapfens  eine 
Bnjghens’sche  Tractorie  sein,  deren  Di- 
rectrix  die  Zapfenaxe  ist. 

Triger  (Maschinenlebre). 

Jede  Einrichtung  zum  Tragen  oder 
Stfluen. 

Trli^eit  (iKhanik). 

Die  Eigenschaft  der  materiellen  Funkte, 
sich  unter  dem  Einflüsse  eines  momentan 
wirkenden  Antriebes  so  lange  mit'gleich- 
mtssiger  und  gleichgerichteter  Geschwin- 
digkeit an  bewegen,  bis  eid  anderer  An- 
trieb hinsukommt.  Die  Trigbeit  ist 
also  weiter  nichts,  als  der  metaphysische 
Satz  vom  zureichenden  Grunde  auf  die 
Mechanik  angewandt.  Es  ist  die  Träg- 
heit aber  lediglich  eine  Abstraction,  da 
erstens  die  in  der  Natur  wirkenden 
Kräfte  nicht  momentan,  sondern  conti- 
nnirlich  sind,  also  die  Trägheit  nicht  für 
diese  Kräfte  selbst,  sondern  für  die  un- 
endlich kleinen,  von  Moment  zu  Moment 
sich  wiederholenden  Impulse  gilt,  in 
welche  man  sich  diese  Kräfte  zerlegt 
denkt,  andererseiu  aber  die  materiellen 
Funkte  uicbt  getrennt,  sondern  mit  an- 
dern verbunden  verkommen,  welche  ge- 
wisse von  dem  dynamischen  Znstande 
des  Systems  abhängige  Spannungen, 
also  auch  Kräfte,  auf  einander  ansiiben. 
Bei  sogenannten  Stosskräften  zeigt  sich 
die  Trägheit  am  einfachsten ,.  da  man 
dieselben  fflr  gewisse  Betrachtungen  als 
momentan  annehmen  kann. 

Trisheitshälbmeuer  (Hecbänik). 

So  wird  oft  die  Entfernung  eines 
Funktes  A von  einer  festen  Aze  ß ge- 


nannt, dessen  Trägheitsmoment  in  Be- 
zog auf  diese  Aze,  wenn  man  die  Masse 
eines  gegebenen  KOrpers  C in  ihn  ver- 
eint denkt,  dem  Trägheitsmoment  dieses 
KOrpers  gleich  wäre.  Ist  also  Jlf  die 
Masse,  T das  Trägheitsmoment  von  C, 
p der  Trägheitshalbmesser  von  A,  so 
hat  man ; 

Jfp*  = T,  p = |/4. 


Trigbeitäkr&fte  (iMbänik). 


So  werden  jetzt  oft  die  Products  des 
Massenelemcnts  in  dem  Zuwachs  einer 
der  nach  den  Azen  zerlegten  Oeschwin- 
digkeitscomponcnten  mit  umgekehrten 
Vorzeichen  genannt.  Die  Träghaks- 
kräfte  haben  also  die  Ausdrfleke: 


d’z  <f>y  <f*i 

d«. 


Führt  man  sie  ein,  so  lässt  sich  das 
das  d’Alembert'sche  Prinzip  so  ans- 
sprechen: Die  Trägheitskräfte  eines 

Systems  und  die  auf  das  System  wir- 
kenden continnirlichen  Kräfte  halten 
einander  jederzeit  das  Gleichgewicht.  — 
Was  den  Namen  anbetrifft,  so  liegt 
demselben  vielleicht  folgende  Betrach- 
tung zu  Grunde.  Wenn  man  in  irgend 
einem  Momente  auf  jeden  Funkt  eines 

bewegten  Systems  die  Kräfte 

wl* 

n.  s.  w.  einwirken  Hesse , so  würden 
diese  den  Geschwindigkeitsznwachs 
d*x 

rfT*  vernichten,  jeder  Funkt  des 

Körpers  sieh  also  gleichmässig  nnd  in 
constantcr  Richtung  bewegen,  wie  es  dem 
Trägheiugesetze  gemäss  stat^nden  muss. 

Uebrigens  ist  der  Name  kein  gerade 
glücklich  gewählter. 


Tr&gbeltsmoment  (■Mhaaik). 

So  wird  die  Summe  für  irgend  ein 
System  £(mr')  genannt,  wo  m die 
Masse  eines  materiellen  Punktes,  r seine 
senkreckte  Entfernung  von  einer  gegebe- 
nen Aze  ist,  erstreckt  auf  das  ganze 
System.  Also  wenn  dasselbe  in  einem 
continnirlichen  Körper  besieht,  und  äm 
das  Massenelcment  ist,  so  ist  das  Träg- 
heitsmoment gleich  J r’  dm. 

Ueber  Berechnung  nnd  Anwendung 
der  Trägheitsmomente  vergleiehe  den 
Artikel : Rotation. 

Der  Name  Trägheitsmoment  rührt  von 
Euler  her. 
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Tngb6gei  (SUtik). 

Bogonrormige  Trftger.  Siebe  den  Ar- 
tikel: Featigkeit,  auch;  Holt- und  Eisen- 
Constmction. 

Tngkettcn  (tutlk)  sind  TregbOgen, 
die  nach  nnten  gerichtet  sind,  nnd  darum 
oft  nicht  ans  massivem  Holi  oder  Eisen, 
sondern  ans  Seilen , Drahtseilen  nnd 


Tnjectorie  (Seometrie). 

1)  So  wird  eine  Cnrre  genannt,  welche 
eine  gegebene  Schaar  anderer  Curven 
unter  constantcm  Winkel  schneidet. 

Setzen  wir  ebene  Carven  vorans , und 
sei: 

1)  f(*,  y,  -)=0 

die  Gieichung  einer  Cnrre  ans  der  ge- 


Ketten  von  Schmiedeeisen  angefertigt  8®henen^  Sclmar , wo  mithin  ^ der  ver- 
sind.  Dergieichen  sind  z.  B.  die  Hänge-  " “ 

brücken  (vergteidie  den  Artikel:  Seil- 
en rven). 

Trasknft  (SUtlk). 

Siebe  Festigkeit. 

Trtgmodol  (SUtik). 

Die  Zugkraft,  welche  einen  prismati- 


änderliche  Parameter  ist.  Sei  1 der 
Winkel  der  Tangente  an  die  Trajeo 
torie  mit  der  Aze  der  x,  l der, 
welchen  die  Tangente  an  irgend  einer 
Cnrre  ans  der  Schaar  in  dem  Punkte, 
wo  die  Trajectoric  schneidet,  mit  der- 
selben Axe  macht,  a der  constanle  Win- 
kel einer  Cnrre  ans  der  Schaar  mit  der 
Trajectorie,  so  bat  man: 

2)  l = a+l. 


tischen  KOrper,  dessen  Querschnitt  der 
Einheit  gleich  ist,  bis  zur  Grenze  der 

Eiasticität  ausdehnt  oder  zusammendrückt.  

Es  gibt  also  zwei  Tragmodnin , die  von  nommene  Differcnzialquotient,  also : 
einander  verschieden  sind. 


Ist  P — \^j  tä®'"  *•**  Gleichung  1)  ge- 


Tragmomeot  (SUtik). 

Siehe  Biegnngsmoment. 


3) 


so  gibt  Gleichung  2): 


4)  ^ = tgi=tg(o-)-/,  ^ = cos  1 = cos ((»-(-/),  ^=Bini  = sin(n-hf), 

wo  die  Grössen  dx,  dt/,  da  sich  auf  die  Trajectorie  beziehen,  also  auch: 
dx  cos  a—p  sin  a 


6) 


<i*  ~ 1 — ptga' 


dy  _ sin  a■^■p  cosa 

^ ~ Kl+p*)  ’ 


da-  ni  + P”) 

wo  da  das  Bogenelement  der  Trajectorie  ist. 

Eine  der  Gleichungen  5)  gibt,  wenn  man  a nnd  p mittels  3)  nnd  1)  elimi- 
minirt,  die  DiETcrenzialgleicbnug  der  Trajectorie.  Oft  ist  cs  jedoch  bequemer,  statt 
der  Ansdrücke  rechts  ihre  Werthe: 

tg(o-l-f),  "sin(a-ff),  cos(a-ff) 

zn  benntzen.  Sei  z.  B.  die  Schaar  gradlinig,  nnd  schneiden  sieh  alle  in  einem 
Punkte,  den  wir  zum  Anfangspunkt  der  Coordinaten  nehmen,  so  wird  die  Glei- 
chung 1)  die  Gestalt  haben: 

y = *tgf. 

l ist  hier  selbst  der  Parameter.  Man  bat: 

— = cos(a+l),  ^ = sin(o-|-0. 

d.  h.  wenn  man  y,  als  Fanction  von  x und  l betrachtet,  für  dy  einsetet: 
t^ldx-^x  sec  dt 


da 


= sin(a4-0, 


tg/cos(a-l-0+5j;^.  - 

/(cos/J) 


d.  h.: 


nnd  da  man  hat: 


sina<fu  = 


xdl 
cos  /’ 


dz  = sin  ad  (cos  l 
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dx  — cos  lda  = cos  (a  + /)  dg, 

cos  (a+/)i/(r  = 810  0 cos  l — sin  a sin  Ida, 
at 


d.  h.; 


d*g 
~dl' 

= tgolg 


cos  a da=sin  a 
l 


.da /coto  /coto 

^ ® ) ff  “ D C y 

WO  B eine  Constante  ist,  welche  durch  den  Anfangspunkt  bestimmt  werden  muss. 
Seist  man  f=A— a,  so  kommt: 


aziCe‘ 


X.  cot  a 


wo  X eine  andere  Constante  ist.  Die  Trajectorie  ist  eine  logarithmische  Spirale 
(vergleiche  den  Artikel:  Transformntionscoordinuten). 

Ist  a = .^,  also  die  Trajectorie  eine  rechtwinklige,  so  hat  man; 

d*ff 


dl 

in  diesem  Falle  ist  sie  ein  Kreis. 


Setsen  wir  jetzt  für  die  Olcichnng  der  logarithmischen  Spirale : s = — |-  B, 

so  erhalten  wir; 

dx  = cos  / df  = Ae®  ^cos  l dl, 

<fy  = sinfds  = Ae®  ^ sin  Idl, 

x+yi  = Af 

J c+i 

also,  wenn  man  sich  x und  y als  Functionen  von  l und  A,  A also  als  den  ver- 
knderlichen  Parameter  denkt: 

während  aus  den  Olcichungcn  4)  folgt: 


(a+0‘ 

Ja~~* 


so  dass  man  bat: 


oder: 


JA  \ 
dg  (c  + •)/ 

= e('*  + 

el 

/ dl . 

<fA  c— • 1 

i ff* 

e 

\ da  da 

l = ® • 

!S  und  Imaginäres  trennt: 

c dA\ 

* \ 

rTg^ 

1-hc^  da/ 

~ COS  ffy 

e®' 

dA  . 

1+c’ 

= 8ina. 
da 
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dA 

Durch  Elimination  von  -j—  ergibt  «ich : 
de 

Ae  — = co8a  + CBin  Of 
da 

and  indem  man  dies  in  die  rorleute  Gleichnng  einsetst: 


_^(co«a  + e«in 


(da  —cl\  da 


—cl 


aUo  dnreh  Integration: 


cos  a eaina  , de  —cl  , 
1+c— =' 


sin  a+b. 


wo  6 eine  Constanto  ist;  somit: 


de  —cl 

Tl' 


(/»in  rt  + i)  (1  + r’) 
coso  c sin  fl 


«in  a (1  +c*)\  ^ 
Co» II  + rsin  a/ 


B ist  eine  leicht  zu  bestimmende  Constante,  nnd  dns  Integral; 


« 


ainii(l4  c*)\  ^ 
cosn+csino/ 


wo  l = gesetzt  ist,  zeigt,  dass  man  abermals  eine  logarithmisehe  Spirale 

hat,  was  somit  nicht  bloss  bei  rechtwinkligen  Trajectorien  stattfindet,  wie  dies 
schon  Nicolaus  BcrnouIIi  gezeigt  hat,  sondern  bei  jedem  Schnittwinkel. 

Denken  wir  uns  eine  Schaar  Parabeln  mit  gemeinschaftlichem  Parameter 
nnd  gemeinschaftlicher  Axe,  so  ist; 

V’=2A(*— n), 


wo  a Tcrändcrlich  ist.  Die  Gleichnng  5)  wird : 

^ _ y tgo+A 
dx  ~ y—A  tg  a 

oder; 


sin  a (y  sin  a + Acos  a) 


r)' 


also : 


x = y cota — — j lg  (y  sin  a+A  cosii) 

bei  passender  Wahl  der  Constanto.  Ist  die  Trajectorie  eine  rechtwinklige , so 
kommt: 


X 


also  eine  logarithmisehe  Linie.  — Haben  die  Parabeln  parallele  Axen,  nnd  liegen 
die  Scheitel  in  einer  darauf  senkrechten  Graden,  so  ist: 

(y-o)s=2Ax, 


also: 


^ _ tg a (y— «)  +A  _ VA+tga  V(2x) 
dx~(y— «)— A tgo  \l^ix)—iga\A' 

oder: 
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</y  = (tga+- 


U 


al«o: 


CO»  o*  (y(2*)-tga  Vil)/ 

= ^^  a rfx  + (y2+-  ^ rf  Yx 

y = *tga  + ^ '8  (V(2-)-tg  «V/*)  ; 

Fig.  5. 


aber  wenn  die  Trajectorie  rechtwinklig 
iit,  erhllt  man: 


d.  h.: 


dx~  \ A 

2,/ 2'" 

'=-3\X‘ 


wa»  die  GIcichnng  einer  Neil'acben  Para- 
bel ist. 

2)  Von  besonderem  Interesse  ist  aber 
die  Theorie  der  Trajectorien  eines  Sy- 
stems von  graden  Linien  An  diesen 
Fall  will  der  Verfasser  dieses  Wörter- 
buchs eine  Reihe  von  Betrachtungen 
knOpfen,  die  vielleicht  sur  Vervollständi- 
gung dieser  Theorie  nicht  unwesentlich 
sind. 

Als  Coordinaten  nehmen  wir  Bogen- 
länge und  Tangontenwinkel  an  (vergleiche 
den  Artikel : Transformationscoordinaten), 
welche  dem  Problem  eine  möglichst  ein- 
fache Gestalt  geben. 

Bline  Schaar  von  graden  Linien  in 
der  Ebene,  die  nicht  alle  parallel  sind, 
ist  vollständig  bestimmt,  wenn  man  ihre 
Einbailnngscnrre  kennt.  Diese  wollen 
wir  hier  Charakteristik  nennen,  und  der 
KOrse  wegen  die  Trajectorie  der  Gra- 
den anch  als  Trajectorie  dieser  Charak- 
teristik und  nmgekehrt  beieichnen.  Sei 
<s  der  Schnittwinkel  der  Trajectorie;  für 

a = verwandeln  sich  dann  Trajectorie 

and  Charakteristik  in  Evolvente  and 
Evolute. 

Sei  OY  (Fig.  5)  eine  beliebige  Grade, 
AA.A,  ein  Bogen  der  Charakteristik, 
AiJB,  swei  unendlich  nahe  Tan- 

genten, oBj  das  Bogenclemcnt  der  Tra- 
jectorie, / der  Winkel  zwischen  OY  und 
A^B^,  also  l+dl  der  von  OY  mit  A,B, 
I sei  der  von  OY  mitBB.,  also:  Win- 
kel A.BY=a=i-l 

Sei  ferner  A,A,  = ds,  ß B,=  da.  Noch 
ist  Winkel  B,AB  = dl.  l und  s sind 
die  Coordinaten  der  Charakteristik,  l 
nnd  a die  der  Trajectorie. 

Wir  setzen  noch  A,B  = r,  also: 

A,B,=r4-(fr,  A^B^zzr■Ydr~d$, 
dann  ist  in  Dreieck  B^AB: 


da  :dl=r : sina. 


nnd: 


r-f-rfr— dl : sina  = r : sin(a— df). 

Ans  der  letzteren  Gleichung  folgt: 

d(r— s)  sin  a = rdfcosa, 

also  wenn  man  r aus  der  erstem  ein- 
setzt: 

d(r— »)  = cos  odff, 
r—t  = A + acota, 

also  wenn  man  r hieraus  in  die  erste 
Gleichung  cinaetzt: 


1) 


= ^ sina— acosa,  I = a-f-f, 


wo  A eine  willkürliche  Constante  ist,  die 
sich  aus  den  beliebigen  Anfongswerthen 
von  a oder  t ergibt.  Die  Gleichungen 
1)  reichen  bin,  um  s nnd  l als  Functio- 
nen von  l,  oder  a und  I als  Functionen 
von  l zu  finden.  Nach  Elimination  von 
f,  bezüglich  X hat  man  die  Gleichung  der 
Charakteristik  oder  Trajectorie.  Setzt 

man  o=7,  so  kommt  für  die  Beziehung 

dB 

zwischen  Evolvente  und  Evolute: 

2* 
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2)  _ .+  A = % . = 


Man  hat  also  einen  Kreis  mit  Badias 
Bcosa,  d.  h.: 

Beispiel  1.  Graden,  die  einen  Kreis  unter 

.rv.  rr.  • . . . . ..  T»  Elcicbcm  Winkel  schneiden,  hüllen  einen 

D,c^Trajcctor.e  sc,  ein  Kreis  mit  Ba-  ^„„„ntnschen  Kreis  ein,  dessen  Radiu- 

gleich  dem  Laibe  vom  Mittelpunkte  auf 
eine  der  Schnittlinien  ist.“ 


Beispiel  2. 

Die  Trajectorie  sei  eine  Radlinic  (Cv- 
cloide,  Epicycloide  oder  Hypocycloide), 
so  ist  ihre  Gleichung  (vergleiche  den 
Artikel:  Radlinie): 

o = fl  cos  n /. 

also  wenn  man,  wie  dies  immer  gesche- 
hen kann,  A = 0 setzt: 


dins  B,  also 

a = BX. 

Die  Gleichungen  1)  gehen  dann: 
t+A  = B lina—BX  cos  a 
Setzen  wir: 

fl  sin  o — fl  fl  cos«— A— s = i', 
was  lediglich  eine  Coordinaten-Tranifor 
mation  ist  (vergleiche  den  Artikel:  Trans- 
formationscoordinaten),  so  kommt : 
t'—BI  cosa. 

t — — Ba  sin  a 2 sin  a—  fl  cos  a / cos  a. 

Wir  setzen  noch: 

asin  a=  Csin  ah,  cosa  = Cco8ah,  2'=2-fa— 4,  CB=D. 
dann  kommt: 

—l=DcoiaF, 

d.  h.  eine  der  erstem  ähnliche  Radlinie.  Für  dio  gemeine  Cycloidc  ist  a=l, 
C=l,  D=zB,  also: 

— s = Beos  P. 

Die  Charakteristik  ist  hier  der  Trajectorie  eongment.  Gleiches  findet  natürlich 
auch  für  Evolvente  nnd  Evolute  statt. 

Für  die  logarithmische  Spirale  ist  die  Gleichung; 

Ctt  2 

e , 

(Vergleiche  den  Artikel:  Transformationscoordinaten.)  Setzen  wir: 

a + lzzl'+b,  ('(aiin  a—cos  a)  — ß,  Dc’^ziC, 
so  ist  für  die  Charakteristik: 

s=Ce“'', 

also  eine  congruentc  Carve.  Ist  jedoch  a = cot<i,  so  wird  D = 0,  i = 0,  also  die 

Charakteristik  kann  auch  ein  Punkt  sein.  Für  a.  B.  kommt  = in  die- 

4 

■cm  Falle. 

Ist  dio  Gleichung  der  Charakteristik  gegeben,  und  soll  die  der  Trajectorie 
gefunden  werden,  so  muss  Gleichung  1)  integrirt  werden.  Diese  Integration  lAsrt 
sich  leicht  auf  Quadraturen  zurückfübren,  nnd  wie  leicht  zu  sehen,  erhält  idsd, 
wenn  ß eine  neue  Constante  ist: 


la) 


cot  fl 


/■ 


— 2coto  ,,  A 

s e dl -f 

cos« 


Be 


2 cot  a 


nir  “ — '2  ofpt'f  direct  ans  Gleichung  2): 

2a)  a=J'tdl+Al+B. 

Beispiel  1. 

Die  Gleichung  der  Kettcnlinio  ist: 

s=Ctg2. 

(Siehe  den  Artikel:  Seilcurve).  Man  erhält  für  ihre  Evolvente: 
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ff=  — Clg  cos/+.<  I; 

fOr  ihre  Evolute  wQrde  sich  nach  dem 
Vorigen  ergehen: 

C 

* ~coe  /*' 

Beispiel  2. 

Die  Gleichung  des  Kreises  ist  s = Bl. 
Die  Gleichung  la)  gibt  fDr  die  Trajec- 
torie immer  wieder  einen  Kreis,  nur  ffir 

= gibt  die  Gleichung  2 a),  wenn  man 

B = 0 setzt: 

a = iRl'  + Al. 

Dies  ist  also  die  Gleichung  dar  Kreis- 
evolvente.  Sei: 
o'=  J 

die  einer  zweiten  Kreisevolvcnte,  und 
setzen  wir: 

l'=l+b,  o’-irh*-ab  = a,  r6-^•o  = ^^ 
so  kommt: 


offenbar  eine  der  ersten  ähnliche  Cnrvc, 
also: 

„Jede  zwei  Kreisevolrenten  sind  ähn- 
lich.“ 

Die  Evolvente  einer Kreisevolvente  nen- 
nen wir  Kreisevolvente  zweiter  Ordnung, 
die  der  letztem  Kreisevolvente  dritter 
Ordnung  n.  s.  w.  Man  sieht  dann  aut 
Gleichung  2 a),  dass  die  Kreisevolvente 
nter  Ordnung  eine  Gleichung  derart  hat, 
dass  die  Bogenlänge  als  beliebige  ganze 
rationale  Function  n-flter  Ordnung  des 
Tangentenwinkels  gegeben  ist,  also: 

s = i«.  J"-f-  . .. 

I- 

Eine  Gleichung  von  ähnlicher  Gestalt  er- 
gibt sich,  wie  Gleichung  1)  zeigt,  fdr 
die  Charakteristik  der  allgemeinen  &ei8- 
evolvente,  d.  h. : 

„Alle  Graden,  die  eine  Kreisevolvente 
von  beliebiger  Ordnung  unter  gleichem 
Winkel  schneiden,  hüllen  eine  Kreisevol- 
vente  von  derselben  Ordnung  ein.“ 

Nur  für  0 = -^  wird  der  Coefheient 
/ « 

der  höchsten  Potenz  von  / der  Null 
gleich  und,  wie  selbstverständlich,  die' 
Evolute  tun  eine  Ordnung  niedriger. 

Ist  die  Gleichung  einer  Cnrve  in  recht- 
winkligen Coordinaten  gegeben,  so  er- 
gibt sich  die  Bogenlänge  als  Function 
des  Tangentenwinkels  nur  dann  in  end- 


licher Form,  wenn  diese  Curve  roctificir- 
bar  ist;  indessen  folgt,  dass  die  Bogen- 
länge der  Evolute: 

_ J<r  . 

oder  wenn  man.  t+A  = $’  nimmt: 

, da 

' ~Tl 

immer  in  endlicher  Form  sich  finden 
lässt.  Sei  nämlich  / = 0 die  Gleichung 
der  Evolvente  in  rechtwinkligen  Coordi- 
naten, und  setzen  wir: 


tf-r 

dx~'  ’ dy“'*’ 


— 

dx*  ' * ’ öy 


’ d.,«  — 


so  ist,  wenn  man  die  Axe  der  Y als 
die  Linie  annimmt,  mit  welcher  die  Tan- 
gente den  Winkel  l macht: 

dx  = sin  / ds,  dy  = cos  / ds ; 
ist  also  J die  unabhängige  Veränder- 
liche : 

d'x-coildl  d$,  d*y= —sin  fd/ds. 

Differenziiren  wir  f=  0 zweimal,  und  cli- 
miniren  dx,  dy,  d*x,  d’y,  so  kommt: 

f=0,  /■'sin/-!-/',  cos/=0, 

(/■"  sin  /•  -f  2/', ' sin  / cos  l+fyCotl')t' 

+f’cosl—fi  sin  1^0. 
Ans  diesen  drei  Gleichungen  ist  x and 
y zn  eliminiren,  um  s'  und  als  Func- 
tion von  l zu  haben. 

B eispi  el  1. 

Für  die  Parabel  ist: 

r=y-‘-2ax. 

Es  ergibt  sich: 

,_df  _ A 
dt  cos  f*' 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Parabelevo- 
Inte  (Neil’sche  Parabel). 

Beispiel  2. 

Für  die  Fllipse  oder  Hyperbel  ist: 


1. 


Für  die  Evolute  erhält  man; 

3)  Damit  zwei  Trajectorien  demselben 
System  von  Graden  angeboren,  muss  sein : 
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da  da'  , 

t = y-,co§a—aima—Azz~  coii— a'smi— A, 
dl  dl 

wo  a der  Schnittwinkel  der  einen,  b der  der  andern  itt.  Setzt  man  also  A — B=C, 
BO  hat  man  die  Bedingung: 


1) 


da  . _ dt’  . , , . 

— sin  «— « COS  a=C+ -77  sin  6— s'cose. 
dl  dl 


Sind  die  Scbnittwinkel  gleich,  so  kommt: 
d(a  — «') 


Sinn  ' — '—coia(a—a')  = C, 


also  durch  Integration: 

2) 


a — a'  = Ae 


Icota  C 


Wir  untersuchen  jetzt,  in  welchem  Falle  zwei  Trajectorien  desselben  Systems  bei 
gleichem  Schnittwinkcl  anch  ähnlich  sind.  Ist  a=f(l)  die  Gleichung  der  einen, 
BO  muss  die  der  andern  die  Form  haben  (vergleiche  den  Artikel : Traasformations- 
coordiuaten)  : 

o'  = o+tf(ß  +l)> 

man  hat  also: 


« 

6in  a 

ist«  Diese  FiinctioneDgleichang  ist  leicht  anfsnlOsen. 

Habe  l zunächst  das  positirc  Zeichen,  so  setzen  wir: 

f(0  = 7(l)+me‘‘°^“+n, 

und  wenn  wir  dies  einsetsetty  m and  n aber  so  bestimmen,  dass  : 

^ 9 

m = — — , n = T^ 

cotn  Ä— 1 

ist,  so  kommt: 

Dlnsorisch  wird  diese  Gleichung  fttr: 

* = 1 und  mr  * = /*=“*“ 

Im  letztem  Falle  setzen  wir: 


wo  sich  dann  ergibt : 


A A 

11=  ■ , m wiUkärlich,  — 


und  wie  oben: 

'f(0  = tv(ß+0- 

Für  ß = 0 wird  auch  dieser  Werth  illusorisch.  Dann  ist  aber: 

. Icota 
Ae  . =5, 

also  die  Gleichung  unmöglich. 

Ist  dagegen  t = l,  so  itt  zu  setzen: 


/•(0  = y(0  + me'~‘ “+?/+«, 


es  wird  dann  n willkürlich. 
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- —1. 

und  wieder: 

V (/)=»»  (/J+0- 

Nur  für  e^®°*“=l  ist  dieser  Änsdmck 
illnsorisch.  In  diesem  Falle  ist  ent- 
weder : 

eota  = 0,  ® = ^> 

man  hat  also  die  Evolvente;  dann  ist 
aber  die  Gleichung  2)  illusorisch.  Die- 
ser Fall  wird  nachher  direct  untersucht 
werden.  Oder  es  ist  ß = 0,  ein  Fall,  der 
offenbar  unmöglich  ist. 

Es  führt  also  in  jedem  Fall  unsere  Auf- 
gabe auf  die  Auflösung  der  Gleichung: 

'/  (0  = t'f  (^+0. 
und  man  erhalt  dafür: 

_ J_ 

9(l)  = Fk 

wo  f eine  beliebige  Function  ist,  welche 
die  Periode  ß hat.  Denkt  man  sich  die 
Constanten  mit  a vereint,  so  kommt  im 
Allgemeinen : 

, = Fk 

wenn  aber  hzze  ^ ist: 

e = (F-fpOe'“‘“, 

und  wenn  Jk  = l ist: 

a = F+me'’^°*  “+ql. 

Der  letxtere  Fall  entspricht  der  Con- 
gruens.  In  jedem  dieser  Fülle  sind  also 
awei  Trajectorien  congruent  Ist  jedoch 
F eine  Constanto,  so  sind  alle  drei  Aus- 
drücke von  ß unabhängig,  da  im  ersten 
I 

Falle  k,  also  auch  k ^ beliebig  ist. 

Bdan  hat  dann  also  Liniensysteme,  an 
denen  unter  Schnittwinkel  a unendlich 
viel  continnirlich  auf  einander  folgende 
ähnliche  Triücctorien  gehören. 

Was  übrigens  die  Lage  der  einielnen 
Trajectorien  anbetrifft,  so  ist  diese  durch 
den  sngehOrigen  Anfangswertb  der  lAnge 
der  Schnittlinie  r gegeben,  nnd  diesen 
bestimmt  die  Gleichung: 

da  :äl=r  : sin  a. 

Cntersochen  wir  jetzt  die  Charakte- 
ristiken, zu  welchen  unendlich  viel  ähn- 
liche Trajectorien  geboren,  so  gibt  die 
Gleichong: 


da  . 

s = T-  sjn  o— » cos  a, 

O I 

in  den  beiden  ersten  Fällen  logarith- 
mische  Spiralen,  im  letzten  einen  Kreis. 
Es  ist  aber  noch  der  Fall  zu  untersu- 
chen, wo  in  f(ß+l)  das  untere  Vorzei- 
chen stattfindet. 

In  der  Formel: 

f(l)-kf(ß-l)=Ae‘'=°^‘‘-9 
schreiben  wir  ß—l  für  I,  nnd  erhalten: 

also  wenn  ß—l  eliminirt  wird: 

Dies  ist  indess  nur  ein  besonderer  Fall 
des  allgemeinen  Werths  von  a.  Dieser 
Ausdruck  wird  für  k=+l  illusorisch, 
also,  wenn  er  eintritt,  dann  bat  man: 

also  auch: 

Gleichungen,  die  nur  für  = also  in 

dem  schon  oben  ausgeschlossenen  Falle 
der  Evolvente  zu  realisiren  sind.  Die- 
sen Fall  untersuchen  wir  jetzt  direct. 
Man  bat  für  ihn: 

= a-a’  = Cl+E, 

also  im  Falle  der  Aehnlicbkeit ; 

f{[)-kf(ß±l)  = Cl+E, 
wo  E mit  £-f-n  vertauscht  ist.  Bei  po- 
sitivem Zeichen  ist  zu  setzen : 

A0=v(0+»/+j, 

und  man  erhält: 

. C {l-k)E+kCß 

— t:f — ’ 

und: 

q(l)  = k<f(ß+l). 

Der  Fall,  wo  dies  illnsorisch  wird,  ist: 
ir=l;  dann  setzt  man: 

ß(l)  = qCl)  + al‘+t/+ff, 
wo  dann  erhalten  wird : 

C . 2E+Cß 
“-aß’  aß  ' 

nnd : 

r(l)  = 'f(ß+  l)i 

also  ist  F wieder  eine  Fnnction  mit  Pe- 
riode ß,  so  ergibt  sich : 
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_ 

o = Fk 

uDd  im  Falle  der  Congrucnz: 

j = F+rt 


Für  coDstantes  F gilt  wieder  das  Obige.  In  diesem  Falle  gibt  die  Glcicbuog 

für  die  Evolute  = ^ bczüglieh  wieder  einen  Kreis  und  eine  logarithmische 
dl 


Spirale. 

Es  ist  aber  hicmiit  nicht  gesagt,  dass  alle  Trajcctorien  unter  gleichem  Schnitt* 
Winkel,  bezüglich  alle  Evolventen  der  logarithmiseben  Spirale  ähnlich  sind,  und 
wir  wollen  also  dieselben  noch  direct  untersuchen. 

In  die  Formel : 


a 


Icota 

e 

sina 


/ 


Jlcot  a 
sin  a ’ 


welche  die  Trajectorie  gibt,  setzen  wir  z'u  dem  Endo  für  s den  der  logarith* 
mischen  Spirale  entsprechenden  Werth: 


1=  A 


a l 


und  erhalten : 

U — r — • 

Sin  a (n  cot  a)  sina 

Um  eine  zweite  Trajectorfe  zu  finden,  setzen  wir  Vir  B und  Tertaaseben  / 
mit  /+c,  so  kommt: 

j crc  re  / d , 

_ e , »1  c cot«  Icota 

ö — . . r + — : — e e i 

8ina(a— cota)  sina 


Damit  beide  Curren  ähnlich  seien,  muss  man  haben : 

Ans  dieser  Glcichnng  lässt  sich  c reell  bestimmen,  wenn  B und  B^  gleiches 
Vorzeichen  haben. 

Die  Trajcctorien  der  logarithmiseben  Spirale  mit  gegebenem  Schnittwinkel 
zerfallen  also  in  zwei  Klassen;  für  die  eine  ist  B positiv,  für  die  andere  nega* 
tiv,  und  jede  Klasse  enthält  nur  ähnliche’  Curven.  Zwischen  beiden  Klassen  fin* 
det  sieb  eine  einzeln  stehende  Trajectorie,  für  welche  £ = 0 ist,  und  dies  ist  eben 
die  der  Charakteristik  ähnliche  logaritbmischc  Spirale.  Diese  Untersuchung  aber 
wird  illusorisch,  wenn  a^arccota  ist.  In  diesem  Falle  hat  man  jedoch  direct: 

\sm  a / 

Vertauscht  man  I mit  l + c,  R mit  so  kommt: 


a 


ccota  Icota 
e e 


Damit  diese  der  ersteren  ähnlich  sei, 
muss: 


sinn 


sein,  und  hier  ist  c immer  reell.  Also 
iilr  den  Schnittwinkcl  arccoto  sind  alle 
Trajcctorien  einander  ähnlich. 

Dieselben  Betracbtnngen  sind  für  die 
Erolvente  zn  machen.  Setzt  man  in  die 
Eormel : 


i = l'tdl+Bl 


den  Werth: 


I = A e 


so  kommt: 


I Dl 

a = — e 4-01, 

fc 


und  durch  Aenderung  von  B ergeben 
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sich  wieder  zwei  Klassen  einander  ähn- 
licher Evolventen,  die  positiven  und  ne- 
(;ittiven  B entsprechen,  und  durch  eine 
der  Evolute  ähnliche  Curve  von  einan- 
der getrennt  werden. 

Es  ist  jetzt  noch  der  Kreis  zu  unter- 
suchen. Setzt  man  in  die  Eormel  für 
die  Trajectorie: 

i = At, 

so  kommt ; 

: 

6in  a 

Vertanscht  man  B und  l mit  und 
/+c,  so  ergibt  sich  itir  die  Congrucns 
(denn  es  war  ja  hier  A=l): 


was  wieder  lehrt,  dass  £,  und  B gleiche 
Zeichen  haben.  Für  £ = 0 ergibt  sich 
ein  Kreis,  so  dass  das  oben  Gesagte 
auch  fhr  diesen  Fall  gilt. 

Von  den  Evolventen  eines  Kreises 
haben  wir  schon  oben  gezeigt,  dass  sie 
alle  congruent  sind.  Vergleicht  man 
noch  die  Formeln: 


a 


£ 

R 


+Bt, 


I 


und ; 


80  ergibt  Bich : 

„dass  jede  Trajectorie  eines  Kreises, 
seine  Evolvente  ausgenommen,  zugleich 
Evolvente  einer  logaritbmischen  Spi* 
rale  ist.“ 

Die  Trajectorie  der  logarithmischen 
Spirale,  welche  der  Charakteristik  con> 
gruent  ist,  hatte  zur  Gleichung: 

Ae”^ 

<T  = -: ■: r* 

sina  (a— cot  a) 

Setzt  man  dies  in  die  Gleichung: 

dff 

r=rsma^,, 
ä I 

so  kommt: 

A ^ 

Aae 

r = 

R— cot  a 

Fflr  r=0  kommt: 

/=— 00  . 

Es  geht  also  diese  Cnrve  durch  den 
Funkt,  um  welchen  sich  die  Charakte- 
ristik in  verengten  Windungen  hornm- 
wickclt.  Für  die  Evolvente  gilt  dasselbe. 
— Für  die  Kreistriyectorie  war; 


<r=— 7^  für  B=0, 
sin  a 

also: 

r=  -A, 

d.  h.:  Die  Trajectorien  schneiden  von 
den  Tangenten  der  Charakteristik  gleiche 
Stücke  ab. 

4)  Noch  interessanter  ist  das  Problem : 
,.Zn  finden , in  welchem  Falle  eine  Tra- 
jectorie und  ihre  Charakteristik  ähnlich 
sind,  der  Fall  der  Evolvente  und  Evo- 
lute natürlich  mit  inbegriCTen.“ 

Es  ist  hier  zu  setzen : 

* = T(0.  a = a+k<f  (J  ±1). 

In  die  Formel: 


s-f-A  = ^.  sina— ff  cosR 

a I 

setaen  wir  noch: 

-i-  für  k,  — für  X-j-RCOSR, 


+ ß—l  für  f, 

jo  nachdem  in  vO+O  das  obere  oder 
Zeichen  genommen  wird.  Dann  hat  man 
entweder: 


1)  A+mrf(l—ß)  = »i’^af'{l) 

— cosoy(f). 


oder : 


2)  yl-j-my  (;ä— /)  = BinR7'(f) 

— cos  R7  (/). 

'/'{I)  stellt  den  Differenzialqnotienten 
von  vor,  für  m=+l  findet  Con- 

gruenz  statt,  m,  a,  ß,  A sind  reelle  Zah- 
len. — Was  zunächst  die  Gleichung  2) 
anbetrifft,  so  differenziiren  wir  dieselbe. 
Es  kommt: 

— mii'(ß—l)  = iinaif  ’’  (f)— cos «</'(/), 
nnd  wenn  man  ß—l  für  l setzt: 


— m 7 ' (f)  = sin  R 7 " ) 

— cota(/'{ß—l). 
Nochmaliges  Differenziiren  der  vorletzten 
Gleichung  gibt: 

m 7 " (ß—[)  = sma  7"'  (/)  — cos  a 

Ans  diesen  drei  Gleicbnngen  kann 
f 'iß  — l)  und  f "{ß-rl)  eliminirt  werden. 
Dies  gibt: 

sin  R*  7'"  (/)  = (cos  o’  — m>)  7'  (/j. 
Man  erhält  als  allgemeines  Integral  die- 
ser Gleichung; 

7(f)  = C+C,e“''-f-C,e~"‘', 

wo; 
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V(c08  a’— m*) 
a,  = . 

81D  a 

XU  8ctzen  ist. 

Jedoch  ist  dieser  Äusdruek  allgemeiner  als  die  gegebene  Function  in  Glei- 
chung 2).  Setzt  man  n&mlich  diesen  Werth  von  <f  {[)  in  dieselbe,  so  kommt, 

wenn  man  nach  Potenzen  von  e"‘^  ordnet,  und  den  Cocfficicnten  jedes  Gliedes 
einzeln  verschwinden  lässt: 


A C ~C  "i  mC,e"'^ 

~ m + cosa’  ’ ‘ m ~ n,  sin  a-|-eos  a 

Die  beiden  Werthe  von  C,  werden  jedoch  identisch,  wenn  man  itlr  a^  seinen 
Werth  setzt.  Ist  noch  : 

»=y(0-c, 

was  lediglich  Coordinaten-Translormation  entspricht,  so  kommt: 

tn 

Dieser  Änsdrock  wird  illnsoriscb,  wenn  m=— cosa  ist.  Für  diesen  Fall,  nnd 
auch  für  m=coso,  bat  man  jedoch: 

»"'(0=0, 

also: 

,(0  = Cl*-f-C.  f+C„ 

nnd  wenn  man  dies  in  die  Functionengleichung  setzt,  für  den  Fall,  wo 
m=  — cosa  ist: 


C = 0 C 

’ ’ cosa 

Die  Cnrve  ist  also  ein  Kreis. 

lUnsorisch  wird  ancb  dies  für  a = ^.  Man  erhält  dann  direct: 


2' 
C,=0, 


was  einem  Punkte  entspricht. 

Ist  noch  m =:  cos  a,  so  wird : 


also: 


p _C(sina— ^cosa)  _ i4  — c^* cosa 
cosa  ~ sina-i- /Jcos  a’ 


Sinn 

Die  Gleichung  der  Cnrve  ist: 


„ ilcosa  „ _ .d  sin  B — cos  a) 
t/  — . . < C»  • — . . • 


C=Cf»+C,/. 


Man  hat  eine  Kreisevolvcnte. 


Für  o = a*>6r 


t/'{l)  = A,  t = Al, 

also  ein  Kreis.  Kreis  nnd  Kreisevolvente  ansgeschlossen,  gibt  die  Gleichnng  3) 
das  allgemeine  Resnltat. 

Es  sind  nnn  die  Fälle  zn  nnterscheiden,  wo,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  m 
grösser  oder  kleiner  als  cosa  ist.  Im  erstem  Falle  hat  man: 


Setzen  wir  ferner; 


a,=pi,  m = V(p’ ein  a'-fcosa*). 


D = 


Ce  ^ 
V(co8B+ipsina)’ 
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so  kommt: 

Sei  ferner: 
also  auch: 
ferner : 

so  kommt: 


*=  D [e*P ''  y(coBO+»p8ma)+  e * y(co8  o-ipsino). 


C08  a = M cos  CT) 


^ sin  a=t»  sinn, 


C=20yme 

CcospA 


n . 
4’ 


also  eine  Epicycloido,  Hypocycloide  oder  Cycloide,  ein  ^anltat,  was  uns  schon 
bekannt  ist.  Sei  aber  m kleiner  als  cos  n,  und ' setxen  wir : 


m=icosacos  6, 


so  ist: 


«I  = cotasin6, 


a^sina— oosa sini— 1 

cos  6 


Je  nachdem  nun  sinÄ — 1 und  cos  6 gleiche  oder  ungleiche  Zeichen  haben » neh- 
men wir; 

a,ß  nab-l_^^ia^g ^ l-e=P,  D=Ce“*^, 

h — 


COS& 

nnd  erhalten: 

s = fl(e"* 


unter  einem  spitsen  Winkel  s,  der  klei- 
ner als  der  spitxe  Winkel  y ist,  schnei- 

den,  eine  ähnliche  Curve  einhttllen.  Für 

Da  nun  n.=cot«sin6,  also  cota,  abge-  «>»' i»‘  nicht  mehr 

sehen  vom  Vorxeichen,  grosser  als  Charakteristik  Hhnlich. 

ist,  so  kann  man,  wenn  y grosser  als  o E*  '•*  m — cos  a,  oder  kleiner  , 

Ut  setzen:  «o>i  m=  ±1  sein,  so  muss  a=0 

* * oder  n werden,  wo  dann  Trajectorie  und 

a,=cot>-,  Charakteristik  insammenfallen.  Es  ist 

wo  sich  dann  ergibt:  also  hier  der  Fall  der  Congmenz  aus- 

Icntir  —Icaty.  geschlossen. 

s-=0(e‘  *^+e  ).  VFir  müssen  der  Vollständigkeit  wegen 

Die  beiden  hierin  enthaltenen  Gurren  untersuchen , welche  Gurre  ron  Gr^en 
wollen  wir  (rergleicho  den  Artikel:  eingehüllt  wird,  die  unter  einem 
Transformationscoordinaten)  als  imagi-  kel  a,  der  kleiner  als  ^ »t,  eine  der 
nire  Gycloiden  erster  nnd  zweiter  Gat-  beiden  imsgin'iren  (^cloiden  schneiden, 
tnng  bezeichnen.  Sie  haben  somit  die  Setzt  man  die  Gleichung  der  letztem 
Eigenschaft,  dass  alle  Linien,  welche  sie  in  die  Formel: 


so  kommt: 


. da  . 
s+A  = :ri  a-acosa, 

0 I 

, . D , , Icoty—  . , , ^ — fcot*-, 

t+A= (sin  (a— »>)  e -f- sinCa+rJe  J 


cosr 

Setzen  wir  ferner: 

DE  , . n -keoty  . , , v n 

= sin(a— 1')  = + Ae  sm(a+i')  — Ae  , 

cos  K A — 

so  ist: 

sin(a— r)  sin(a-hr)=  + A*, 

also  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  je  nachdem  a grosser  oder  klei- 
ner als  y ist.  — Wenn  noch  t-\-A  mit  s,  / — cot  mit  l rertauscht  wird,  so  hat 
man  für  die  Charakteristik  der  imaginären  Cycloide  erster  Gattung: 
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und  für  die  der  Cycloide  »weiter  Gat- 
tung: 

Das  obere  oder  untere  Zeiehen  gilt,  jo 
nachdem  a grösser  oder  kleiner  als  v 
ist.  D.  h.: 

„ Werden  beide  Curven  unter  einem 
Winkel,  der  grösser  als  v ist,  gcsclinitten, 
so  ist  die  Charakteristik  der  ersten  Curve 
der  sweiten  Curve  ähnlich  und  umge- 
kehrt. — Für  a — v erhält  man  aber: 

• j ® • o — /coto 

s-f-yt  = 4. sin2ne  , 

cosa 

d.  h.  für  a=»<  haben  beide  Cyeloidcn 
eine  logarithmische  Spirale  als  Charak- 
teristik. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Gleichung 
1),  welche  ein  viel  allgemeineres  Resul- 
tat gibt.  Setzt  man  io  dieselbe: 

V(0  = /(<  + <:), 

wo : 


m -\-  cos  a 

ist,  so  erhält  man: 

3)  rHf(t—ß)  = sinaf'(J)—coiaf{l). 
Ansgescblosscn  ist  der  Fall,  wo : 
m = — cos  a 
ist.  Dann  setzen  wir  : 

v(0=/’(0+*'- 

Man  erhält  dann  dieselbe  Gleichung 
und  man  hat: 


wo  g als  eine  ganze  positive  ins  Unend- 
liche wachsende  Zahl  gedacht  werden 
kann,  wenn  v nüthigen  Falls  negativ  ge- 
nommen wird.  Die  Gleichung  3)  hat 
nun  die  Form : 

= »')— /"(O] 

— cos  a. 

Denkt  man  sich  y zunftrhst  endlich,  bo 
besteht  d.is  Integral  aus  g TheilsatBen 
von  der  Form : 


und  wenn  man  dies  in  die  gegebene 
Gleichung  cinsetzt,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung die  Gleichung: 

na  y / ny  -t\ 

mye  zz8wa(e  — 1)— kcos«, 

also  ist  Wurzel  einer  Gleichung  ^ten 
Grades.  Ist  y uuendlich  klein,  so  ist 
dieser  Grad  unendlich  gross,  und  di« 
Gleichung,  die  nun  transccndcnl  ist,  hat 
die  Form : 

4)  me  *'^=rrsina— cosa, 

während  das  allgemeine  Integral  die 
Form  hat: 

6)  f(l)  = ZC^y, 

wo  die  Summe  auf  alle  Wurzeln  der 
Gleichung  4)  geht,  und  beliebige 
Constanten  vorstellt. 

Wir  setzen  noch: 


sin  a— ß cos  a 

Aach  dies  wird  illusorisch,  wenn  ansscr- 
dem  ß=tga  ist,  und  man  setzt  dann: 

y(0=/'(0+*/*+*.  /■ 

Es  ergibt  sich  wieder  die  Gleichung  3), 
und  ausserdem: 


Man  hat  dann: 


cosa 

m 


= D, 


4a)  e*+Bu  = D, 

u 

5a)  f{I)  = £C^e  /»  . 


i = — : , Wir  wollen  zunächst  untersuchen,  welche 

“ reelle  Wurzeln  die  Gleichung  4 a)  hat. 

während  A,  unbestimmt  bleibt.  Denken  wir  uns  D veränderlich,  so  wird 

Jedenfalls  ist  also  Gleichung  3)  zn  in-  fürM=-oo,  ßz=;ra>  werden,  je  nacli- 
tegriren.  Denken  wir  uns  y verschwin-  B negativ  oder  positiv  ist;  für 

dend  klein,  so  ist:  u=4-oo  aber  wird  fl  = -l-oo  sein.  Für 

— f(f)  andern  Werthe  bleibt  ü endlich 

/■'(/)  = — und  continnirlich.  Untersuchen  wir  die 

*'  etwaigen  Maxima  und  Minima  von  B. 

za  setzen.  Ausserdem  kann  man  immer  Ds  ist : 
setzen:  jß  „ 

-ß=sy, 
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Damit  dies  Null  sei,  muss  6**=:  —B  sein, 
was  nur  bei  negativem  B möglich  ist. 
Für  negatives  B bat  also  D ein  Mini- 
mum, und  zwar  ist  für  dasselbe; 

•i  = lg(-B). 

Ks  geht  dann  Ü abnehmend  von  4"^ 
bis  XU  dem  Worthe : 

der  dem  Minimum  entspricht.  Dieser 
Werth  ist  positiv  oder  negativ,  je  nach- 
dem — B kleiner  oder  grOsser  als  e ist. 
Ist  B positiv,  so  wird  dagegen  D im- 
mer wachsen,  und  zwar  von  — oo  bis 
-foo. 

Man  hat  also: 

1)  Bei  positivem  B für  jedes  gegebene 
D nur  einen  reellen  Werth  von  «. 

2)  Bei  negativem  B fQr  jedes  D,  das 
algebraisch  grosser  als  — B[l— lg(— ß)] 
ist,  zwei  reelle  Wertbe  von  u,  der  eine 
grösser,  der  andere  kleiner  als  lg(— fl), 
jedem  fl,  das  algebraisch  kleiner  als 
— fl[l— lg(— fl)]  ist,  entspricht  dagegen 
gar  kein  «.  Nur  ihr  fl=  — fl  [1  — lg(— fl)] 
gibt  es  einen  Werth  von  u,  nlmlich 
u = lg(— fl),  und  zwar  ist  der  zugehörige 
Werth  positiv,  negativ  oder  Null,  je 
nachdem  —fl  grösser,  kleiner  als , oder 
gleich  e ist. 

Ist  a = ^,  so  hat  man  eine  Evolvente. 

Dann  ist  fl=0,  ß = — . Fflr  m = cosa 

mß 

ist  D = l,  fl=— 5^.  Es  bleibt  also, 

ß 

wegen  des  willkörlicben  ß,  B immer  un- 
bestimmt. Ist  aber  m = — cosa,  und 
ausserdem  ß — tga,  so  wird  D = l, 
fl  = — 1.  Es  ist  dann  lg(— fl)  = 0.  Man 
hat  dann  nur  ein  reelles  w,  nämlich  u = 0. 

Untersuchen  wir  jetzt  die  imaginären 
Wertbe  von  u.  Wir  setzen  H=e-J-iei 
Die  Gleichung  4a)  zerrällt  dann  in  zwei 
andere : 

® flw  V , D n 

e = — . — , c coBie-l-fle  = fl, 
sin  IC 

oder  wenn  man  den  Werth  von  t>  ans 
der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  setzt: 

— flic  cotw-fßlg  = fl, 

Vsinic/ 

d.  h.  wenn: 


4 b) 


•0 

sin  w 


— IC  cot  IC 
e 


= K, 


eine  Gleichung,  die  unverändert  bleibt, 
wenn  man  ic  mit  — ic  vertauscht.  Man 
braucht  also  nur  die  positiven  Wurzeln 
zu  betrachten.  Sei  K veränderlich,  und 
nehmen  wir  zuerst  ic  unendlich  klein, 
so  wird : 


= ic  cot  IC  = 1, 

sin  IC 

also ; 

A'=i,  fl=-fl[l-lg(-fl)]. 
Sei  ferner: 


ic  = s:i— V, 

wo  s eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
V unendlich  klein  und  positiv  ist,  so 
wird : 

C0tK>=  —00, 
sinic  = ( — 1)*~  'k, 

A = (-l)’“’oo, 

d.  h.  K ist  am  Ende  jedes  ungraden 
Halbkreises  positiv  unendlich , am  Ende 
jedes  graden  negativ  unendlich.  Dagegen 
wird  für  ic  = sn-]->': 

• 1 / .,* 
cotic=-— , Sinic  = (— 1)  y. 


wo  ft  positiv  und  unendlich  klein  ist. 
Also  am  Ende  jedes  Halbkreises  springt 
K von  +00  nach  Null  mit  verändertem 

Vorzeichen.  Nur  für  s = 0 ist  K=—, 

und  da  K fnr  ic  = + v seinen  Werth 
nicht  ändert,  so  findet  hier  ein  Mini- 
mum statt.  Im  Laufe  jedes  Halbkreises 
aber  bleibt  K continuirlich.  • 

Suchen  wir  jetzt  die  etwa  noch  vor- 
handenen Mazima  und  Minima. 

Man  hat: 


die  sin  IC 


^I— 2wcot  w 


+ 


sinic*/ 


K = — 


Damit  dieser  Ausdruck  verschwinde, 
muss  entweder; 

IC  cot  IC  = 00 


gesetzt  wird: 


sein , was  nur  an  der  Grenze  der  Halb- 
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kreise  stattfindet,  wo  also  Discootinnität 
herrscht,  oder  es  muss  sein; 

io*  + siDU>*  = 2u>  sin  w cos  w = w sin  2<c. 
Ist  Kl  grosser  als  1,  so  ist  immer: 
w’+sin  K)’>if’,  irsin2ie<ic*, 
also  diese  Gieichnng  unmöglich.  Ist  k> 
kleiner  als  1.  so  kann  hi  nur  im  ersten 
Quadranten  liegen.  Die  Gleichung  hat 
aber  auch  die  Form: 

(»— sinic)’  =2ie  sinie(co8ui— 1), 
wo  beide  Seiten  ungleiche  Zeichen  ha- 
ben, also  auch  in  diesem  Falle  die  Glei- 
chung unmöglich,  wenn  nicht  ic  = 0 ist, 
und  hier  findet  dos  schon  bekannte  Mi- 
nimum statt.  K geht  also  in  allen  gra- 
den  Balbkreisen  fallend  von  0 bis  — eo, 
in  den  ungraden  wachsend,  von  0 bis 
4-tD,  mit  Ausnahme  des  ersten,  wo  es 


und  nehme  man  zu  jedem  poaitiren  tr 
das  entsprechende  negative,  so  nimmt 
der  imaginäre  Theil  die  Form  an ; 


Sei  noch : 

a-|-c=G,  i(a-c)  = H, 

y (0=A(0+*=*. 

so  ist  also  die  allgemeinste  LOsnng  der 
Functionengleichnng : 

-H  - — i 

6)  s = C,e  “'/’+C.e 

^ f r M 


von  — bis  -j-oo  geht.  Ist  also: 

1)  K negativ,  d.  h.  B positiv,  so  liegt 
in  jedem  graden  Halbkreise  ein  positi- 
ver Werth  von  ic. 

2)  Ist  K positiv,  also  B negativ,  so 
liegt  in  jedem  ungraden  Halbkreise  mit 
Ausnahme  des  ersten  ein  positiver  Werth 
von  IC. 

3)  Ist  K grosser  als  — , d.  h.  D klei- 
ner als  — ß [1  — lg  (— ß)],  so  gibt  es 
auch  einen  positiven  Werth  von  te  im 
ersten  Halbkreise.  Dieser  Fall  findet 
also  dann  statt,  wenn  die  Gieichnng  gar 
keine  reellen  Wurzeln  hat. 

Zn  jedem  positiven  hi  gehört  ein  glei- 
ches negatives.  Nur  fdr: 

K=l,  D=-Ä[l_lg(-B)j 


Es  ist  hier  erforderlichen  Falls  einer 
der  Ausdrücke  C,  und  C,,  oder  beide 
der  Null  gleich  zu  seuen.  Die  Summe 
aber  besteht  aus  unendlich  vielen  Glie- 
dern, die  man  natürlich  auf  eine  belie- 
bige Zahl  redneiren  kann,  wenn  man 
die  cnuprcchcnden  C und  //  verschwin- 
den lässt. 

Ist  m = — cosa,  so  kommt  zn  s noch 
ein  Glied  kl  hinzu,  und  ist  ausserdem 
ß — so  ist  F /* -FF,/ hinzuzufOgen. 

Untersuchen  wir  jetzt  einige  specielle 
Fälle. 

Möge  zunächst  die  Gleichung  zwei 
reelle  Wurzeln  haben.  Nimmt  man  diese 
willkürlich  an,  so  kann  man  B und  D, 
also  auch  ß und  m bestimmen.  Wegen; 

e“>-|-ßH,=  D,  e“*-*-ßB,  = 0 
ist  nämlich: 


fallen  die  beiden  im  ersten  Quadranten  be- 
findlichen Wurzeln  zusammen,  und  ge- 
ben ic  = 0.  Dies  ist  dann  die  einzige 
Wurzel,  welche  in  diesem  Falle  statt- 
findeL 

Es  zerfällt  also  f{l)  in  einen  reellen 
und  einen  imaginären  Theil,  der  erstere 
besteht  aus  Null,  einem  oder  zwei  Theil- 
sätzen.  Der  imaginäre  Theil  bat  immer 
unendlich  viel  Glieder  von  der  Form: 

iCe  P. 

Es  war  aber; 


Sei ; 


r 

e = 


Bit 
sin  Ul' 


—B=b,  also 


B = 1 


«I— “i 

und  daher: 


D = 


_H.«"»-H.e*»« 


ß = iga 


m 


C08  a (m,  — M, 
Mi  U 

^ — K.e 


) 


Nur  wenn  m=  — cosa  ist,  findet  zwischen 
H,  und  u,  eine  Bedingungsgleichnng 
statt,  nnd  es  dürfen  dann  nicht  mehr 
beide  willkürlich  genommen  werden. 
Die  Auflösung  wird  illusorisch,  wenn 

a = -^  ist,  da  dann; 


D = 0, 
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wird,  also  ß und  m sich  nicht  abgeson- 
dert berechnen  lassen.  Dann  ist : 

«I  e“‘ — «,«“■'=0, 


In  beiden  letzten  Fallen  kann  man'  also 
nnr  ein  h willkflrlicb  annebmen.  Im  all- 
gemeinen Falle  dagegen  setzen  wir; 


und  man  bat  die  particnlkre  Auflösnng: 
$=C,ey‘+  C,  e*". 

Von  dieser  Gleichung  sind  die  beiden 
imaginären  Cjcloiden  besondere  Fälle. 
Sic  enthält  Obrigens  a nicht,  nnd  es  kom- 
men also  unendlich  ricl  ähnliche  Charakte- 
ristiken, die  jede  einem  andern  Schnittwin- 
kel entsprechen.  Jndess  schliessen  wir 
hieraus  nicht,  dass  dies  fDr  alle  Schnitt- 
winkel stattfinde,  da  möglicherweise  die 
Substitution,  welche,  um  die  Aebnlich- 
keit  zu  erweisen,  gemacht  werden  muss, 
zu  imaginären  Beziehungen  IUhren  kann. 
Untersnehen  wir  also  den  Fall  direct, 
nnd  setzen  in : 

da  . 

— sina  — ecosa 
d I 

f&r  a den  eben  gefnndenen  Werth  ein. 
Man  erhält : 

I = C,  (y  ein  o — eosa)  e^ * 

-I-  C,  (d  sin  a — eos  a)  e*^^, 
wenn  1-|-^  für  I gesetzt  wird: 

f = G,  (y  sin  a — eoe  o)  ^ 

-|-C,  e‘^*(dsino  — cosoje*^^. 

Damit  Aebnlichkeit  stattfinde,  muss 
sein; 

e^*  (y  sin  a — cos  a) 

= e*^^  (d  sin  a — cos  a), 

d.  h.; 

1 /dsina  — oosa\ 

^(y-^)  = lg(ysina-eosa)’ 

9 ist  reell , wenn  dsina  — cosa  nnd 
y sin  a — cos  a dasselbe  Zeichen  haben, 
d.  h.  wenn  dtga  nnd  ytga  gleichzeitig 
algebraisch  grosser  oder  kleiner  als  1 
sind.  Sind  y nnd  d positiv,  nnd  y die 
grossere  Zahl,  so  kann  man:  y = coift, 
d =cotK  nnd  /i>y  setzen.  Dann  ist; 
tga>tg/4  oder  tga<tg»’. 


d.  b.  damit  Aebnlichkeit  swisehen  Tra- 
jectorie und  Charakteristik  stattfinde, 
muss  der  Schnittwinkel  zwischen  0 nnd 
V oder  zwischen  ft  nnd  n liegen.  Sind 
y nnd  d negativ,  so  kann  man  den 
Schnittn'inkel  in  entgegengesetzter  Rich- 
tung nehmen,  also  — a lUr  a schreiben. 
Sei  dann  y=  — cot^,  d=  — cotv,  so  bat 
man  dieselben  Ansdrücke  wie  oben,  nnd 
die  Folgemng  ist  die  nämliche. 

Ist  jetzt  y positiv  und  d negativ,  so 
setzen  wir  y — cotfi,  d = — cotv,  dann 
wäre  entweder; 

— tga>tg*’,  tga>tgf4, 

was  beides  nicht  gleichzeitig  stattfinden 
kann,  oder; 

— tga<lg»',  tga<tg,u, 

d.  h ; 

a<fi  oder  a>n  — y. 

Für  die  imaginären  Cycloiden  z.  B.  ist 
r = f/,  also  a</i  odera>n — fi,  wie  dies 
schon  früher  gefunden  wurde. 

ln  allen  Fällen  aber,  wo  die  Trajec- 
torie nicht  der  Charakteristik  ähnlich 
ist,  kann  man  9 durch  die  Gleichung 
bestimmen ; 

s^*  (y  sin  a — cos  o) 

+ e ((f  sin  a — COB  a)  = 0, 
wie  sich  leicht  darthon  lässt. 

Man  hat  somit  zwei  Canren  von  der 
Form : 

s = C,eJ''-f  C,/‘. 

s = C,e)''-C, 

die  sich  leicht  anf  die  Form  bringen 
lassen: 

davon  ist  eine  immer  Charakteristik  der 
andern  f&r  Schnittwinkel)  die  keine  ähn« 
liehen  Charakteristiken  geben,  wohl  aber 
ist  dann  die  eine  Trajectorie  immer  der 
Charakteristik  der  andern  ähnlich.  Ein 
Ausnahmefall  tritt  ein , wenn  a auf  den 
Grenzen  r oder  /u  liegt. 

Seien  y nnd  cf  positiv.  Im  erstem 
Falle  wird; 

i = — - sin  (ii  — O r , 
sin^  ^ 

im  letztem : 

(■7  . , N 

s = Sin(i<-->f)c  . 
sm  K 

Für  negatives  y und  cf  erhält  man  ent- 
sprechende Besultate.  Also  in  jedem 
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der  beiden  F&llo  ist  die  Charakteristik 
eine  logarithmische  Spirale,  und  za  die* 
scr  Curve  gehört  dann  ein  System  ein- 
ander ähnlicher  Trajeclorien , wie  sich 
leicht  zeigen  lässt.  Für  J hat  man 
als  Trajectorie  eine  logarithmische  Spi- 
rale, die  der  Charakteristik  ähnlich  ist, 
wenn  a ungleich  ^ ist.  Ista  = ^,  so 
bildet  aber  die  Charakteristik  einen 
Punkt. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  y und  cf 
einander  unendlich  nahe  liegen;  es  ist 
dies  der  Fall,  wo  — lg( — ß)] 

ist,  and  setzen  wir : 

(f  = y-f  i/,  ^(1+k/), 

so  kommt: 

,=  {A+Br)ty\ 

woraus  sich  durch  Transformation  leicht 
bilden  l&ast: 

t = m 

Vertauschen  wir  s mit  ff,  und  setzen  in 
die  Gleichung; 

da  . 

t = ^ nna  — ff  cos  a 
d I 


also : 

y = ±e, 

s = fl/e±*‘ 

Alle  Gleichungen , auf  welche  die  Be- 
trachtung der  reellen  Wurzeln  führt, 
sind  also: 

f = \ 

und  nach  dem  oben  Gesagten  sind  alle 
drei  Cur^cn  als  Trajcctoricn  der  loga- 
rithmischen  Spirale  zu  bezeichnen.  Wir 
wollen  aber  auch  zwei  zusammenge- 
hörige imaginäre  Wurzeln,  die  den  Wer- 
then  IC  und — ic  entsprechen,  betrachten. 

Wir  setzen  C,  C,  und  alle  //  und  A 
bis  auf  je  eine  dieser  Constanten 
und  der  Null  gleich.  Sei  ferner; 

I 

a /sinirXÄ  ir 

* = Kn^)  ' 7=^' 

In  diesem  Falle  ist: 


ein,  so  kommt: 

s = 0[(y  sina  — cosa)  f+sin  o] 

Setzen  wir  f-{-9  für  l,  so  muss  im 
Falle  der  Aehnlichkeit  sein: 

9 (y  sina  — cos  a)+sin  a = 0, 

was  immer  möglich  ist.  was  auch  a sei. 
Hier  sind  also  alle  Charakteristiken  mit 
F.inschluss  der  Evolute  der  Trajectorie 
ähnlich.  Nur  wenn  y = cota,  tritt  eine 
Ausnahme  ein,  und  dann  ist  die  Cha- 
rakteristik wieder  eine  logarithmische 
Spirale.  — Sollen  Trajectorie  und  Cha- 
rakteristik in  diesem  Falle  nicht  blos 
ähnlich,  sondern  congruent  sein,  so  muss 
man  haben : 

sina  — cos  a)= + 1, 
welche  Gleichung  mit: 

#(y  sina  — cos  a)-l-slna  = 0 
zn  verbinden  ist. 

Für  den  Fall,  wo  a = -^,  also  die  Evol- 
vente der  Evolute  cougruent  ist,  er- 
gibt sich: 

y«^*  = + l,  y»  = — 1, 


1 = A e”  ^ cos  (y  l+fi)- 

Wir  untersuchen  ganz  wie  oben,  welche 
Werthe  a annehmen  kann,  damit  Cha- 
rakteristik und  Trajectorie  ähnlich  blei- 
ben. Man  gelangt  zu  der  Gleichung: 

s = A e”  ^ [cos  (a  sin  a — cos  a) 

— sin  (y/-t-ju)y  sina], 

und  wenn  man  1+9  für  l setzt,  so 
kommt  als  Bedingung  der  Aehnlichkeit 
durch  Vergleich  der  Factoren: 

sin  (/.“>)(«  sina  — cosa) 

-hcoB  (y9) )' sin  a =0, 

d.  h.: 

. »X  ysina 

tg  (y<»)  = ^ — , 

cosa  — asina 

woraus  sich  9 immer  reell  ergibt.  Also 
die  Charakteristik  bleibt  der  Trajectorie 
für  jedes  a ähnlich , also  auch  für 

a=  g.  — Damit  Congruenz  staufinde, 

kommt  noch  die  zweite  Bedingung  hinzu: 

e^‘^  [cos  (yO)  (a  sin  a — cos  a) 

— sin  (yS)  y sin  «]  = + !, 
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woraai  lich  y in  tranKendenter  Form 
ergibt.  Für  “ — ^ geben  diese  Glei- 
chungen : 

eos  (y,7)  = + n e"*. 

Für  }'  = 0 kommt  die  logarithmische  Spi- 
rale wieder,  für  a = 0 die  reellen  Cy- 
cloiden. 

lat  noch  m=— cosa,  so  kommt  in 
dem  Auadmeke  fUr  t ein  Glied  t/  hinzu. 
Ea  ist  dann  0=1,  also  die  Constante 
nicht  der  Art  willkürlich,  dass  man  zwei 
Wurzeln  beliebig  annehmen  kann.  Dies 
macht  die  beiden  Losungen,  wo  zwei 
reelle  oder  imaginftre  Wurzeln  gegeben 
waren,  illnsoriach.  Dagegen  ist  eine  der 
oben  gefundenen  LOsung  t = A cos  a l 
ensprechende,  also: 
s = /4  cos 

vorhanden.  Bestimmen  wir  jedoch  die 
Charakteristik,  so  kommt  « = 0,  also 
die  Curve  ist  ein  Kreis. 

Man  kann  aber  auch  setzen : 

t = AU'‘'+kl. 

Hier  ist  a ein  Minimum,  0 = 1,  und 
hieraus  ergibt  sich : 

fl=-l, 

da: 

fl=-fi[l-lg(-B)] 
war,  ferner  u = 0,  a = 0,  also  wieder 
ein  Kreis.  Wird  endlich: 

t = Ae"*kl 
gesetzt,  so  kommt: 
a l 

s— ksina  = Ae  (nsina— coso) 

—kl  cot  a. 

Die  Bedingung  der  Aehnlichkeit  wird: 
e *^-f-«tgo  = 0. 

Hier  ist  9 reell,  wenn  1— atga  positiv, 
sdso  atga<l  ist. 

■ kann  als  positiv  betrachtet  werden, 
da  man  im  entgegengesetzten  Falle  l 
mit  —l  vertauschen  kann.  Ist  also 
a = cot^,  so  ist: 

a<fi,  oder  -^<a<n. 

Hat  a keinen  dieser  Werthe,  so  stehen, 
wie  leicht  zn  sehen,  die  beiden  Cnrven; 

s = As“Vw,  nnd:  t = Ae“'-kl 

wieder  in  der  Relation,  dass  die  eine 
Cnrve  der  Charakteristik  der  andern  kbn- 


lich  ist.  Für  o = ^ erhält  man  die  lo- 
garithmische Spirale , für  a = 14  den 
Kreis. 

Ist  noch  ß = tga,  so  kommt  ein  .Glied 
kl*  hinzu.  Dies  gibt  jedoch  nur  Anf- 
lOsungen.  wo  auf  die  Natur  der  Wurzeln 
der  transcendenten  Gleichung  zurücksu- 
gehen  ist,  den  Fall  ausgenommen,  wo 
alle  C,  C,  H Noll  werden,  und  der  die 
Kreisevolvente  gibt. 

Die  Disenssion  der  hier  behandelten 
Curven  wird  übrigens  in  dem  Artikel: 
Transformationscoordinaten  gegeben. 

Diese  Betrachtungen  lassen  sich  zum 
Theil  auf  doppelt  gekrümmte  Linien 
ansdehnen.  Wir  verweisen  in  Bezug  auf 
diesen  GegensUnd  anf  den  Artikel : 
Schraubenlinie. 

5)  Es  muss  noch  das  von  Johann  Ber- 
nonlli  zuerst  gelüste  Problem  der  reci- 
proken  Trajectorien  angeführt  werden. 
Dies  besteht  in  folgender  Aufgabe: 

Es  sind  zwei  einander  congmento  Cur- 
ven symmetrisch  so  an  einander  gelegt, 
dass  sie  sich  schneiden.  Die  eine  wird 
parallel  sich  selbst  fortgeschoben.  Wie 
müssen  die  Cnrven  beschaffen  sein,  da- 
mit die  zweite  in  jeder  so  entstandenen 
Lage  die  erste  unter  constantem  Winkel 
schneidet,  also  diese  znr  Trajectorie  hat  ? 

Legt  man  die  Axe  der  y so,  dass  sie 
den  Winkel  beider  ursprünglichen  Cur- 
ven, den  wir  mit  a bezeichnen,  halbirt, 
so  sind  die  Gleichungen  dieser  Curven 
bezüglich  von  der  Form: 

y =/■(*).  y =/(-*)• 

In  irgend  einer  Verschiebnng  aber  hat 
die  zweite  Curve  die  Gleichung: 

y =/■(-*)+«, 

wo  R der  Parameter  ist. 

Nun  ist: 

1=1+0,  tg /=/■'(*),  tgi=-r(-x), 

also  wenn  wir  l=(/.{x)  setzen: 

»8  y (*)  =/■'(*). 

nnd  da: 

tgI=-/''(-z)  = tg[-».(-*)] 
ist,  so  hat  man: 

i=  (-x)-t-SR. 

Es  ist  aber  t gleich  Null,  wenn  man  an- 
nimmt, da  s weder  I noch  1 grosser  als 
zwei  ^chte  sein  sollen. 

Man  hat  also  die  Fnnctionenglei- 
chnng : 

y(*)+y  (-■»)+«=0. 

Diese  Gleichung  gibt  leicht  die  LOsnng : 
3 


Digitized  by  Google 


Trajectorie. 


34 


Trajectorie. 


/ » ** 
(f  = 


2’ 


WO  u eine  beliebige  angrndo  Function 
von  X ist.  Ferner  : 


r (*)=tg(«-|)= 


tg  M — tg  ■ 


l + tgl'g-g 

I»t  ti  eine  ungrade  Function,  so  ist  tgu 
eine  solche.  Man  kann  also  setzen: 


rw= 


-j 


Ü hr 


wo  6ntg 


2’ 


eine  beliebige  ungrade 


Function  von  x ist. 
Man  hat  noch: 


r— i 


M) 

l+Ac 


= r+ 


1+f» 

c+v  ' 


1 


y = cx-(\+e-')J'- 


wo  c ~ ~Y-  geaetzt  iat,  also: 

0 

dx 
c-|- 

woraus  sich  unendlich  viel  Curven  der 
bezeichneten  Art  ableitcn  lassen. 

6)  Ist  eine  Cnncnschaar  im  Raume 
gegeben,  welche  also  eine  Oberfläche 
bilden,  so  kann  man  ebenfalls  von  ihrer 
Trajectorie  sprechen.  Die  Gleichungen 
einer  der  Curven  seien : 

1)  y.  “)  = o>  f (•*-  y-  ='  n)=o. 

Durch  Elimination  von  n lässt  sich  im- 
mer die  Gleichung  der  Oberfläche  fin- 
den , auf  welcher  alle  diese  Cnrvcn  und 
also  auch  die  Trajectorie  liegen , für 
welche  also  noch  eine  Gleichung  zu  fin- 
den ist. 

Seien  die  ans  den  beiden  Gleichungen 
1)  gezogenen  Werthe : 

dx  dy  _ dz 


dr^'  d$~^’  dt' 


r, 


i/j*  = dx*-\-dy*-\-di  * 

ist;  a der  Schnittwinkel.  Die  Cosinus 
der  Winkel,  welche  die  Trajectorie  mit 

den  Axen  macht,  sind  dann: 

dt  dt  dt 

genommen  aus  den  Gleichungen  der  Tra- 
jectorie, also  nicht  mit  p,  q,  r zu  ver- 
wechseln, und  man  hat : 

dz 


dx  , du  , .. 


2) 

Aus  dieser  Gleichung  und  aus  1)  wird 


ff  und  etwa  z eliminirt.  Man  bat  dann 
die  Differenzialgleichung  der  Trajectorie, 
welche  mit  der  Gleichung  der  bereiu 
bestimmten  Oberfläche  zu  verbinden  ist 

Liegen  die  Cun*en  alle  auf  einer  Ko- 
gel , so  führt  man  sphärische  CoordinS' 
ten  ein. 

Sei  >/  die  Entfernung  des  zu  bestim- 
menden Punktes  vom  Aequator,  auf 
dem  durch  den  Pol  gehenden  grössten 
Kreis  (Meridian)  gemessen,  & der  Win- 
kel dieses  grössten  Kreises  mit  einem 
Anfangsrocridian.  Sei  dann  AB  ein 
Cnr>'enclement,  O der  Pol,  also: 


0A  = ^-'4,  OBzz^-(f.-d,f, 
Winkel  AOB=d». 

Sei  Winkel  AßO  = /,  AB  — ds^  so  hsi 
man: 

. . d9 

sm  I =C08</ 

' dt 


nnd: 


cos  dt  — »in  q sin  (</  -\~dq) 

cosy  cos(7  )cosd^, 

d.  h.: 


ds*  - dy  *-f-C08  7 • 
woraus  sich  dann  auch  ergibt: 


tg  / = COB  y — . 

d,f 


Sei  jetzt  i.  der  Winkel  der  Trajeetorie 
mit  dem  Meridian,  und  a = k — l der  coo- 
staute  Winkel  zwischen  der  Trajectorie 
und  den  Curven,  so  ist  also ; 


tgi  = 


tg/i+tg  t 


'l-tgotg/' 

Die  Gleichung  der  Curven  hat  die  Ge- 
stalt : 


/'(y.  n)=0, 

wo  a der  Parameter  iat.  Daraas  ergibt 
sich  der  Werth  von: 


, d» 

tgl  = cosy.j^, 

als  F unctiou  von  y-  und  a.  Beziehen  sich 
nun  y und  » auf  4ic  Trajectorie,  so 
hat  man: 


_ »gn+lg* 

cos  q . 

’ dy  1— tgotgf 

woraus  mittels  der  gegebenen  Gleichung 
nur  noch  u zu  eliminiren  ist. 

Ein  Beispiel  bietet  die  loxodromische 
Linie,  welche  alle  Meridiane  unter  glei- 
chem Winkel  schneidet. 

Die  Gleichnng  eines  Meridians  ist 
ofTcnbar : 
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also  ; 


9 = a,  tglzzO, 


d9 

coi  7 — = tga 


ist  die  DUTercnzialgleichong  der  getorh- 
tcn  Linie.  Man  erhält  dnreh  Intc- 
({ration  : 

9 = 


.7  . —9  cot  a 

coi±=Ae 

Die  Cunstante  A wird  beitimmt,  wenn 
man  woias , welches  StUck  7 , die  Tra- 
jectorie  vom  Anfangsmeridian  abtehnei- 
tlet.  Man  hat  dann  ; 

.*>  = 0, 


also; 


also : 


.7,  —9ix>tm 
:cot3L., 


Transcendente  (Auljsis). 

Jede  nicht  algebraische  Fnnction,  die 
sich  mithin  weder  dnreh  die  rier  Spe- 
cies  noch  dnreh  Poteniiren  oder  Wur- 
zelansziehen  ergibt.  In  neuerer  Zeit 
nennt  man  wohl  auch  transcendente 
F unction  nnr  solche,  die  sich  nicht  durch 
die  Auflösung  algebraischer  Gleicbnngcn 
ergeben,  mögen  Tetitere  nun  an  Potens- 
wnneln  führen  oder  nicht.  Ueber  die 
Eintbeilung  der  Transcendenten  siehe 
den  Artikel ; Qnantit&t  (imaginäre). 

Transromation  (Analysis). 

Gleichbedeutend  mit  Umwandinng  oder 
Umformung,  das  Verfahren,  aus  einem 
gegebenen  analytischen  Ausdruck  einen 
andern  an  bilden,  indem  man  fBr  die 
darin  enthaltenen  Variablen  andere  ein- 
setzt. Namentlich  wichtig  ist  die  lineare 
Transformation  algebraiseher  Ausdrücke. 
(Vergleiche  darüber  den  Artikel;  Inra- 
riante.)  Die  Transformation  der  Pa- 
rallel - Coordinaten  ist  ein  besonderer 
Fall  dieses  Problems  (siehe  die  Artikel: 
Coordinaten , und ; Analytische  Geo- 
metrie). 

TrajuformatioBscoordiiuten  (Ceome- 
triei. 

Der  Verfasser  ‘gibt  hier  gewisse  Be- 
trachtungen, auf  die  in  rerschiedenen 


Artikeln  dieses  Wörterbnehs  verwiesen 
ist,  und  die  einen  Gegenstand  behandeln, 
der  zur  Erleichterung  der  Auflösung  geo- 
metrischer Probleme  oft  sehr  dienlich  ist. 

Wenn  man  sich  nämlich  bei  der  Be- 
handlnng  geometrischer  Probleme  ana- 
lytischer Methoden  und  somit  eines  Co- 
ordinatensystems  bedient , so  ist  man 
genötbigt,  in  die  Behandlung  des  Pro- 
blems ein  von  der  Im  Allgemeinen  zu- 
fälligen Wahl  des  Icutercn  herrührendes 
Element  mit  anfznnehmen , welches  die 
ganze  Ausführung  und  alle  darin  vor- 
kommenden Formeln  mit  einem  dem 
Problem  fremden  Rcchniingsmatcrial  be- 
lasten , welches  zuletzt  wieder  eliminirt 
werden  muss.  Namentlich  ist  dies  bei 
solchen  Problemen  der  Fall,  wo  Coordi- 
naten - Transformationen  vorzunehmen 
sind,  wo  dann  die  Transformationsfor- 
meln eine  grosse  Menge  Rechnung,  die 
in  anderer  Weise  vermieden  werden 
könnte,  erfordern.  — Solche  Probleme 
haben  den  Verfasser  veranlasst,  dasje- 
nige Coordinatensystem  anfznsuchen,  bei 
welchem  die  Transformationsfonnein  mög- 
lichst einfach  sind.  Es  bezieht  sich  auf 
einfach  nnd  doppelt  gekrümmte  Linien. 
Sprechen  wir  jedoch  zunächst  von  den 
erste  ren. 

Sei  AdjAj  (Fig.  6)  ein  beliebiger 
Curvenbogen , U ein  Punkt  auf  demsel- 
ben. Durch  A legt  man  die  feste  Grade 
AM  in  beliebiger  Richtung,  durch  U die 
Tangente  VV,  sei  Winkel  UVM=l,  Bo- 
gen UA  = s.  Diese  Grössen  $ und  /, 
„Bogenlänge  und  Tangentcnwinkcl“,  sind 
unsere  Coordinaten.  Die  Gleichung 
/■(/,  s)  = 0 bestimmt  die  Curve. 

Die  Transformation  dieser  Coordina- 
ten kann  nnr  darin  bestehen,  dass  man 
sutt  A den  Punkt  A^  und  statt  AM 
die  Grade  A,M,  nimmt.  Sei  Winkel 
A.M,A  = tt,  und  Bogen  A i4 , = d,  Winkel 
UA^  = $^,  so  ist: 

/,  = !— II,  s,  = s— ;9. 

Nimmt  man  aber  statt  A,  den  Punkt 
A,  auf  der  andern  Seite  von  (/,  nnd 
zahlt  die  Bogen  und  Winkel  in  umge- 
kehrter Richtung,  so  ist,  wenn  man 
A,  df,  durch  A,  legt: 

Winkel  A,M,A  = n—n,  AA,-ß, 
A,U,  = t,=ß-$, 

Winkel  UV,M,=l,  = a-l. 

Alto  sind  l',  s'  die  transformirten  Coor- 
dinaten, n,  i Conttanten,  so  sind  die 
Transfonnationsformeln ; 

f = n + f,  s'=i  + s, 
also  in  der  Tbat  die  möglichtt  eiofachen.* 
3‘ 
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Die  Beiiebong  der  Tranaformationscoor- 
dinaten  an  den  rechtwinkligen  ist  ein- 
fach. Die  Linie  AM  sei  Äxe  der  y,  so 
hat  man: 

tg/=^,  «fs •=!/*’ +</«’. 
ay 

Ist  jf  als  Function  von  z gegeben,  so 
kann  man  x mittels  dieser  Glcichnngen 
eliminiren,  nnd  bat  s als  Fnnction  ron 
I.  Ist  die  Oleichnng  zwischen  $ nnd  / 
gegeben,  so  hat  man: 

dx-tinlds,  dy  = cosl(U, 
nnd  erhalt,  wenn  man  s eliminirt,  die 
zwisehen  z nnd  y.  — Ans  diesen  For- 
meln oder  aus  bekannten  Eigenschaften 
der  in  Bede  stehenden  Cnrren  erhalt 
man  ihre  Oleichnngen  in  Transformations- 
coordinaten  leicht.  Es  ist: 

1)  Für  die  grade  Linie: 

/=a. 

2)  Für  den  Kreis  mit  Badius  r: 

s = rf. 

3)  Fär  die  Hypocycloide , wenn  der 
Erzeogongskreis  den  Badins  r,  der  feste 
den  Badins  R bat: 

4r  R , 

• = «(Ä-r)eos^^/. 

Schreibt  man  — r fOr  r,  so  hat  man  die 


Epicycloidc,  für  R — co  hat  man  dieCy* 
cloide.  Es  ist  also  für  letztere : 
s = 4rcosf. 


Die  Gleichung: 

s = il  cos  a f, 

oder: 


s = A sin  a I, 


wo  t für  — f geschrieben  ist,  stellt  alK 
2« 

jedenfalls  eine  der  allgemeineren  Cr- 
cloiden  vor  (vergleiche  den  Artikel : Bad* 
linic). 

Schreiben  wir  ni  für  a,  so  kommt: 


of  , —al, 
s = B (e  -f  e ), 


und: 


s = ß(e*'-e““V 

Diese  Cnrven,  welche  in  dem  Artikel: 
Trajectorie  betrachtet  sind,  nnd  weldie 
die  Eigenschaft  haben,  ihrer  Charakte- 
ristik ähnlich  zu  sein,  bezeichnen  wir 
als  imaginäre  Cycloiden  erster  nnd  zwei- 
ter Gattung. 

4)  Für  die  logaritbmische  Spirale  ist: 


5)  Für  die  Kettenlinie: 
s = Atgf. 
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Untcr>Bcben  wir  z.  B. , welche  Form 
die  Oleichmigen  zweier  coDgmeQten  Car- 
▼en  haben.  Seien  dieselben: 
und  $ = 

jede  derselben  muss  dann  durch  Coor- 
dinaten- Transformation  in  die  andere 
übergehen.  Sei : 

i = <»  + s,  P = ß i_l, 

BO  ist  also  identisch: 

1 = ^(1)  und  i'  = y (!'), 

d.  b.: 

*/'(0=“±»(^±0. 
welches  die  verlangte  Bedingung  ist. 

Bei  nun  * = A0  Gleichung  einer 
dritten  Curvc,  die  den  beiden  ersteren 
ähnlich  ist.  Man  kann  dann  nnnebmen, 
dass  sie  mit  der  zweiten  auch  ähnlich 
liege.  Es  müssen  dann  zu  gleichen  Win- 
keln I,  proportionale  Bogen  s geboren, 
und  somit  ist: 

/•(<)=  *,1.(0. 

oder  wenn  wir  IBr  ifi(l)  seinen  Werth 
setzen,  ta  mit  «t  nnd  +*  mit  * ver- 
tauschen: 

f(0=<‘+h(A±0- 

Dies  ist  die  Aebnlichkeitsbedingung 
zwischen  den  beiden  Cnrven: 

*=/(0<  * = ?(0- 

k ist  die  Froportionalzahl , nnd  wenn 
*=  + 1 ist,  findet  Congmenz  statt. 

Die  Constanten  a nnd  ß bestimmen 
die  l4tge  der  Cnrven  zn  einander. 

Um  eine  einfache  Anwendung  zn  ge- 
ben, snchen  wir  diejenige  Curve,  in 
welcher  sich  zn  jedem  gegebenen  Bogen 
eine  andere  ähnliche  finden  lässt. 

Die  Fnnctionen  f({)  nnd  y (0  sind 
hier  zn  idenüficiren , und  man  hat  also 
die  Bedingung: 

^(l)  = a+kif(ß±l)- 
Setzen  wir  znnifccbit  das  positive  Zeichen 
Torans,  so  sei: 

7 (0=/(0+e. 

also : 

f(i)=i/(ß+0, 

tt 

wo  c — ^ — - ist.  Die  Auflösung  ist  be- 
kanntlich: 

/■(0  = (j)'’f, 

wo  F eine  sonst  beliebige  Function  von 
( mit  Periode  ß,  also  auch  eine  Con- 
stante  sein  kann. 


Setzt  man : 

so  ist  A wegen  des  beliebigen  ß von  * 
unabhängig,  also : 


die  verlangte  Gleichung.  Ist  F con- 
stant,  so  bat  man  eine  logarithmische 
Spirale,  und  da  ß und  i ganz  ausfallen, 
so  lässt  sich  für  jeden  Bogen  ein  ähn- 
licher von  beliebiger  Grösse  finden.  Es 
sind  also  2 logarithmische  Spiralen  für  jede 
Vcrbäitnisszabl  ähnlich,  nnd  somit  anch 
congruent.  Ist  F aber  periodisch,  so 
bestimmt  die  Periode  ß auch  t,  wenn  A 
gegeben  ist ; jedem  Bogen  entspricht 
dann  nur  ein  ähnlicher  von  bestimmtem 
Verhältniss. 

Sei  z.  B, : 

Ftsiüoal, 

so  ist: 

in 


also  auf  der  Curve,  deren  Gleichung  ist: 
< = A^sin  «f 

lässt  sich  zn  jedem  Bogen  ein  ähnlicher 
— 

und  A " mal  so  grosser  finden.  Für 
k=l  wird  wegen  *'*•«  Be- 

trachtung illnsorisch.  Dann  ist: 

7 (0  = «+7(^+0- 

Diese  Gleichung  zeigt  Congraena  an. 
Wir  setzen : 

7 (0  = /'(0+«, 
und  erhalten: 

i=-y.  f(ß+f)=ni). 

f kann  also  jede  Function  mit  Periode 
ß sein,  nnd  es  ist: 

* = /'+W- 

Für  constantes  F bat  man  den  Kreit. 
Sei  jetzt  aber: 

y(0  = «-l-*7(i»-0: 

SO  schreibe  man  ß—l  für  I,  nnd  es  ist: 

Ans  beiden  Gleichungen  ergibt  sich; 
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was  einen  Punkt  vorstellt.  Nur  für 
k = l wird  dies  illusorisch  ; dann  aber  ist 
offenbar ; 

(0=2„  + v (/), 

d.  h.  r<  = 0,  und  cs  kommt: 

V 0 = ‘l  (ß-0- 

Setzen  wir: 

1+^  für  /,  und  für  7 ('+-|-). 

so  kommt: 

Die  Curvo  hat  die  Gleichung: 

wo  eine  sonst  beliebige  grade  Func- 
tion von  t ist. 

Andere  Anwendungen  gibt  der  Arti- 
kel; Trajectorie. 

Namentlich  aber  ist  cs  von  Interesse, 
aus  der  Gleichung  in  Trunsfornintions- 
coordinaten  die  Gestalt  and  die  singu- 
lären Punkte  der  betreffenden  Corvc  er- 
mittclo  zu  können.  Für  diese  Discussion 
bieten  sich  folgende  Grundlagen. 

So  lange  s mit  wachsendem  l immer 
zu-  oder  immer  abnimmt,  findet  die 
Krümmung  der  Curvc  offenbar  in  dem- 
selben Sinne  statt,  es  muss  also,  falls 
d s 

dies  geschieht,  ^ dasselbe  Zeichen  ha- 
ben. Wenn  sich  der  Sinn  der  Krüm- 

d s 

muDg  ändern  soll,  ist  also  ~ = 0,  und 

O f 

diese  Gleichung  zeigt  an,  dass  die  Tan- 
gente ihre  Richtung  ändert,  also  eine 
Spitze  eintritt.  Denkt  man  sich  aber  s 
immer  zunehmend,  und  es  ändert  / sein 

Zeichen,  cs  wird  also  '7-=0,  so  werden 
a s 

zwei  einander  nncndlieh  nahe  Werthe 
von  / gleich , man  hat  einen  Wcndc- 

, _ , , dt  ^ di  Eb  wird 

punkt.  So  lange  nun  weder  — , noch  — 


die  Tangcntentchaar  der  Curre  wirklich 
zeichnet,  kann  man  sich  über  das  Vor- 
handensein einer  Schleife  Gcwisiheit  ver- 
schaffen. 

Der  zweite  Fall  bedingt,  dass  der 
Krflmmangsrsdins  immer  znnimmt,  d.  h. 

d t d*  s 

dass  — und  immer  gleiche  Zeichen 

haben.  Im  dritten  Falle  müssen  diese 
Zeichen  verschieden  sein. 

Der  erste  Fall  aber  tritt  ein , wenn 

dt 

gleich  wird  für  jede  zwei  Werthe,  die 

O I 

sich  um  21  unterscheiden.  Es  ist  kIbo 

■y  entweder  constant , also  die  Cnrve 
d I 

ein  Kreis,  oder  es  hat  die  Periode  2t, 
d l 

in  welchem  Falle,  ConlinuiUt  vorausge- 
~rk  einmal  verschwinden  mnss. 

O I* 

Wir  Wüllen  diese  Betrachtungen  auf 
einige  Cnrven,  die  in  dem  Artikel  Tra- 
jectorie Vorkommen,  anwenden. 

Zunächst  betrachten  wir  die  beiden 
imaginären  Cycloidcn,  deren  Gleichun- 
gen sind: 


1) 


M / nl  , — a /v 

f = A(e  +e  ), 


= A (e  — e ). 

Seien  A und  n positiv.  — > Wenn  / po- 
sitiv oder  negativ  ist,  bleibt  $ poaitiv, 
dagegen  hat  s'  mit  l gleiches  Zeichen. 
Für  / = 0 ist  i = i'  = 0, 

Für  Inoo  ist  s=s'=:qd. 

Die  letzte  Curve  berührt  die  Axe  der 
y,  die  erste  nicht.  Ferner  ist  offenbar; 


dl  * “ d» 
verschwindet,  bildet  die  Corvc  entweder 
1)  eine  geschlossene  Linie,  oder  2)  eine 
sich  erweiternde,  oder  3)  eine  sich  ver- 
engende Spirale,  oder  4)  eine  Schleife. 
Damit  das  Letztere  eintrete , muss  ent- 
weder der  Krümmungsradius  -.-.vom Ab- 
d 1 

nehmen  ins  Zunchmen  und  umgekehrt 
übergehen,  da  sonst  fortwährendes  Ver- 
engen oder  Erweitern  stattfindet.  Es 
d*  s 

muss  also  einmal  -77-  verschwinden.  — 
d I* 

Jedoch  ist  nicht  immer  umgekehrt,  wenn 
dies  geschieht,  eine  Schleife  da.  Also 
nur  indem  man  der  Gleichung  gemäss 


ds 

Tr 

dl 


. d$' 

nie  verschwinden,  dagegen 


für/  = 0. 


Es  bat  also  die  erste  Curvc 
eine  Spitze.  Ferner  ist: 


d*  s 

TH' 


d’i' 

dl‘ 


dt 


Bei  positivem  / haben  daher  und 

d*  j , . rf*^  , d>s'  rf**' 

- j,  ebenso  w.e  - und  und  — 

bezüglich  dasselbe  Zeichen.  Beide  bil- 
den also  für  positives  I sich  erweiternde 
Spiralen. 

Für  negatives  / geben  beide  Curven 
Theile,  die  denen  für  positives  l con- 


Digitized  by  Google 


TransformAtionscoordinaten.  39  Transformationscoordinaten. 

Fjg.  7. 


gnient  sinü.  Also  beide  Curven  bilden 
je  zwei  mit  entgegengesetzten  Windun- 
gen durch  einander  gehende  Spiralen,  die 
bei  der  ersten  Curve  in  eine  Spitze  zu- 
sammenlaufen , bei  der  zweiten  aber 
nicht  (Fig.  7). 

Eine  andere  Curve,  die  ihrer  Evolute, 
bezüglich  Charakteristik  ähnlich  ist,  hat 
zur  Gleichung: 

Al  u ^ 

t — Ale 

Seien  A und  o positiv;  dann  haben  l 
und  s stets  gleiche  Zeichen.  Für  /=0 
ist  f = 0,  für  /=-l-oo:  s=-1-qc,  für 

f=  — ® : s = 0. 

(kI+ l)e  • 

FQr  1= — ^ ist  der  Krümmungsradius 
n 

gleich  Null,  also  auf  der  Seite  der  ne- 
gativen Krümmung  findet  sich  eine 
Spitze.  — Es  iet : 

^ = Att(al+2)e“[ 
ein  Aosdrnck,  der  negatir  ist  von 


Fig.  8. 


bis  /z=— CO  , SODät  positiv.  Zwi- 

II 

1 2 

•eben  i= bis  /= haben  also 

«r  €t 

— und  entgegengesetzte  Zeichen. 

d I d l* 

Ist  n angemessen  gross,  so  entsteht  eine 
Schleife.  Die  Curve  bildet  eine  eich  er- 
weiternde Spirale  von  / = — bis 
/=  -(-00  ; eine  sich  verengende  von 
1= — — bis  /=— 00.  Da  s=0  für 

ft 

1 — —CC,  so  windet  sich  der  letztere 
Theil  um  einen  festen  Funkt.  Das  Stück 
vom  Berührungspunkt  mit  der  Axe  der 
Y bis  zur  Spiue  aber  ist  gleich  der 
ganzen  sich  verengenden  Spirale  von  der 
Spitze  an  (Fig.  8). 

Schliesslich  discutiren  wir  noch  die 
Gleichung; 

s=A»“‘+kl. 

Sind  A,  « und  k positiv,  so  ist  s = + oo, 
wenn  bezüglich  / = 4 oo  ist. 

ds  . ttl  , , 

—^—Aat  -(-*, 


Beide  Ausdrücke  bleiben  positiv.  Die 
Curve  bildet  eine  sich  erweiternde  Spi- 
rale. Der  Bogen  von  l bis  — co  bis 
1=0  ist  aber  unendlich  gross,  d.  h.  die 
Curve  verdichtet  sich,  je  enger  die  Win- 
dungen werden,  immer  mehr  bis  ins  Un- 
endliche. 

Ist  aber  k negativ,  also  schreiben  wir 
— k dafür,  während  A und  rt  positiv 
sind,  so  ist  für  l=±cf>  immer  s=-(-x, 

il-4ne'^—k.  Es  findet  also  für 
dl~ 
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Trapei. 


, 1 , * . „ d's 

1=  — 'ß— 7 eine  Sri We  statt,  -rr  bleibt 

<t  a f* 

positiv.  Von  der  Spitxe  bis  zu  /=— oo 
hat  man  eine  sich  erweiternde  Spirale, 
und  Ton  der  Spitze  bis  /=4>oo  eine 
ebensolche,  jedoch  entgegengesetzt  ge- 
richtete. Der  positive  Theil  bat  indess 


wo  zu  setzen  ist: 

A—^  Hl.  ~ *** 

dt  tU^  dt  dt*' 

d*x  _ dx  d*t 
dt  dt*  dt  dt*' 


grossere  Windungen  als  der  negative 
(Fig.  9). 

Was  die  Ausdehnung  der  Transfor- 
mationscoordinaten  auf  Linien  doppelter 
Erümmnng  betrifft,  so  enth&lt  der  Ar- 
tikel : Schranbenlinie  hieräber  das  We- 
sentlichste. Wir  bemerken  hier  also 
nur,  dass  diese  Coordinaten  sind;  1)  die 
Bogenl&ngc  t von  einem  festen  Pnnkt 

an,  2)  das  Integral  1=1  dl,  was  die 

Summe  der  unendlich  kleinen  Winkel 
ansdriiekt,  welche  je  zwei  nlchste  Tan- 
genten von  einem  festen  Punkt  an 


c—~  Hy  _ 

dt  dt*  dt  dt*' 

TrauTemle  (G«ometrie). 

Eine  Linie,  welche  ein  System  von 
andern  Linien  in  der  Ebene  oder  im 
Raum  durchschneidet. 

Die  Theorie  der  Transversalen  macht 
einen  bedeutenden  Theil  der  höheren 
Geometrie  aus.  Man  vergleiche  darOber 
die  Artikel:  Geometrie  der  Lage,  nnd: 
Geometrie  (neuere). 


machen,  3)  das  Integral  m=J  dm,  vor- 
stellend die  Summe  der  unendlich  klei- 
nen Winkel  je  zweier  unendlich  naher 
Kriimmnngsebenen.  Der  Uebergang 
zwischen  rechtwinkligen  nnd  Transfor- 
mationscoordinaten ist  dann  gegeben 
durch  die  bekannten  Formeln: 


TmuverulschwlDgsngen  (WelleR- 
lehre). 

Schwingungen,  die  auf  der  Richtung 
des  Strahls  (siehe  den  Artikel : Strahl) 
senkrecht  stehen,  im  Gegensätze  zu  den 
Longitudinalschwingungen,  welche  dem 
Strahl  parallel  sind. 


dt*  =dx*  + di/*-i~dt*. 


Trapei  (Geometrie). 

Ein  Viereck  mit  zwei  parallelen  Sei- 
ten. Sind  a nnd  b die  parallelen  Sei- 
ten, h die  Hohe,  so  ist  der  Flächeninhalt 


gleich 


A (o  + i) 


In  alteren  Büchern  heisst  Trapez  je- 
des Viereck,  welches  kein  Parallelogramm 
ist;  dies  wird  ab  und  zu  wohl  anch 
Trapezoid  genannt. 
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Tretacheibe. 


Trattoyllidar  (HydnoUk). 

Derjenige  Raoin  einer  Waueriänlen- 
maichine,  von  wo  «ns  du  Wauer  inr 
Wirkung  gelangt. 

Traibatoue  (HasehlBanlehre). 

Du  Gefkaa,  in  welchem  mittels  einer 
Göpelvorrichtnng  die  Lut  aut  einem 
Schachte  emporgefOrdert  wird. 

Tralbnd  (ItachlBaiilehra). 

Bei  einem  Baderwerke  dujenige  Rad, 
an  welchem  die  Kraft  wirkt. 

Trappanrost  (■aachiBenlebrai. 

Einrichtung  lum  rauchlosen  Verbren- 
nen bei  Dampferaengern.  Statt  der 
Roststabe  sind  hier  8 Zoll  breite  Eisen- 
platten  in  Abständen  Ton  bis  2^  Zoll 
stufenförmig  über  einander  gelagert. 

Tratrad  (Maschinanlehre). 

Im  Allgemeinen  ein  llad,  welches  durch 
die  Kraft  eines  anfsteigenden  Menschen 
in  Bewegung  gesetzt  wird.  Man  unter- 
scheidet : 

1)  Du  Tretrad  im  engeren  Sinne, 
wo  der  Arbeiter  auf  der  änssem  Peri- 
pherie heraufsteigt.  Es  ist  zu  dem  Ende 
mit  Staffeln  versehen,  und  der  Arbeiter 
befindet  sich  immer  weniger  als  90*  vom 
höchsten  Punkte  entfernt. 

2)  Du  Laufrad,  wo  der  Arbeiter  auf 
der  innem  Peripherie  anfsteigt.  Dies 
geschieht  auf  Latten,  mit  denen  das 
Bad  beschlagen  ist,  und  die  Entfernung 
des  Arbeiters  ist  weniger  als  90*  vom 
tiefsten  Punkte. 

3)  Du  Sprossenrad.  Es  hat  statt 
der  Staffeln  dnrchgesteckte  Bolzen , an 

**  die  sich  der  Arbeiter  anhkit.  Er  be- 
findet sich  90*  vom  höchsten  Punkte, 
also  in  der  verticalen  Tangente. 

Ist  allgemein  « der  spitze  oder  rechte 
Winkel,  um  den  der  Arbeiter  von  der 
Spitze  oder  dem  Boden  des  Bades  ent- 
fernt ist,  r der  Badhalbmesser , G du 
Gewicht  des  Arbeiters,  so  kommt  zur 
Geltung  die  auf  dem  Badhalbmesser 
senkrechte  Componente  Caino,  also  das 
statische  Moment  Gr  sinn,  so  dass  also 
beim  Sprossenrad  die  Wirkung  am 
grössten  ist. 

Dagegen  ist  aber  die  Anstrengung 
zum  Anfsteigen  beim  Sprossenrade  gleich 
0,  da  dies  vertical  geschieht,  beim  Tret- 
oder Laufrad  entspricht  sie  dem  Auf- 
Steigen  auf  eine  durch  die  Tangente 
gelegte  schiefe  Ebene , und  ist  gleich 
Csinu,  so  dass  im  Grunde  die  Arbeit 


dieser  Bäder  gleich  ist,  und  dieselbe  wie 
bei  Winden  und  Haspeln.  Indus  kann 
erfahrungsmässig  ein  Mensch  an  den 
Treträdern  mehr  wie  an  letztem  leisten. 
Man  nimmt  an , dass  ein  Mensch  bei 
8 Stunden  Arbeit  und  128  Pfund  Ge- 
wicht, sowie  0,48  Fuss  Geschwindigkeit 
am  Sprossenrade,  aber  mit  201  Pfund 
Kraft  und  2t  Fuu  Geschwindigkeit  un- 
ter 24*  vom  höchsten  oder  tiefsten  Punkte 
am  Tret-  und  Laufrade  ubeitet.  Im  er- 
sten Falle  istdie  tägliche  Leistung  1769000, 
im  leutem  1663000  Fnsspfnnde. 

Jedoch  geht  einTheil  der  Arbeit  durch 
Zapfenreibung  verloren.  Sind  n Arbei- 
ter thätig,  G du  Gewicht  eines  jeden, 
G,  du  der  Muchine,  Q die  vertical 
wirkende  Lut,  so  ist  der  Zapfendrack 
nG4-G,-l-Q,  also  wenn  p der  Zapfen- 
halbmesser,  ft  der  Beibnngscoefficient 
ist,  die  Zapfenreibnng  gleich  : 

ju(aG-bO,-t-P)p, 

also ; 

ttGr  sin a=^0-|-/i(aG-|-6|-l-^)  p, 
wenn  die  Lut  am  Arme  t wirkt. 

Tretuheib«  (lascblnenlehre). 

Eine  schief  stehende  Scheibe,  auf 
der  ein  Thier  nahe  der  Peripherie 
fortschreitet,  und  ähnlich  wie  ein  Mensch 
am  Tretrade  wirkt.  Die  Axe  der  Welle, 
um  die  sich  du  Bad  dreht,  macht  einen 
Winkel  von  20  bis  25  Grad  mit  der 
Richtung  der  Schwere.  Die  Scheibe  ist 
mit  radicalen  Latten  beschlagen;  sie 
sitzt  winkclrecht  auf  der  Welle  und 
macht  daher  einen  Winkel  von  20  bis 
25*  mit  dem  Horizont.  Ist  dieser  Win- 
kel gleich  n,  hat  das  Thier  das  Gewicht 
G und  befindet  cs  sich  in  der  Entfer- 
nung r von  der  Wellenaxe,  so  hat  man 
das  Umdrehnngsmoment  Grsin«.  Die 
Last  (/  befinde  sich  am  Arm  6,  sei  G| 
du  Gewicht  der  Muchine,  p der  Zapfen- 
halbmesser, ft  der  Beibnngscoefficient, 
so  sind  die  statischen  Momente  der  Bei- 
bung  an  der  Basis  und  der  Seitenrei- 
bnng  bezüglich: 

J/i  (G+G,)cos«p, 

,u[(G-f  G,)sin«-f  P]p. 
(Vergleiche  den  Artikel:  Reibung.)  Man 
hat  also : 

G r sin  n=  P(i-f/tp)+/i(G+Gi)(| cos« 

sin  «)  p. 

Du  von  der  Componente  Geos«  her- 
rührende Kräftepaar  ist  hier  vernach- 
lässigt. 
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TrUngel  (fitometrie). 

Siebe  Dreieck, 

TrlupiUmU  (Artthmetik). 

Die  Zahlen , welche  entatehen , wenn 
man  die  Snmme  von  1,  2,  3 . . • Glie- 
dern einer  arithmetischen  Reihe  bildet. 
Gewöhnlich  hat  letxtere  die  Differenz  1. 
Also  ist  die  Reihe:  1,  2,  3,  4,  5 . . 
so  sind  die  Triangalarzahlen:  1,  3,  6, 
10,  16  . . . 

TrUnguliroiig  (GoodAsie). 

Die  Theilnng  einer  zn  messenden 
Fltche  in  Dreiecke , die  je  nach  der 
Grösse  der  anfxnnehmenden  Fliehe  als 
eben,  sptrisch  oder  spbäroidisch  zn  be- 
trachten sind.  Die  Ausmessung  des 
Dreiecksnetzes  kommt,  wie  leicht  Zusehen, 
mit  Ausnahme  einer  einzigen  Standlinie 
nur  auf  Winkel  zurück , jedoch  muss 
der  Controlle  wegen , namentlich  bei 
grosseren  Triangnlirungen , wenigstens 
noch  eine  Linie  direct  gemessen  werden. 

Triobue  ilbMhineilehre). 

Bei  Dampfwagen  diejenige  Wagenaxs, 
welche  durch  die  Trieb-  oder  Kurbel- 
Stange  hemmgedrebt  wird. 

TrieboUage,  Knrbeistoii^  0>aschl- 
Denlebrej. 

Bei  Dampfwagen  diejenige  einfache 
oder  gabelförmige  Stange,  welche  die 
Dampfkraft  vom  Kolben  auf  die  Trieb- 
axe  Obertrftgt. 

TriebrObre  (■aschinenlehre). 

Bei  atmosphkriseben  Eisenbahnen  die 
Rohre,  io  welcher  die  Luft  zn  verdOnoen 
ist,  um  mittels  des  Lnftdrucknnterschie- 
des  den  Zug  in  Bewegung  zn  setzen. 

Triebstock  (■aschinenlebre). 

Die  cjrlindrisch  oder  conisch  geform- 
ten Zkbne  eines  Trilling  (vergleiche  den 
Artikel:  Bad). 

TrigoBometrie. 

1)  Allgemeines. 

Die  Trigonometrie  lehrt , ans  drei 
Stucken  eines  Dreiecks,  Seiten  oder  Win- 
kel , deren  Zablenwerthe  gegeben  sinO, 
die  übrigen  durch  Rechnung  zu  finden. 

In  der  Regel  thcilt  man  sie  in  ebene 
und  sphärische  Trigonometrie.  Die  er- 
Btere  enthält  die  Berechnung  der  ebenen 
Dreiecke,  die  letztere  diejenige  der  von 


grössten  Kreisen  uf  dar  Kugel  gebil- 
deten. 

Man  verbindet  hiermit  zuweilen  die 
sphäroidische  Trigonometrie,  welche  die 
Berechnung  der  von  kürzesten  Linien 
auf  dem  zweiaxigen  Ellipsoid  gebildeten 
Dreiecke  lehrt,  und  die  für  die  höhere 
Geodäsie  wichtig  ist. 

Die  Möglichkeit,  aus  drei  Stfleken 
eines  Dreiecks  die  übrigen  berechnen 
zn  können , lebrt  die  Congruenz  der 
Dreiecke. 

Die  Ausführung  lässt  sich  aber  nicht 
durch  algebraische  Beirachtangen  leisten, 
da  die  Winkel  und  Seiten  eines  Drei- 
ecks in  einer  im  Allgemeinen  transcen- 
denten  Beziehung  stehen. 

Zweck  der  Trigonometrie  im  eigent- 
lichen Sinne  ist  es  nicht  eigentlich,  diese 
Beziehung  zn  ermitteln.  Dies  geächieht 
in  der  sogenannten  analytischen  Trigo- 
nometrie. Es  kommt  zunächst  nur  dar- 
auf an,  die  hier  erforderlichen  Transcen- 
denten  auf  eine  möglichst  geringe  Anzahl 
znrückzttTühren , deren  Kenntniss  und 
namentlich  deren  Berechnung  in  Tafeln 
man  voraussetzt.  (Die  Artikel : Reihen, 
sowie:  Tafeln  geben  hierzu  die  nOthige 
Anleitung.) 

Dazu  sind  nun  folgende  Betrachtun- 
gen nOthig.  Alle  gradlinigen  Dreiecke 
lassen  sich  in  rechtwinklige  zerlegen. 
Die  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
aber  sind  gegeben,  wenn  man  die  eines 
andern  Dreiecks  mit  gleichen  Winkeln 
kennt,  und  wo  eine  Seite  beliebig,  also 
z.  B.  gleich  der  Einheit  ist.  Da  das 
gesuchte  Dreieck  dem  letztem  ähnlich 
ist , so  lassen  sich  die  Seiten  des  letz- 
tem, wenn  eine  gegeben  ist,  nämlich 
sogleich  finden.  Nehmen  wir  an,  die 
Hypotenuse  sei  gleich  der  Einheit,  so 
ist  offenbar  das  Dreieck  bestimmt,  wenn 
man  noch  einen  spitzen  Winkel  a kennt. 
Zwischen  den  Katheten  a und  6 aber 
findet  dann  noch  die  Beziehung  a*-f-0'  = 1 
gemäss  dem  Pythagoräiseben  Satze  statt. 
Also  eine  Seite  des  Dreiecks,  z.  B.  die 
an  a anliegende,  ist  gegeben,  wenn  man 
die  andere  kennt. 

Die  Transcendenten , welche  in  der 
ebenen  Trigonometrie  erforderlich  sind, 
beschränken  sich  also  auf  die  dem  Win- 
kel « gegenüberliegende  Seite  eines  recht- 
winkligen Dreiecks , dessen  Hypotenuse 
gleich  Eins  ist.  Diese  Seite  nennt  man 
den  Sinns  von  «,  geschrieben : sin  rr.  — 
Es  ist  aber,  um  einfache  Formeln  für 
alle  Dreiecke  zu  haben,  nOthig,  die 
Dreieckswinkel  in  allgemeinerem  Sinne 
aufsufassen.  Wenn  man  die  eine  Seite 
nämlich  dreht,  bis  sic  in  die  Richtung 
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der  andern  fiUt,  so  bat  man  einen  Drei- 
eckswinkel,  und  in  diesem  Sinne  kann 
er  je  nach  der  Drehung  auch  im  recht- 
winkligen Dreiecke  stumpf  oder  spitz, 
auch  erhaben  und  selbst  grösser  als  4 
Rechte  sein,  da  man  die  Drehung  ja  so 
viel  mal,  als  man  will,  in  die  alte  Lage 
zurfickfOhren  kann.  Auch  ist  es  nöthig, 
je  nach  dem  Sinne  der  Drehung  posi- 
tive und  negative  Winkel  zu  betrachten. 
Et  wird  aber  gezeigt,  dass  die  Sinus 
aller  Winkel  gegeben  sind , wenn  mau 
die  der  Winkel  von  0 bis  90  Grad  kennt. 
Die  Sinns,  sowie  einige  andere,  mit  ihnen 
aber  in  algebraiscbcr  Beziehung  stehende 
Functionen,  trigonometrische  Functionen 
oder  Linien  genannt , enthalten  die  tri- 
gonometriseheo  Tafeln  entweder  selbst, 
oder  besser  die  Logarithmen  dieser  Func- 
tionen. Dies  bezieht  sich  zunächst  auf 
die  ebene  Trigonometrie , die  sphärische 
beruht  aber,  wie  gezeigt  wird,  auf  den- 
selben Elementen.  Die  sphäroidische 
aber  erfordert  eigene  Transcendenten, 
zu  deren  näherungsweiser  Berechnung 
Jedoch  die  trigonometrischen  wesentliche 
Dienste  leisten. 


2)  Theorie  der  ebenen  recht- 
winkligen Dreiecke. 

Man  bezeichnet,  wie  schon  gesagt,  im 
rechtwinkligen  Dreieck,  dessen  Hypote- 
nuse gleich  1 ist,  die  dem  Winkel  « 
gegenüberliegende  Cathete  als  Sinus  von 
n (sin  a).  Ausserdem  aber  wird  die  an- 
liegende Cathete  Cosinus  von  « , ge- 
schrieben cos  rr,  genannt,  während  man 
das  Verh&ltniss  des  Sinus  znm  Cosinus 
die  Tangente  von  a (tg«)  nennt,  nnd 
das  umgekehrte  Verh&ltniss  als  Cotan- 
gente  (cot«)  bezeichnet.  Weniger  ge- 
braucht sind  die  Bezeichnnngen  Secante 
(seca)  nnd  Cosecanie  (cosecn),  worun- 
ter bezüglich  die  umgekehrten  Werthe 
von  cosa  nnd  sina  verstanden  werden. 
Wegen  des  Pythagorftischen  Satzes  hat 
man  nun: 


1)  sin  -f  cos «*  = 1, 

ausserdem  als  Definition: 


2) 


tgo  = 


sin  a 
cos  « 


3) 

4) 


cos  « 1 

”sin  « ~ tgic’ 
1 

sec  o = , 

cos  a 


5)  cosec«  = -: — , 

sm  a 

nnd  aus  den  Gleichungen  2)  bis  5)*  ver- 
banden mit  1,  noch: 


6)  l-ftgif’>  = 8ec«*, 

7)  1 -f  cot  (t*  = CoSCC  a • . 

Jedoch  gibt  cs  noch  Besiehnngan  an- 
derer Art  zwischen  den  trigonometrischen 
Linien.  Der  andere  spitze  Winkel  des 
rccbtwinkl'gf  n Dreiecks  ist  nämlich  gleich 

und  da  die  an  « anliegende  Seite 

die  gegenüberliegende  von  — o >■*,  »o 
hat  man ; 


8)  «in 

anaeerdem : 


in(-|-«)  = 

ii-)- 


cos  ff, 


und  da: 


Ai-h- 


in  (^-«) 


ist : 

9) 

ferner  direct: 

10)  sec 


«(f— )= 
ii-)- 


- = cot  a 


cot  tty 


Der  Winkel  heisst  daa  Comple- 

ment  von  a,  die  Ansdrücke:  Cosinus, 
Cotangens,  Cosecans  sind  abgekürzt: 
Complcmentssinus,  Complementstangens, 
Complemenssecans , was  durch  die  For- 
meln 8 bis  10  begründet  wird. 

Seien  jetzt  a und  ß die  schiefen  Win- 
kel eines  beliebigen  rechtwinkligen  Drei- 
ecks, a nnd  6 bezüglich  die  ihnen  gegen- 
überliegenden Catheten,  A die  Hypote- 
nuse, so  ist,  da  dieses  Dreieck  dem  mit 
Winkel  a und  Hypotenuse  t ibnlich  ist, 
offenbar : 

11)  n : 6 : c =:  sin  « : cos  « : 1 

=:  tg  n : 1 : cosec  o = 1 ; cot  a : sec  rr. 

Diese  Formeln  reichen  bin , um  alle 
bei  rechtwinkligen  Dreiecken  vorkom- 
menden  Fälle  lösen  zu  können,  voraus- 
gesetzt, dass  man  die  trigonometrischen 
Linien,  oder  besser  ihre  Logarithmen 
berechnet  und  in  eine  Tafel  geordnet 
bat.  Diese  Tafel  gibt  für  jeden  Werth 
von  0 bis  90  Grad  den  lg  sin  rr,  lg  cos  er, 
lg  tg  a,  lg  cot  «r,  also  auch  zu  jedem  die- 
ser Logarithmen  den  dazu  gehörigen 
Winkel,  lieber  die  Interpolation  dieser 
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Tafeln  nehe 
ersehen. 

den  Artikel : 

Tafel.  Ihre  sonstige 

Einriditnng  ist  leidit  an 

Offenbar  sind  alle  StOcke  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  gegeben,  wenn  man 
swei,  worunter  wenigstens  eine  Seite,  kennt.  Wir  geben  daher  die  ans  der  For- 
mel 11)  leicht  xn  findenden  Ansdrücke  in  eine  Tafel  geordnet,  nnd  lügen  xn  je- 
der Anfgabe  der  Controlle  wegen  eine  Probefonnel  hinzu. 

Gegeben 

Geincht 

Probe 

1) 

o,  4 

tg«=T,  /»=2-“ 

c cos  ft  :r  6 

^ a 

8) 

o,  e 

a ^ 71 

s.n«  = -,  ^=2-0 

c cos  r<  = 6 

6 = fl  cot  a 

3) 

o,  o 

**  A 

c — , 6 = fl  cot  a 

SID  n 

c cos  n = 6 

4) 

*, « 

6 , 

, a = 6tga 
cos  a ^ 

csin  0 = 0 

B) 

c,  o 

0 = e sin  o,  4 = e cos  » 

6 tg  ft  = a 

Wir  fBgen  xn  jeder  diuer  Aorgaben  ein  Rechnangxtchemx  hinxn; 

1)  g = 86.42796, t- 22,15498 

lg  0 = 1,6614347  lg  0 = 1,5614347 
lg  4 = 13464714  lg  sin  0 = 9,9316570- 10 
' lg  tg  o = 0,2169633“  lg  c = 1,6297777 

0=58*  41' 33",  37  c=42,63612 

^ = 31»  18' 26",  63 

Probe:  lg  c = 1,6297777 

lgcoso  = 9.7156938-10 
lg  4 =1,3464715 

2)  0 = 36,42795,  c= 42,63612 

lg  0 = 1,5614347  lg  0 = 1,6614347 

lg  c = 1,6297777  lg  cot  « = 9,7840366 -10 

lg  iin  0 = 9,9316570-10  lg  4 =1,3464713 

0 = 58*  41' 33",  37  4 = 22,15498 

^ = 31«  18' 26",  63 

Probe  wie  oben. 
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3)  fl  = 36,42795,  « = 68«  41' 33",  37 

lg  0 = 1,6614347  lg  « = 15614347 

lg«in  « = 9,9316570-10  lg  cot  « = 9,7840366 -10 
lg  c = 1,6297777  lg  * = 13464713 

c = 42,63612  * = 22,15498 


P robe  wie  oben. 

4)  22,15498  « = 58*  41^38",  37 

lg  * = 1,3454713  lg  * = 15464713 

lg  eo»  « = 9,7166938-10  lg  tg  «^0,2159^ 
lgc  = l,6297775  ' lg  <i  = 1,5614346 

c = 42,63612  11  = 36,42795 


Probe:  lg  c = 1,6297775 

lg  iin  « = 9,9316570—10 
lg  « = 15614345 

6)  f= 42,63612  « = 58«  41' 38",  37 

lg  c = 1,6297777  lg  c = 1,6297777 

lg  «in  « = 9,9316570- 10  lg  coi  « = 9,7156938-10 
lg  « = 1,5614347  lg  * = 1,3464716 

« = 36,42795  4 = 22,16498 


Probe:  lg  4 = 1,3454715 

lg  tg  « = 0,2159633 
lg  «=15614848 


3)  ifeber  die  trigon  ometriichen 
Linien  im  Allgemeinen. 

Um  die  Definition  der  trigonometri* 
•eben  Linien  lal  Winkel  ron  mehr  «li 
90«  nnd  eelbit  anf  negatire  Winkel  ani- 
xndehnen,  eind  dieselben  leicht  in  modi- 
fidren. 

Es  seien  (Fig.  10)  xwei  anf  einander 
senkrecht  sich  in  O schneidende  Li- 
nien, EOA  = a ein  Winkel,  dessen  einen 
Schenkel  AC  wir  ons  als  fest,  den  an- 
dern OB  als  beweglich  denken,  and 
xwar  derart,  dass  er  ron  AO  ans  durch 
Drehung  um  O nach  nnd  nach  grosser 
wird.  Macht  man  OE  = 1 , sieht  EF 
senkrecht  FO,  so  istFO  = cos«,  nnd 
man  sieht  leicht,  dass,  wie  sich  auch  « 
«wischen  0 nnd  90«  ändert,  der  Cosinus 
Ton  « in  die  Linie  AO  fallen  wird,  dass 
er  für  0 Qrad  gleich  0£  = 1 ist,  dann 
immer  mehr  abnimmt,  nnd  Ihr  «=90« 
verschwindet,  da  Punkt  F in  O fällt 


Betrage  nun  die  Drehung  der  Linie 
OE  mehr  als  90«,  falle  sie  also  in  die 
Lage  0£,,  nnd  sichen  E.F,  ebenfalls 
senkrecht  anf  AO,  so  ^rd  von  der 
Verlingemng  von  AO  ein  Stück  OF, 
abgeschnitten , welches  als  Cosinus  des 
Winkels  AOE,  sn  betrachten  ist,  da  es 
ganx  in  derselben  Weise  wie  vorhin  OF 
entsteht 

Eben  aber  weil  OF,  in  die  Verlän- 
gerung der  ursprünglichen  Lage  fällt 
ist  es  als  negativ  xn  betrachten,  aus 
den  für  die  Berechnung  von  Banmgrössen 
allgemein  geltenden  Gründen.  Beträgt 
die  Drehung  mehr  als  180  Grad,  fällt 
also  OE  in  die  Lage  OE„  so  ist  OF, 
der  Cosinus  des  erhaltenen  Winkels 
AOE, , also  dieser  ebenfalls  negativ. 
Im  vierten  Quadranten  also  für  den  er- 
haltenen Winkel  AOE,  ist  der  Cosinus 
E,F  wie  im  ersten,  also  positiv.  Setxt 
man  die  Drehung  um  mehr  als  860« 
fort  IO  wiederholt  sich  das  Garne,  d.  b. 
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Fig.  10. 


der  Winkel  360* -f-o  hat  denecibcn  Co- 
iinus  als  Winkel  a.  Denkt  man  den 
Winkel  a negativ,  so  ist  die  Drehnng 
von  AO  nach  0£,  hin  zu  machen,  also 
der  Cosinus  verhüt  sich  wie  im  vierten 
Quadranten,  oder  der  Cosinns  von  — a 
ist  derselbe  als  von  360*  — n. 

Liegt  jetzt  wieder  Winkel  a im  er- 
sten Quadranten,  so  ist  AE  sein  Sinns. 
Indess  um  denselben  auf  einer  festen 
Linie  tu  haben,  ziehen  wir  EG  senk- 
recht auf  £0,  dann  ist  GO-  AF=a\nn. 
Offenbar  sieht  man,  dass  für  n = 0 sinn 
verschwindet,  und  dann  bis  90*  wächst, 
wo  sino  = 0£  = l ist.  Im  zweiten  Qua- 
dranten, wo  OE  in  die  Lage  OE^  fällt, 
ändert  der  Sinns  seine  Richtung  nicht, 
bleibt  also  positiv,  im  dritten  dagegen 
und  vierten  gibt  OD  die  Richtung  des- 
selben an,  ist  also  negativ.  Für  Win- 
kel über  360*  und  negative  Winkel  gilt 
das  beim  Cosinus  Gesagte.  Uebrigens 
sieht  man,  dass  wenn  E^OB  = EOA, 
also  Winkel  AOE  = 180*  — a ist,  Sinns 
and  Cosinns  dieselbe  OrOssc  OC  und 
OF'=0£,  abgesehen  vom  Zeichen,  ha- 
ben, wie  Sinus  und  Cosinus  von  n,  anch 
findet  dasselbe  sutt,  wenn  E,OB  und 
EOAzza  sind,  also  für  die  Winkel 
180* -)-a,  360*  — «.  Für  die  Winkel,  die 
grösser  als  360*  sind , wurde  schon  ge- 
leigt, dass  deren  Sinns  und  Cosinns  dem 
von  a gleich  ist.  Es  sind  also  Sinus 
and  Cosinus  aller  Winkel  dem  Zeichen 
und  dem  absoluten  Werth  nach  bestimmt, 
wenn  man  die  entsprechenden  derjenigen 
Winkel  kennt,  welche  im  ersten  Qua- 
dranten liegen. 


Was  die  übrigen  Linien  anbetrifft,  so 

ist  tgtt  =*"*  ",  und  da  im  ersten  Qnit- 
cos  n 

dranten  der  Zähler  wächst,  der  Nenner 
aber  abnimmt,  so  wird  die  Tangent« 
wachsen,  und  zwar  da  sin0*=0ist,  und 
cos  90*  = 0 von  Null  bis  Unendlich.  Im 
zweiteu  Quadranten  ist  der  Zähler  posi- 
tiv, der  Nenner  negativ,  im  dritten  beide 
negativ,  im  vierten  der  Zähler  negativ, 
der  Nenner  positiv.  Die  Tangente  wird 
also  im  dritten,  wie  im  ersten  Quadran- 
ten positiv,  im  zweiten  und  vierten  ne- 
gativ sein.  cotn  = — , also  die  Cotan- 
tgn 

gente  hat  mit  der  Tangente  gleiches 
Zeichen;  ebenso  verhält  sich  die  Secante 
zum  Cosinus  und  die  Cosecante  zum 
Sinns,  deren  umgekehrte  Werthe  sie  be- 
züglich sind.  Auch  das  Verhalten  im 
ersten  Quaaranten  ergibt  sich  hieraus. 
Es  ist: 

cotO  = oo,  cot90*  = 0, 
secO  = l,  sec90*  = ®, 
coseeO  = ®,  cosec90*  = l. 

Es  werden  also  die  erste  nnd  dritte  die- 
ser Functionen  abnehmen,  die  zweite  zu- 
nehmen. 

Wir  wiederholen  jetzt  die  eben  gefun- 
denen Regeln  zur  Bestimmung  der  tri- 
gonometrischen Linien  in  übersichtlicher 
Form,  bedienen  uns  aber  des  Bogen- 
maasses  für  die  Winkel,  so  dass  n = 180* 
gesetzt  wird. 

Was  zunächst  das  Verhalten  im  ersten 
Quadranten  anbetrifft,  so  gilt  dafür  fol- 
gendes Täfelchen: 


sin  cos 

w.  0-1  f.  1-0 


tg  I cot  sec  I cosec 

0—CD  1 f.  CO— 0 W.  1-00  1 f.  00  — 1 
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w.  nnd  f.  bezeichnen  Waehien  und  Fal- 
len im  ersten  Quadranten.  Die  beige- 
achriebenen  Zahlen  drücken  die  Grenz- 

werthe  bei  Nnll  nnd  90*=-^  ans.  Es 

sind  somit  Sinus  und  Cosinus  immer 
kleiner,  Secans  und  Cosecans  immer 
grosser  als  Eins,  Tangens  nnd  Cotan- 
gens  aber  nehmen  alle  reellen  Zahlen- 
werthe  an.  Die  mit  co  anfangenden 
Linien  nehmen  immer  im  ersten  Qua- 
dranten ab,  die  übrigen  zu. 

Bezeichnet  jetzt  f eine  der  6 trigono- 
metrischen Linien,  so  findet  zwischen 
den  numerischen  Werthen  die  Relation 
statt: 

^(")  = ± — e)  = ± /■  (n + n) 

= ±/-(2r«-o), 
welche  Ausdrücke  die  Werthe  in  allen 
Tier  Quadranten  auf  den  ersten  znrflck- 
führen. 

Es  ist  also  z.  B. ; 

/•(100*)=A180-  80*)=  + A(80»), 
^(312*) = /-(360  -48»)  = + ^(48*). 


Die  Zeichen  aber  gibt  folgendes  Ti- 


felchen : 

I. 

II. 

III. 

IV. 

cosec 

sin 

+ 

+ 

- 

- 

cos 

scc 

+ 

- 

- 

+ 

tg 

cot 

+ 

- 

+ 

- 

Die  römischen 

Zahlen 

geben 

die  Qna- 

dranten  an.  Für  Winkel,  die  grosser 
als  360*  oder  2z  sind , aber  gilt  die 
Formel : 

/■(2j/I-fn)=/(<t), 

wo  s eine  beliebige  ganze,  auch  nega- 
tive Zahl  ist  Die  Function  ist  süso 
mit  dem  Zeichen  bestimmt. 

Was  die  negativen  Winkel  anbetrifft, 
so  ist: 

oder  anch,  wenn  nimlich  a grosser  als 
360*  ist: 

Es  ist  aber,  wenn  « ein  beliebiger  spitzer 
Winkel  ist: 

sin  (2n— e)=  —sinn, 
cos  (2n  — o)  = cos  « 
tg(2z— o)=— tgn, 
cot  (2n — a)  = — cot  «r, 
sec  (2n — a)  = sec  a, 
cosecSn  (— o)  = — cosec«. 


also  anch; 

sin(— «)=  — sinir, 
tg(-o)=  -tgff, 
cot(— o)=  —cot  (t, 
cosec  (—«)=—  cosec  a, 

aber: 


cos(— o)  = COS(t, 
sec(  — rr):=secCT. 

Es  sind  hier  die  Winkel  Öfter  anf  Bo- 
genmaasse  bezogen.  In  der  That  kann 
man , and  namentlich  bei  analytischen 
Betrachmngen  geschieht  dies  immer,  den 
Bogen,  dessen  Centriwinkel  « nnd  des- 
sen Radins  die  Einheit  ist,  statt  des 
Winkels  betrachten. 

Ist  FO=l,  so  wird  EV  die  geome- 
trische Tangente  dieses  Bogens  sein. 
Offenbar  ist  dann  anch: 


EF  sin  a 
FO  cosa  ***’ 


nnd  da  FO-1  ist: 

tga=EF, 

woher  der  Name  der  trigonometrischen 
Tangente  rührt. 


4)  Trigonometrische  Formeln. 

In  die  Trigonometrie  im  eigentlichen 
Sinne  geboren  nur  die  Formeln,  welche 
für  das  \nsmessen  der  Dreiecke  von 
Wichtigkeit  sind.  Diejenigen,  welche 
sich  namentlich  anf  die  analytische  An- 
wendung der  trigonometrischen  Functio- 
nen beziehen , sind  an  anderer  Stelle  zu 
geben.  — Als  Gmndformel  ist  diejenige 
zu  betrachten,  welche  den  Sinus  der 
Summe  zweier  Winkel  durch  die  Func- 
tionen dieser  Winkel  aasdrücken  lehrt. 

Seien  a,  i,  c (Fig.  11)  die  Seiten  eines 
beliebigen  Dreiecks,  a,  ß,  y bezüglich 
ihre  Gegenwinkel,  k das  von  y auf  die 
Gegenseite  gefüllte  Lotb , welches  die 
letztere  in  die  Stücke  K nnd  I theilt, 
so  entstehen  zwei  rechtwinklige  Drei- 
ecke, in  welchen  man  hat: 

A = 6sin«  = asin/I,  K = bcota, 
f=<i  cos  ß, 

woraus  sich  die  wichtige  Formel  er- 
gibt: 

o _ 4 

sin  R ~ sin  ß" 

Offenbar  konnte  man  das  Loth  anch 
von  Winkel  ß ans  ziehen,  und  erhielte 
dann: 

a _ c 
sin  a ~ sin  y’ 
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Fig.  11. 


also: 

1)  = -A.  = 

' >in  R ain  ß ain  y' 

d.  b.  die  Seiten  einea  Dreiecka  verhalten  aicb  wie  die  Sinna  der  Gegenwinkel. 
Auaaerdem  iat  e=K-i-l,  alao: 

2)  c=a  cot ß+b  co$a. 

Dieae  Formeln  werden  apäter  dirert  benntit  werden.  Jetat  verwenden  wir  aie 
anr  Entwickelung  der  Qmndrormel.  Setien  wir  ana  1); 


V , _R  ain  jJ 


in  2)  ein,  ao  kommt: 
Ea  iat  aber; 
nnd; 
alao : 

I) 


aiU)'  = aioaooa/3+ coa  o ain 
y = n-(n+ß), 

ain  [n  - («  + ß)]  = ain  («  + ß), 
ain  (o+^)  — lin  « ß+coi  a ain  ß. 


Diea  iat  die  verlangte  Qmndformel.  Da  aie  ana  der  Betrachtnng  einea  Dreiecka 
gewonnen  iat , ao  möchte  et  acheinen , daaa  die  Winkel  r nnd  ß beide  apitx  sein 
m&taen,  oder  bOchstena  einer  ttnmpf  aein  könne,  indeaa  iat,  wie  achon  oben  an- 
gedentet  worden,  der  Begriff  dea  Dreieckwinkela  einer  Erweiterung  fkhig,  der  {Ur 
Winkel  aller  Quadranten  gilt.  Indeaa  xieben  wir  ea  hier  vor,  die  allgemeine  Gül- 
tigkeit der  Formel  1)  direct  xn  beweiaen. 

Ennächat  gilt  die  Bewcialührung  jedenlalle,  wenn  r ein  atnmpfer  Winkel  iat. 
Et  iat  in  dietem  Falle  n— r ein  apitzer.  Schreibt  man  nnn  in  Formel  1)  n — a 
fUr  R,  ao  kommt: 

. ain[n— (r— /!)]  = ain(n  — a)coa  /S-l-coa(R  — u)ain^, 

d.  b.: 

II)  aln(R— /J)  = ainRCoa/J— cotRain^, 

nnd  die  Formeln  I)  und  II)  gelten  jedenfalla,  wenn  r und  ß potitive  apitae  Win- 
kel tind.  Diea  voranageaetzt,  mögen  A und  B beliebig  aein,  ao  iat  jedenfalla: 
il  = Rn+R,  B = t n +ß, 

wo  R und  ß die  obigen  beacbrönkten  Wertbo  haben.  A nnd  B aind  dann  ganz 
beliebig,  wenn  n nnd  a ganze  (auch  negative)  Zahlen  tind.  Um  jedoch  daa  doppelte 
Vorzeichen  zn  vermeiden,  achreiben  wir  lieber; 


A=:iin  (— 1)^R,  B = an(— 1)^/1, 

wo  f und  q ebenlallt  ganze  Zahlen  aind.  Nnn  iat; 

tin(A+Ä)  = ain[(ii-ft)  Jt(— 1)**  o(-l)^/J], 
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nnd  nach  den  Betrachtungen  dea  'rorigen  Abschnittes,  wie  leicht  zu  sehen  ; 
sin  (A  + ß)=  (-l)"+‘+^'sin 

Wendet  man  nnn  die  Formel  I)  oder  II)  an,  Je  nachdem  q—p  grade  oder  un- 
grade ist,  so  hat  man; 


sin  [n(—  = sin  neos;} (—1)^  ^cosnsin^. 


also: 


sin(A-fB)  = (— 1)’*'^*'^^  sinn  cos /}(  — l)"'^*'^^C0BO8in^. 
Offenbar  aber  ist: 

sin  A = (— 1)"*^^  sin«,  sin  Ä = (— l)*^"^8in/S, 
cos  A = ( — l)"co8  «,  cos  ß = (—  1)*  cos  /}, 


also ; 


sin(A-|-B)  = sin  A cos  B-|-cos  A sin  ß, 


womit  die  Formel  I)  fUr  alle  Winkel  bewiesen  ist.  Die  AllgerocingUltigkcit  der 
Formel  II)  folgt  dann  ans  dieser,  wenn  man  — ß fOr  B schreibt  Es  ist  dann: 

sin  (A  — ß)  = sin  Acos  (— ß)-t-cos  A sin  (— ß), 
woraus  sich  ergibt: 

(sin  A— ß)  = sin  A cos  ß— cos  A sin  ß. 

An  die  Formeln  I)  nnd  II)  reihen  sich  nnn  die  folgenden  Entwickeinngen.  Es 
werde  in  II)  für  « geschrieben  •<>  ergibt  sich: 

sin^-^— o— ;9^  = ain 

cos(a-|-/l)=:cosaco8  />— sinn  sin^. 


d.  h.: 
III) 


nnd  wenn  man  in  I)  — n für  n schreibt; 

sin  (y-(o-/9))  = sin  (y“ (y~“) 

oder: 

IV)  cos  (n— ^)  = co8RCos/$ sin  Rsin/9. 

Ans  den  Formeln  I)  und  III)  aber  ergibt  sich: 

sin  (a -(- ^)  _ sin  n cos  cos  (t  sin  ^ 
'8  (®  cos  (o-|-^)  ~ cos  a cos  sin  n sin^' 

oder  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  cos«  cos/)  dividirt: 

•gn  + iey* 


V) 


‘8  («+fi)  = 


1 — tga  tgß 


nnd  ebenso  folgt  aus  II)  nnd  IV): 
VI) 


, , tg  « — tg  ^ 

•e(«  Ä — jf+tg  n tg/)' 

Ist  in  der  Formel  I)  fi  = a,  so  kommt: 

VII)  sin  2a =2  sin«  cos«, 

nnd  ebenso  ans  Formel  III): 

VTII)  cos  2a  = COS  a*— sin  a*  = 1—2  sin«’  = 2 cos«’— 1, 

wo  die  beiden  letzten  Ansdrücke  sich  ans  dem  ersten  mittels  der  Formel; 
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iino*+co*B’  =1 

ergeben.  Vertauscht  man  in  8)  2n  mit  a,  so  kommt: 

cosn  = l— 2^sin =2^cos-^^  —1. 

Also  wenn  man  sin und  cos ans  diesen  Gleichungen  entwickelt: 


IX) 

X) 

XI) 


rt  _/l  — cos« 
« -/l-fcog« 

““2=y-2-- 


SeUt  man  in  V)  ß = tt,  so  ist: 


tg  2o= 


2 tgo 


1— tgn>‘ 

Durch  Division  von  IX)  und  X)  ergibt  sich: 


« _ /l— coso 

^"2  ■ I 1+cosn’ 


oder  wenn  man  Zithler  und  Nenner  mit  V(l  — cosa)  oder  mit  VCi'f'Cosn)  multi* 
plicirt : 


XII) 


cosn 
cos  a 


1— cos  a _ 
sin  a 


1+cos  n' 


Addiren  und  snbtrahircn  wir  jetit  die  Formeln  I)  und  II),  sowie  III)  und  IV), 
so  kommt: 


XIII) 

XIV) 

XV) 

XVI) 


sin  («4-/9)4-sin  («—/})  = 2 sin  ttcosj», 
sin  («r4~/*)~e'n(«— (S)  = 2cosa  sin  /}, 
cos (n+iO+cosC«— ^)  = 2cosocos  fl, 
cos(n— ;»)— cos(o+/S)  = 2sin  ct  sin;). 


Diese  Formeln  könnten  dam  dienen,  um  Products  von  Sinus  und  Coainns 
in  Summen  zu  verwandeln.  Seit  EinfQhrnng  der  Logarithmen  ist  es  indesa  viel 
wichtiger,  Summen  durch  Pronucta.  ausiudrnckcn,  damit  die  logaritbmische  Rech- 
nung nicht  unterbrochen  werde.  Wir  geben  den  Formeln  also  einen  dem  ent- 
sprechenden Ausdruck  und  schreiben: 


somit : 


<t  + fl  =a,  n — /J  = Ä, 
a-l-t  — i 


dann  werden  die  Formeln  XIII)  bis  XVI) 
XVU) 


XVIU) 

XIX) 

XX) 


sin  a-)-sin  6 = 2sin 
lin  a — sin  ö = 2sin 


0 ^ 

a — b 

1— ^cos 

2 ’ 

a — i 

a + 6 

1— g-COS 

2 ’ 

0-1-4 

a — b 

' ~~2~ 

2 * 

«44  . 
u „ sin 

0 — 6 

5)  Berechnung  der  schiefwinkligen  Dreiecke. 

Mit  den  Formeln  1)  und  2)  des  vorigen  Abschnitts  verbinden  wir  noch  awei 
andere,  die  sich  leicht  ans  derselben  Figur  ergeben.  Zunkebst  ist  offenbar: 

«*  = *>4-/*=A*-Kc  — /Q«, 
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und  wenn  man  die  Werthe  Ton  i and 
K eineetzt: 

a*  = 6*  ein  o’+(e— A cos  «)*, 
d.  h..  da  ein  o’ +CO«  «’ = 1 i«t: 

3)  a»  = 6*  4-c*— 2 Accoin. 

Ferner  lit; 

k 

tgfl  = 


d.  b.: 

4) 


tgfl=: 


c-  K' 


Aiin« 


’ c— A coi  a 
Der  Flächeninhalt  dee  Dreiecke  werde 
mit  F bexeichnet.  Es  ist  also : 
F=ick, 

oder: 

5}  F = ^AcBino, 

, Asiny 

oder  wegen:  e=— — 
em^ 

5,) 

ein;» 

Es  ist  wichtig,  dose  man  in  jeder  das 
schiefwinklige  Dreieck  betreffenden  For- 
mel jede  zwei  Seiten  a,  A,  c mit  einan- 
der rertanscbcn  kann,  wenn  man  die 
entsprechenden  Gegenwinkel  auch  rer- 
tonscbt,  da  die  Bezeichnung  einer  Seite 
so  gut  wie  der  andern  lukommen  kann. 

Zur  Berechnung  der  Dreiecke  aus  drei 
gegebenen  Seiten  reichen  die  Formeln 
1),  3)  and  4)  hin.  Es  sind  nämlich  vier 
Fälle  mSglich. 

Sind  1)  gegeben  eine  Seite  nnd  zwei 
Winkel,  so  gibt  der  dritte  Winkel  die 
Beziehung  a -)-/l -(-)'  = 2 R,  und  die  For- 
mel 1)  gibt  die  beiden  andern  Seiten, 
nämlich,  wenn  a die  gegebene  ist: 
j_osin^  ^_osiny 
sin  tt  ’ sin  n ' 

Sind  2j  gegeben  zwei'  Seiten  und  der 
Gegenwinkel  der  einen,  a,  b und  o,  so 
gibt  dieselbe  Formel  ß,  nämlich: 


die  Bechnung  ist,  falls  sie  mit  Logarith- 
men ansgoführt  werd  cn  soll , und  es 
müssen  daher  die  Formeln  3)  und  4) 
durch  bec^uemerc  ersetzt  werden.  Gehen 
wir  von  Formel  3)  aus,  aus  der  wir  Win- 
kel a finden,  und  sie  demgemäss  schrei- 
ben: 

A*-fc’-o* 
cos«  = — . 

2 Ac 

Wir  addiren  diese  Formel  zur  Einheit, 
und  ziehen  sie  auch  von  der  Einheit  ab : 

l+co»“  = — 2A^^ , 


1 — C08O  = - 


2Ac 


Wenn  wir  beide  durch  2 dividiren,  und 
die  Wnrzeln  nehmen , so  gibt  IX)  nnd 
X)  des  vorigen  Abschnittes: 


(a-fÄ-t-c)(A-(-  c-o) 
Ac 


'a  -f-  A — c)  (A-(-c— a) 
~Äc  ’ 


Formeln,  die  sich  beide  znr  logarith- 
mischen  Bechnung  eignen,  da  sie  keine 
Summen  enthalten,  wenna+A-t-c,  a-|-A— c 
u.  s.  w.  gleich  berechnet  werden.  Noch 
bequemer  aber  schreibt  man  : 


a-t-A-f-c 

— 2 I 


dann  ist: 


6) 


7) 


« _,/»(»-«) 


cos  = / - 


6 c 


-t)  (s-c) 
A c 


Eine  noch  bequemere  Formel  für  den 
Fall,  dass  alle  Winkel  gesucht  sind,  er- 
hält man  durch  Division  von  7)  dnreh  6); 


8) 


sin^  = 


A sin  (t 


± - 1 /(»-*)(» 
2 f s(s  — 0 


y und  c werden  dann  wie  oben  gefun- 
den. Man  sieht,  dass  diese  Berechnung 
sich  auf  logarithmischem  Wege  sehr  ein- 
fach macht. 

Sind  aber  3}  alle  drei  Seiten  gegeben, 
so  lasten  sich  mittels  der  Formel  3)  die 
Winkel  finden;  nnd  sind  4)  zwei  Seiten 
und  der  eingescblossene  Winkel  gegeben, 
A,  c nnd  a,  so  gibt  Formel  3)  die  dritte 
Seite  nnd  4)  die  übrigen  Winkel.  Man 
sieht  aber,  vrie  unbequem  in  beiden  Fällen 


«)  ’ 

denn  die  vier  Grossen  i,  s— A,  t—e  kom- 
men in  allen  drei  Winkeln  allein  vor,  da 
sich  die  denselben  entsprechenden  Aus- 
drücke durch  Vertauschen  von  a A,  aß, 
oder  a c,  a y aus  8)  ergeben.  Auch 
kann  man  mit  Vortheil  gleich  einen 
Ausdruck  für  den  Flächeninhalt,  wenn 
alle  drei  Seiten  gegeben  sind,  anschliessen. 
Es  ist  nämlich: 

F = i A c Bin  « = A c sin  .g.  cos  .5-. 

(Vergleiche  Formel  VII)  des  vorigen 
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Abschnitts).  Also  wenn  rnnn  6)  und  7)  leichtert  sich  such  das  Auflinden  der 
anwendet:  Winkel.  Denn  man  hat  offenbar: 

9)  (.-«)(»- »»)  . = 

Sclbstvcrstindlich  kann  man  diese  For-  Sind  also  alle  drei  Seiten  gegeben , so 
mcl  auch  ohne  trigonometrische  Betrach-  seist  man,  wenn  alle  übrigen  Stücke  ge- 
lungen finden.  Ist  f’ gefunden , so  er-  funden  werden  sollen,  am  bcijuemsten 

I '(«-«)  («- *) 

Dann  ist : 


F=  if  ■ i 

Als  Probe  aber  dient  die  Beziehung; 

n-f-;J  + y=180“. 


Es  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  wo  zwei  Seilen  und  der  ringeschlossene  Winkel 
gegeben  sind.  Um  bequeme  Formeln  zu  haben,  gehen  wir  von  Formel  1)  in 
folgender  Gestalt  aus ; 

a sin  ^=c  sin  rr,  6siny  = esin^. 


Diese  Formeln  werden  addirt  und  subtrahirt: 


(n  -f-  6)  sin  y = c (sin  n-fsin  ^), 
(a— t)  sin  y = c(sin  ß — sin^). 


Da  nun  y = 2K — a — (t,  also  sin y=:sin(n-|-^)  ist,  so  hat  man,  wenn  man  die 
Formeln  XVII)  und  XVIII)  anwendet,  für  6in(n-f^)  nach  Formel  VII)  schreibt: 

sin  cos  und  soviel  als  möglich  hebt: 

A A 


10) 


, ,,  a + ß 

(a  + 4)  cos  — g—  = c cos 


2 ’ 


11) 


/ ■ ‘<+ß  ■ “ — 

(o  — i)sin-g!:  = csin  — g- 


Ist  nun  a,  b und  y,  somit  auch  a-{-ß  = 2 R — y gegeben,  so  erhftlt  man  ccos — ^ 
und  c sin  — — also  durch  Division;  tg  Nimmt  man  den  entsprechenden 

Winkel  ~~2~’  dessen  Cosinus  und  Sinus,  so  hat  man  c,  etwa  ver- 

mittelst der  Formel  10),  während  11)  als  Probe  dient.  Da  nun  — und 

gegeben  sind,  so  gibt  Addition  und  Subtraclion  die  Winkel  a und  ß.  Auch  kann 
man  gleich  11)  durch  10)  dividiren,  und  hat; 


12) 


lg 


"—ß  _ 1— ,.•!+£ 
2 ■ n 4 4 ® 2 ■ 


Diese  Formel  in  Verbindung  mit  10)  oder  11)  gibt  dann  c. 
lliernach  sind  alle  Aufgaben  auf  bequeme  Weise  zu  lösen. 

Wir  geben  die  AnflOsang  der  vier  Fälle  jetzt  noch  in  Tafciform: 
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Gegeben 

1 Gesucht 

1 Probe 

1)  a,  4, « 

1 bsina  6 8inv 

I sin/J_-^-,  y-180"  ß ' 

F = j o 4 sin  y 

c = aco8/S  + &cosa 

2)  O,  K,  ß 

y=:180»-(o+«,  4 = !^'’. 

osiny  _ o*  sin^  sin  y 

sin«  ’ ~ 2sino 

c = ocos;J-|-4coso 

8)  h,  C 

0+4+C  ,/(j-aj(s— 4)(s  — c) 

2 ’ ^~r  * ’ 

« V . ß ’f  . y T 

2'  “ ^ "2  “ s—  4’  ® ~ i — c’ 

F = </  • I 

o-t-;J-}-y  = 180» 

4)  fl,  4,  y 

m = 90* — ,4  = (o -j- 4) cos tt,  B=(a  — 4)sinu, 

B B M-f-®  “ — ® 

'8'  = .?'  '=sino'  “=  2 ’ 2 ’ 

F=To4siny 

i4=c  C08  0 

Ea  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  im  er- 
sten Falle,  wenn  a<A  ist,  zwei  Winkel 
ß möglich  sind.  In  der  That  gehört 
sin^  auch  zwei  Winkeln,  einem  spitzen 
nmi  einem  stumpfen,  an.  Ist  dagegen 
«>A,  so  ist  ß immer  spitz  zu  nehmen. 

Die  Probeformel  in  Fall  1)  und  2)  ist 
nieht  ganz  so  bequem,  wie  in  den  an- 
dern Fällen.  Im  Falle  4)  ist  a immer 
als  die  grössere  Seite  zu  nehmen. 

Falls  alle  Stücke  verlangt  werden,  kann 
man  auch  in  Fall  2)  statt  des  dort  ge- 
gebenen Werthes  von  F den  aus  1) 
nehmen. 

Wir  fügen  jetzt  zu  Jedem  der  Fälle  od®r 
ein  Kecbnungsschema  hinzu. 

1)  0 = 36,49725, 

4 = 61,25894, 
c,  = 12*  34' 17",  29. 

lg  6 = 1,7871694 
lg  sin  n = 9,3377730— 10 
1,1249424 
lg  0 = 1,5622602 
lg  sin /J  = 5,5626822-10 
;8=21°25'39",83 

oder  auch: 

^,=158»  34' 20",  17 


also 

oder 


Igo  = 1,5622602 
lg  4 = 1,7871694 
lg  cos  y = 0,6989700  — 1 
lg  ein  j'  = 9,7475527  — 10 
lg  sin y,  =9,1873970—10 
igT^2, 7959523 
lg  F,  =2,2357966 

F=  625,1041 
F,  = 172,1063 

«+^  = 33*  59' 57",  12 
n-i-/J,=171«8'37",46 
y = 146»0'2",88 
y,- 8°  51' 22",  54 

lg  4=  1,7871694 
lgsiny  = 9,7475527-10 
lg  sin  y,  =9,1873970-10 
1,5347221 
0,9745664 

lg  sin;?  = 9.5626822- 10 
lg  c=  1,9720399 
lg  c,  = 1,4118842 
c = 9a76481 
c,  =25,81572 
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Probe.  8) 

It' 4 = 1,7871694 
lg  CO»  n — 9,989461 1 — 10 
1,7766305 
nnm  = 59,79026 

lg  <1  = 1,5622602 
lg  cos  ;l =9,9688930- 10 
1^5311532 
nnm =33  97451  i 

wird  statt  ß genommen  ß^,  so  wird  die- 
ser  Numerus  negativ. 

59.79026 

^33,97451 

0 = 93,76477 
0,  =25,81575 


2)  « = 36,49725, 

« = 12»  34' 17",  29, 

/}  = 21»25'39",83. 

n+/J=33»59'57",  12 
y=146»0'2",88 
lg  « = 1,5622602 
lg  sin  y = 9,7475527  — 10 
1,3098129 

lg  sin  « = 9.3377730-10 
lg  c = 1,9720399 
c =93,76481 

lg  « = 1.5622602 
lg  sin/J=9,5626822-10 
1,1249424 

lg  sin  «=9.3377730-10 
lg  6=  1,7871694 
4 = 61,25894 
F wie  oben. 
Probe. 

lg  4 = 1,7871694 
_ lg  cos  « = 9,989461 1 
1,7766305 
num  = 59,79026 
lg  « = 1,5622602 
lg  cos  ^=9,9688930 
1,5311532 
nuin  =33.917451 
c= 93,76477 


o=  36,49725 
4 = 61,25894 
_c^=  93,7648^ 

2s  = 191 ,52100 
s=  95,76060 
s-«=  59,26325 
s-*=  34,50166 
t-ezz  1,99569 

lg  s— 0 = 1,7727856 
lg  1—4  = 1,5378387 
lg  s-c  = 0,3000931 
lg</  * -1  = 3,6107173 
lg  s = 1,9811864 
lg  7*  = 1,6296309 
lg  >/  = 0,8147654 

lg  7 =0,8147654 
lg  # — « = 1,7727855 
lg» -4  = 1,5378387 
lg  # — c= 0,3000931 
lg  » = 1,9811864 

lg  tg  4 = 9.0419799- 10 
lg  tg-|  = 9,2769267 -10 

lg  tg|-  = 0,5146728 

lg  F=  2,7959518 
F=  625,1033 

-|  = 6»  17' 8",  65 

|-  = 10»42'49'',48 

-|-=73»0'1'’,50 

f<=12«34'17'',30 

/»=21»25'38'',96 

}=146»0'3'',00 

Probe. 

«+;S-fy  = 180»0'0'',06 
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«=61,25894 
4 = 36,49725 
«y  = 146»0'2",88 
0 +4  = 97,75619 
0-4  = 24,76169 

-|  = 73*  0*  1",44 

u = 16«  59' 58", 56 
v=  4°  25' 41",  30 
o = 21*25'39",86 
jj  = 12*34'17",26 

lg  0+4=  1,9901439 
lg  CO»  1.= 9,9806972 -10 
lg  il  = 1,9707411 
lg  0 - 4 = 1,3937803 
lg  Bin  0 = 9,4659254- 10 
lg  g = 0,8597057 

lg  5 = 0,8597057 
lg  ^ = 1.9707411 
lg  tge  = 8, 8889646-10 
« = 4*25' 41"  30 
lg  ainr  = 8,8876662 — 10 
lg  0 = 1,9720395 
0 = 93,76472 

Probe. 


,5  Trigonometrie. 

Ist  die  Rechnnng  richtig,  so  ist  die 
Probcformcl  zaglcich  nützlich,  um  die 
Fehlergrenze  zu  finden.  Dieselbe  ist, 
namentlich  in  Fall  3),  hier  veihaltniss- 
mtssig  gross.  Dies  liegt  an  der  Auswahl 
der  Zahlen,  wie  genauere  Untersuchung 
zeigen  würde. 

Änm.  Da  der  Sinus  die  halbe  Sehne 
des  doppelten  Uogens  ist,  die  Sehnen 
vieler  Bogen  (d  h.  die  Seiten  vieler  re- 
gelmässigen Vielecke)  sich  aber  alge- 
braisch ausdrücken  lassen , so  ist  dies 
auch  mit  den  entsprechenden  trigono- 
metrischen Linien  der  Fall.  Es  pht 
also  auch  Dreiecke,  wo  sich  die  Bestim- 
mung der  nicht  gegebenen  Stücke  alge- 
braisch ergibt. 

6)  Ueber  die  Berechnung  und 
Interpolation  der  trigonometri- 
schen T af  ein. 

Die  Berechnung  trigonometrischer  Ta- 
feln setzt  znntchst  analytische  -Ausdrücke 
für  die  trigonometrischen  Linien  voraus. 
Dies  führt  uns  ins  Gebiet  der  analyti- 
schen Trigonometrie , von  der  wir  hier 
nur  das  Nöthigstc  geben.  Es  ist: 

(cosa+i  sin  o)  (cos^+isin^) 

= coB  tt  cos  jj  — sin  K sin/S  + « (sinocos/J 
+cosasin/9), 

wo  unter  • verstanden  wird  V — 1.  Also 
mit  Berücksichtigung  des  Abschnitts  4)  : 


lg  cos  0 = 9,9987017 -10  1)  (cos  «+isin  o)  (cos -f  isinfl 

lg  c = 1,9729395  = («+/’)+'  (“+/’)• 

lg ./l  = 1,9707412  SeUen  wir  hierin  = so  kommt: 

(cos  o+i  sin  <r)  * =:  cos  2a+ i sin  2«, 

und  wenn  man  in  1)  2«  für  ß setzt,  dann  3«  für  /}  u.  s.  w. , so  ist  für  jedes 
positive  und  ganze  n: 

2^  (cos  o+*  sin  ß)**  = co8  no4**  sin  n«, 

eine  Formel,  die  sich  leicht  auf  negatives  und  gebrochenes  n erweitern  lässt. 
Fär  unsern  Zweck  ist  dies  nnnöthig. 

Setzen  wir  so  kommt; 


^cos  — +•  sin  — ^ zreos^+'sin^. 


Mit  wachsendem  » nimmt  der  Ausdruck  links  eine  sehr  d“er 

wir  » im  Bogenmaass  vorausseUen,  wie  jetzt  immer  geschieht,  so  ist  offenbar  der 

Sinns  von  » die  halbe  Sehne  des  Winkels  2»,  und  da  Bogen  ^ mit  wachsen- 
dem « sich  seiner  Sehne  immer  mehr  nähert,  so  kann  man  setzen: 


. 2»  _ •» 

lim  = 
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und  da 


00.  t = |/,  _ sin  1’  = lim  y 1-  (!)■  . lim  [l_  i (l)*]. 
» 

— I gi'gen  — verschwindet : 
n / rt 


somit  also: 


lim  ^008— ^ = 1, 


co8»  + i sin.V  = lim  ^1-f-  — y. 
Nach  dem  im  Artikel : (Quantität  Enthaltenen  ist  nun : 


also: 

3) 

und  folglich  auch: 


i 

e =cos.V-f  • ain 
— Si 


e ”'  = eos.?  — isinA, 

Hiermit  ist  die  Identität  der  in  der  Analysis  gebrauehlen  Cosinus  und  Sinua  mit 

«nd  man  hat  wie  dort  (siehe  den  Artikel:  Quan- 

.“»•  .9* 


cos  i>  = 1 — 


1-2+1.2-3-4  r2-3.4.5-6‘*‘ 


sin  # = + 


Ä» 


i-2.  .2-3-4-5' 


Keihen,  welche  immer  eonvergiren. 

Es  ist  also  die  Möglichkeit  der  Be- 
rechnung der  trigonometrischen  Linien 
wie  ihrer  Logarithmen  in  Tafclform  ge- 
zeigt, Weiteres  über  diese  Berechnung 
übergehen  wir,  und  bemerken  nur,  dass 
dafür  die  in  dem  Artikel:  Tafel  gezeig- 
ten allgemeinen  Qriindsätzc  gelten.  Hier 
fügen  wir  nur  Einiges  Ober  die  Einrich- 
tung und  den  G brauch  dieser  Tafeln 
hinzu. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  Tafeln  die 
trigonometrischen  Linien  nur  von  0 bis 
90*  zu  enthalten  brauchen.  Wegen  der 
Formeln: 

sino  = cos(90«  — n),  tgft  = cot(90»— n) 

ist  es  aber  auch  nur  nCthig,  diese  Be- 
rechnung bis  zu  45*  anzDstellen.  Es 
werden  zu  dem  Ende  die  Tafeln  mit 
doppelten  Bczcichuungen  versehen,  denen 
zu  Folge  z.  B.  sin  60»  zugleich  als 
cos  30*  gelesen  werden  kann. 

Wir  unterscheiden  nun  die  Tafeln, 
welche  die  trigonometrischen  Linien  selbst 
enthalten,  von  denen,  welche  deren  Lo- 
garithmen geben.  Die  letzteren  werden 
weit  bäußger  gebraucht,  und  sind  daher 
möglichst  handlich  und  bequem  einzn- 
richten.  Bei  den  meisten  Rechnungen 
reichen,  wie  bei  den  natürlichen  Zahlen, 


fünfziffrigo  Logarithmen  aus,  bei  sehr 
genauen  siebenzifforige.  Auf  diese  bei- 
den Arten  von  Tafeln  werden  wir  uns 
hier  beschränken.  Noch  bemerken  wir, 
dass  diese  Tafeln  nur  die  Logarithmen 
der  Sinns,  Cosinus,  Tangenten  und  Co- 
tangenten  enthalten.  Die  der  Secanten 
und  Cosecanten  sind  nämlich  selten  von 
Vorthcil.  Da  ferner  die  meisten  dieser 
Logarithincn  echte  Brflchc  zu  Numeren 
und  somit  negative  Kennziffern  haben 
würden,  so  ist  dies  vermieden,  indem 
man  jeden  dieser  Logarithmen  nm  zehn 
Ganze  vermehrt,  welche  am  Besten  beim 
Rechnen  wieder  abznziehcn  sind. 

Unbedingtes  Erforderniss  bei  Tafeln, 
die,  wie  diese,  sehr  oft  gebraucht  wer- 
den, ist  es,  dass  das  Intervall  eine 
eigentliche  Interpolation,  also  mittels 
der  ersten  Differenzen  möglich  macht. 
Wir  wollen  dies  Intervall  hier  bestim- 
men. Diese  Interpolation  beruht  auf  der 
Formel : 

y 

wo  f die  in  der  Tafel  enthaltene  Func- 
tion ist,  y das  Intervall,  t eine  Grösse, 
die  kleiner  als  dasselbe  ist.  Damit 
diese  Formel  richtig  sei,  muss  man 
haben : 


%• 
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nx-^y)-nx)  _ nx+,)-f(x) 

y t ’ 

d.  b.  der  Werth  des  Gliedes  links  muss 
für  die  Grenzen  der  Genauigkeit,  welche 
die  Tafel  möglich  macht,  von  y unab- 
hängig werden.  Nun  ist ; 

f(^+r)-r(^Kr{x)+-jr(x)+  . . ., 

und  es  darf  olso  das  letzte  Glied 
welches  y enthält,  keinen  Ein- 
fluss ausüben.  Die  obige  Formel  aber 
gibt: 

nx+,)=nx)+ff'(x)+‘-^r{x). 

und  es  muss  daher  bei  fünfstelligen  Zif- 
fern sein: 

'^/■"(*)<0,00001, 
und  bei  sicbenzifferigen: 

^r"(*)<0, 0000001, 

damit  auf  die  letzte  Null  von  diesem 
Oliede  kein  Einfluss  ansgeflbt  werde. 
i bat  sur  Grenze  den  Werth  y , indess 

kann  man  als  Grenze  selbst  nehmen, 
Ji 

>vcnn  man  immer,  wenn  « grosser  als 

y 

ist,  von  dem  nächst  grossem  Argu- 
ment aasgeht,  und  die  Differenx 

abzieht.  Es  muss  also  sein  bezüglich: 

J f"(x)<0, 00001, 

oder: 

j/-"(z)  <0,0000001. 

Wenden  wir  dies  auf  lg  sin  x und  Igtgx 
an.  Es  ist: 

lg  sin  X rfcotx_  1 

rfx*  ^ dx  ^ sinx** 


d*  lg  tg  X _ sinxco8x__  4cos2x 
</x*  dx  sin  2x*' 

Das  Intervall  y für  die  Logarithmen  der 
Sinus,  bezüglich  für  fünf-  und  sieben- 
zifferige  Tafeln,  ergibt  sieb  also  aus  den 
Bezichnngen: 

,4— 7<0,00001  oder:  <0.0000001, 

4sinx>  * ’ 

also  durch  Wurzelaniziehnng : 

<0.0032  oder  <0,00032, 

2sinz 

>•<0,0064  sin  j:  oder:  <0,00064  sin  j. 

y ist  hier  durch  Bogenmoass  bestimmt. 


Sei  y aber  in  Hinnten  zu  Anden,  lo  ist 
für  diesen  Aasdmck  zu  setzen: 


yn  y 

180^60  ~ M38’ 

also : 


>><22sinx  oder:  <2,2sins;. 

Das  Intervall  ist  also  mit  sin  x propor- 
tional, nnd  ist  daher  nicht  in  der  ganzen 
Tafel  gleichmässig. 

Suchen  wir  jetzt,  von  welchem  Werthe 
von  X an  das  Intervall  eine  Minute  be- 
tragen kann. 

Es  ist  dann  y — 1, 


sin  x = ^=  0,045 


für  fünfziffrige  Logarithmen,  nnd: 

für  liebenzifferige  Logarithmen,  Nun  ist: 
, arc  sin  0,046 s 2*  36', 
arc  sin  0,46  = 26*  48'. 

Von  da  an  also  können  die  Tafeln,  wel- 
che das  Intervall  von  einer  Minute  ha- 
ben , erst  mit  völliger  Sicherheit  inter- 
polirt  werden.  Scheut  man,  wie  dies 
gewöhnlich  geschieht , einen  Fehler  von 
einigen,  z.  B.  drei,  Einheiten  der  letzten 
y * 

Stelle  nicht,  so  ist  -t—, — <0,00003  und 
4smx 

<0,0000003  zu  nehmen,  woraus  sieh  er- 
gibt: x-T  -<0,0055  und  <0,00055.  Es 
2sinx 

können  dann  die  gefundenen  Werthe  von 
sinx,  nämlich  0,045  und  0,45,  mit  |j 
multiplicirt  werden.  Man  erhält  so: 

sin  X zz  0,026  und  = 0,26, 
welche  den  Winkeln : 


1«31'  und  15*4' 


entsprechen. 

Suchen  wir  jetzt  die  Grenzen , in  de- 
nen das  Intervall  10"  = | Minute  sein 
kann. 

Es  ist  hier  v=4, 

1 = 132  sin  X nnd  1 = 13,2  sin  x, 
sin  X = 0,0071,  sin  x = 0,071, 
zu  welchen  die  Winkel  gehören: 

0*  25'  und  4*  5'. 

Mit  Sicherheit  ist  also  eine  sicbenzifTrige 
Tafel  zu  benutzen,  wenn  sie  von  etwa 
4*  das  Intervall  von  10  Sccunden  hat. 
— In  den  bessern  Tafeln,  z.  B.  der  von 
Bremiker  bearbeiteten  Vega'scbcn  Tafel, 
geht  dies  Intervall  durch  den  ganzen 
Quadranten  hindurch,  da  das  von  einer 
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Minate,  selbst  da,  wo  es  anwendbar  ist, 
eine  unangenehme  und  namentlich  nicht 
im  Kopfe  auszuiiihrende  Rechnung  er> 
fordert;  die  HinzufQgung  von  Interpola« 
tionstäfelchen  in  der  gedachten  Tafel 
macht  dagegen  eine  Ausführung  der  gan* 
r.en  Rechnung  im  Kopfe  möglich. 

Bei  fünfziffrigen  Tafeln,  wo  das  In* 
tervall  von  einer  Minute  ein  sehr  beque* 
mes  ist,  ist  cs  übrigens  nicht  nöthig,  für 
Winkel  unter  1—2®  ein  kleineres  zu 
nehmen,  da  für  solche  eine  cinfacbero 
Interpolation,  oder  directo  Berechnung 
der  Logarithmen  cintritt,  von  welcher 
gleich  die  Rede  sein  soll. 

Suchen  wir  noch  den  Anfangspunkt, 
wo  für  sicbcDziffcrige  Tafeln  das  Inter* 
vall  1"  sein  kann. 

Es  ist  hier  k = also: 

1 = 132  sin  X,  sin  x = 0,007 1 , 
x = 0®  25'. 

Die  angeführten  Tafeln  haben  bis  zu 
5*  das  Intervall  von  1".  Für  Winkel 
unter  20—30'  ein  kleineres  Intervall  zu 
geben , ist  aus  den  eben  angeführten 
Gründen  nicht  nöthig.  Führen  wir  die 
obige  Rechnung  auch  für  Igtgx  aus. 
Für: 

lg  cos  x = lg  sin  (90*— x), 
und  für: 

lgCOt(*)=— lg  tgJ! 

ist  dann  nichts  hinzuzufügen.  Man  hat 
für  die  Tangente : 

"^<0,00001  und  <0,0000001, 
Binax’ 

0,0032  sin  2x  , 0,00032  sin  2* 

‘•<-V(cos^ 

also  wenn  man  wieder  y in  Minnten 
hat : 

11  sin  2x  , 1,1  sin  2x 

nnd  < . 

y(cos2x) 

Für  Winkel,  die  kleiner  als  15  — 16* 
sind,  ist  cos2x  nabe  gleich  1,  und  man 
kann  daher  setzen: 

K<llsin2z,  .'<l,l8in2x, 
daher  kommt  für  sic  2x  der  doppelte 
Werth,  den  wir  oben  Tür  sinx  fanden, 
und  da  man  annähernd  für  nicht  sehr 
grosse  Winkel  setzen  kann : 
sin2x  = 2sinr, 

wenn  man  nämlich  in  der  Formel; 

2 sin  X cos  X 

den  Cosinns  mit  1 vertauscht,  so  erhalten 
wir  nngelkhr  dieselben  Werthe  wie  beim 
Sinns. 


Es  bandelt  sich  nun  darum , wie  die 
Sinns  und  Tangenten  kleiner  Winkel 
mit  Genauigkeit  bestimmt  werden,  da  für 
sie  ein  noch  kleineres  Intervall  als  eine 
Scennde  eintreten  müsste,  falls  man  die 
gewühnliehe  Intcrpolationsmcthode  an- 
wenden  wollte.  Bei  diesen  Betrachtun- 
gen gehen  wir  von  der  Formel  aaa: 

« = tg«-Jtgn*+itgn‘—  . . .. 
welche  sich  sehr  leicht  ans  der  Formel 

cos  n + i sin  n = «”  * 

ergibt,  nnd  in  dem  Artikel:  Quantität 
entwickelt  ist.  Für  kleine  Winkel  lasst 
sich  diese  Formel  ersetien  durch  die 
folgende : 

a = tg  R (sec  n)  ~ 

Sehen  wir,  bis  zu  welchem  Werthe  von 
R diese  für  fünf-  nnd  siebenzifferige  Ta- 
feln mit  der  genauen  Formel  Qberein- 
stimmt.  Es  ist: 

sec  r“*  = (14-  tga*)~^  = l — ^ tgR* 

+ |tgR*-  . . „ 

also  wenn  man : 

_ , 

tgRseCR  * = r' 

setzt: 

R'  = tgR-i  tgR*  + itgn*—  . . ., 
also: 

— - • • • 

R 1-i  tgR’+itgR*—  . . 

also : 

■^  = (1  — itgR>  + JtgR*  — ...)(l  + itgR* 
-itgR*+itgo*—  . . .), 

oder: 

und  es  werden  a nnd  t/  auf  fünf,  be- 
züglich sieben  Decimalstellen  überein- 
stimmen, wenn  man  hat: 

*tgR*  <0,00001  oder  <0,0000001 
d.  h.: 

tgn<y0,00045  oder  <V0, 0000045, 
d.  h.  bis  zur  Grenze : 

tgn  = 0,15  oder  tgnzr  0,0046, 
woraus  sich  ergibt: 

r = 8»32',  r = 2*38'. 

Bis  zu  diesen  Grenzen  ist  also  die  For- 
mel als  genau  zn  betrachten.  Es  folgt 
ans  derselben  sogleich; 
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•K«  = igt8«+|>gcoi«, 


und  de  tga  = , >eCR  = ist: 

cos  rt  cos  « 


R=Sin  RCOSR 

lg  R - lg  sin  fl— I lg  cos  R. 

Hier  ist  a in  Bogenmaass  gegeben.  Setien  wir  jetst  Secnnden  Toraos, 


R zu  Tertanschen  mit 


isoTeoTeo’  = 

lg  180  = 2,2552725 
lg  60  »=3.5563025 
5,8115750 


lg  n^O, 497 1499 

5;3i44251  = - 4,6865749  + 10. 

Es  ist  also  Igu  zu  Tertanschen  mit: 

lg  r-5, 3144251, 

so  dass  man  bat: 


dann  ist 


1)  lgR=— 4,6855749 +10+lg  sinn  — 4 lg  cos  R. 

2)  lgR  = — 4,6855749  + 10+lgtgR  + JlgcosR, 

3)  lg  sinR=lgR+4,6855749  — 10+4lgcosR, 

4)  lg  tg  R = lgR+4, 6856749— 10 — }lgcosR. 


Man  kann  diese  Formeln  direct  an- 
wenden. 

Die  beiden  ersten  geben  für  irgend 
einen  gegebenen  lg  sinn  nnd  IgtgR  den 
Logarithmns  des  zngehCrigen  ^gens  in 
Secnnden.  Um  den  Bogen  selbst  zu  ha- 
ben, ist  dann  die  Benntznng  der  gemei- 
nen Logarithmen  nOthig.  Ist  dagegen  r 
gegeben , so  kann  man  lg  u in  dieser 
letztem  Tafel  anfschlagen,  nnd  indem 
man  das  letzte  Glied  der  Formeln  3) 
nnd  4)  ausser  Acht  lisst,  zunächst  einen 
angenäberten  Werth  von  IgtgR  nnd 
lg  sin  a berechnen,  fügt  man  den  ans 


diesen  vermöge  der  trigonometrischen 
Tafeln  sich  ergebenden  Werth  von 
4 lg  cos  R,  bezflglich  — flgcosR  hinzn, 
so  hat  man  den  genauen  Werth.  Dies 
ist  aber  etwas  nrostindlich,  insofern  je- 
desmal in  zwei  Tafeln  eingegangen  wer- 
den muss.  Es  ist  daher  folgende  Me- 
thode angemessen. 

Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass  der 
Cosinus  von  r,  nnd  mithin  auch  dessen 
Logarithmus  für  kleine  Winkel  sich  nur 
sehr  langsam  ändert.  Dies  kann  man 
folgendermaassen  zeigen. 

Es  ist: 


’=°"*  = l-f72+  ■ • •• 

cos  (r+v)  = 1 iTy'“^~‘2 

also  abgesehen  von  Gliedern  höherer  Dimensionen: 

cos(o  + v)  _ "2  . 

— coT^r-  - - -^  = 1-«»'. 

^ 2 

lg  cos  (r  -f-  v)=  IgCOS  R R F, 

und  beide  Logarithmen  unterscheiden  sich  erst  von  einander,  wenn : 

R »>0,00001  oder  >0,0000001 

ist.  D.  h.  wenn  man  Winkelmaass  nnd  zwar  Minuten  einführt: 

180’ 60’ . 180’60» 

RF> , — 0,00001,  oder  > — 0,0000001, 

a»  n» 

worans  sich  als  Grenze  ergibt: 
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n ~ n ' 

Die  Anwendung  der  Formeln  1)  bis  4) 
linder  nun  mit  Vortheil  /Or  runfzifferige 
Logarithmen  für  die  erilen  2* , fiir  zie- 
benzifferige  fflr  die  ersten  30'  statt,  und 
es  ist  für  n = 120'  und  <t  = 30'  be- 
züglich ; 

>-  = 0,72'  und  .•  = 0,029', 

oder : 

.•  = 43"  und  f = 1",7, 

so  dass  seihst  an  der  Grenze  der  An- 
wendung sich  für  siehenzifferige  Loga- 
rithmen der  Werth  von  igcostt  nur  etwa 
in  2 Sccundcn  um  eine  Einheit  ändert. 
Fiir  kleinere  Winkel  findet  diese  Aen- 
derung  natürlich  in  noch  grOssern  Inter- 
vallen statt.  Es  ist  also  sehr  wohl  thun- 
lich,  für  jedes  n unter  30,  bezüglich  120, 
den  Ausdruck ; 

4,6055749 -10-f  4 lg  cos  n 

in  einer  kleinen  Tafel  zu  berechnen,  die 
seihst  für  siehenzifferige  Logarithmen 
nur  eine  Seile  cinnimmi,  für  fünfzifferige 
kaum  den  zehnten  Theil  einer  solchen. 
Auch  kennen  die  Zahlen  dieser  Tafel 
mit  Voriheil  als  Correction  der  Argu- 
mente auf  die  einzelnen  Blatter  einer 
gewöhnlichen  Logarithmentafel  vertheilt 
werden.  Für  jedes  n gibt  dann  diese 
Tafel  den  lg  « und  die  absuziehendc  Cor- 
roction,  und  Air  jeden  Igsinn,  nach  Ab- 
zug der  Correction  (die  Ziffern  4,68..., 
die  sich  nicht  ändern,  müssen  zuerst  ah- 
gezogen  werden),  erhält  man  den  zuge- 
hörigen IgR,  also  mittels  der  Logarith- 
mentafel n selbst,  und  ist  in  keine  zweite 
Tafel  hierbei  einzugehen.  Diese  Rech- 
nung gibt  a auf  sieben  Decimalstelien. 

Was  die  wirklichen  Sinus  u.  s.  w.  an- 
betrifft, so  werden  diese  namentlich  bei 
Additionen  und  Subtractionen  zu  be- 
nutzen sein;  es  wird  daher  nicht  nOthig 
sein , dass  sie  sieben  geltende  Dccimal- 
stellen  enthalten,  sondern  man  kann  sich 
mit  sieben  Bruchstellen  hegniigen , und 
bei  sulchen  ist  wenigstens  für  Sinus  und 
Cosinus , seihst  bei  sicbenzifferigen  Ta- 
feln, das  Intervall  von  einer  Minute,  wie 
leicht  zu  zeigen  ist,  hinreichend  klein. 
Die  Tangenten  allerdings,  die  ins  Un- 
endliche wachsen , würden , um  sieben 
richtige  Bmchstelleu  zu  ha^n,  eine  un- 
gemein  langwierige  Rechnung  erfordern, 
wenn  der  Winkel  nahe  90*  ist.  Jedoch 
sind  solche  Rechnungen  in  der  Praxis 
kaum  erforderlich. 


7)  Anwendungen  der  ebenen 
Trigonometrie. 

Als  Anwendungen  der  trigonometri- 
schen Formeln  hetrachten  wir  ans  den 
Haupifällen  der  Dreiecksbereehnung  na- 
mentlich solche,  wo  in  einem  Dreiecke 
drei  Stücke,  die  aber  nicht  grade  Seiten 
oder  Winkel  sind,  gegeben  werden, 
ausserdem  Aufgaben  Uber  Poljgome  von 
mehr  als  drei  Seiten,  und  endlich  einige 
proctische  Anfgahen.  Zunächst  alm 
wollen  wir  noch  einige  Formeln  geben, 
die  hierbei  nützlich  sind. 

Führe  eine  Aufgabe  auf  die  Formel: 
Acos  — fi  sin  y = c, 

und  sei  hieraus  <f  zu  finden.  Man  ver- 
fährt am  bequemsten  folgendennaossen. 
Man  setzt: 


der  Winkel  l lässt  sich  dann  sogleich 
finden,  und  die  gegebene  Gleichung  bat 
dann  die  Gestalt: 

B (sin  I cos 7 + coslsin>/)  = Ccos  I, 
oder: 

. ,,  , , Ccos  l 

8in  (A±y)  = — g — , 

io  dass  also  auch«/  bekannt  ist. 

Sot  ferner  die  Formel  gegeben : 

tg  7 + Ä cot  7 =:  C, 
so  nimmt  diese  die  Gestalt  an : 

A sin  7 • -)-ßco8  7 * = Csin  7 cos  7, 
oder: 

A + (ß— A)cos  7 ’ = Csin  7 cos 7, 
d,  h. : 

g-  (“»2/  -f  l)=y  *in  2 f, 

(ß— A)cos27  — Csin  2'/  = — (A-(-ß). 

Aus  dieser  Gleichung  ist  nach  der  eben 
gegebenen  Methode  2/  zu  ermitteln. 

Wir  wenden  uns  jeut  zu  den  Aufga- 
ben. Bei  den  einfacheren  lassen  wir  die 
Auflösung  weg. 

A)  Dreieckaufgaben. 

Der  Abkürzung  wegen  gebrauchen  wir 
folgende  Bezeichnungen. 

Es  sind  a,  b,  c wieder  die  Seiten, 
a,  ß,  y die  bezüglichen  Gegenwinkel, 
h,  A„  A,  die  Hohen  bezüglich  auf  c,  b,m, 
m der  Unterschied  der  Segmente , in 
welche  A die  Seite  c theilt,  I die  Hal- 
birungslinie  der  Seite  c,  von  y ans  ge- 
zogen, / die  Halbimngtlinie  des  Winkels 
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Fig.  12. 


y bia  zur  Seite  c,  p der  Radius  des  ein- 
geschriebenen Kreises  (Fig.  12). 

1}  Gegeben : c,  A,  6. 

A 

-r  — sm  «r. 

6 

Alles  Uebrige  ist  dann  bekannt. 

2)  ft,  ß,  m. 

Sind  z,  y die  Segmente  von  c,  so 
hat  man: 

z-y  = m,  x+y  = c,  xtgß=gtgtt, 
also: 

xtgß  = (x—m)tgn, 

woraus  sich  z , somit  auch  y und  c er- 
gibt. 

3)  l,  y und  = 

sinti=n  sin^, 

d.  h.: 

ein  fi  = nsin(a4-y). 


Thcile  die  Hohe  den  Winkel  y in 
und  r,  so  ist: 

A , A 

C08l'=— , 0=--,  — 

fl  sin  (y  — y) 


9)  A,  I,  ff. 

Schneide  < die  Linie  c unter  Winkel 
y,  so  ist: 

Isinv^A,  Asin«=:A, 

2<  sin(o-f  k) 

C—  . » 

810  a 

10)  A,  t,  a. 

A 

— = siaß. 
a 

Das  Uebrige  ergibt  sich  wie  in  4). 

11)  A,  I,  c. 

I sin  if=A. 


Man  bat  dann  ein  Dreieck,  das  (, 

zu  Seiten  und  y zum  eingeschlossenen 
Winkel  hat. 


Aus  dieser  Formel  findet  man  y,  wo- 
bei die  im  Anfang  dieses  Absrhnitts 
entwickelte  Methode  zur  Anwendung 
kommt. 

4)  a,  b,  I. 

Man  ergänzt  das  Dreieck  zum  Pa- 
rallelogramm, und  hat  dann  ein  zweites 
Dreieck,  das  a,  i,  2l  zu  Seiten  hat. 


5)  A,  a,  ß. 


c = A (cot  jJ + cot  n)  = A 


sin  (g  + ß) 
sin  a sin 


G)  A,  ft,  c. 

Die  Losung  geschieht  mittels  der  vori- 
gen Formel. 


12)  A,  t,  y. 

Sei  (Fig.  13)  BD  = h,  BE  = t,  AE  = x, 
yfinUl  ABE  = ft,  Winkel  Z>££= »,  so 
ist: 


7)  A,  ff,  a. 

* • . 
— =sin  A. 

ZI  * 


8)  A,  O,  y. 


— = cos  »,  f 

< Bin  ft  coB  {fi~9) 

z _ I 

sin(y-^)  ~ cos  (y-ju -(-»)’ 
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Fig.  14. 


25)  m,  a,  a—ß. 


■Iso; 

<in()'— /i)  co»(//  — .») 

= lin/<co<(y-^  + »), 

d.  h.; 

sin  (y- a)+2  lin  (y + » — 2/i) 

= cos(y+  »), 

eine  Qleichnog,  ans  der  sich  ft,  mithin 
anch  x = -^  ergibt. 

13)  *,  l.  y. 

Bilde  / mit  « den  Winkel  ft,  so  ist: 
{ sin  /i  = k, 

nnd  man  hat  ein  Dreieck,  worin  Seile  / 
nnd  die  Winkel  ft  und  gegeben  sind. 

4» 

14)  h,  l.  a. 

Der  vorigen  Aufgabe  ähnlich. 

15)  *,  /,  a. 

aiirtßzzk. 

ß,  a nnd  / bilden  dann  ein  Dreieck. 

16)  a,  I,  y. 

Aehnlich  wie  4). 

17)  I,  o,  i. 

I und  c mOgen  den  Winkel  ft  machen : 
<sin/i  = äsino,  .^sin /i  =t  sin  (n4-/i). 

18)  I,  a,  e. 

19)  l,  a,  ß. 

20)  I,  if,  t. 

21)  I,  a,  y. 

Diese  Aufgaben  sind  leicht. 


26)  a,  t,  a—ß. 

27)  k„  *„  y. 

asiny=A,,  &siny  = ä,. 

28)  *„  *„  c. 

csina  = A„  csin/!  = A,. 

29)  k,,  c,  t, 

csina  = A|. 

I,  a nnd  c bilden  dann  ein  Dreieck. 
90)  k„  ß,  l. 

31)  y,  I. 

a sin  y = ä|. 

y 

a,  l,  bilden  ein  Dreieck. 

32)  a+6+c=s,  a,  ß. 

Man  bat : 

o _ 6 _ c 

sin  a ~ sin  ß ~ sin  y’ 

also : 

ssino  = a(sina  +sin^ri-ainy), 
woraus  sich  a ergibt.  Indess  geben  wir 
diesem  Ausdruck  eine  für  die  logarith- 
mische  Bechnung  bequemere  Form: 

sin  o = sin  (/}+y)  = 2sin^^^  cos 
sin  ‘ia  >'  = 2 sin  cos 

also: 

, cos^  = o(cos^+cos^), 
aber: 


22)  m,  a,  b. 

Die  Hohe  theile  c in  x nnd  z-f-m 
(Fig.  14).  Man  hat  dann  ein  Dreieck, 
welches  m,  a,  b zu  Seiten  hat,  ans  dem 
sich  ß ergibt, 

23)  M,  a,  a. 


cos^+cos^  = 


2 cos  cos  i. 


ausserdem: 
also: 
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a = . 

Ä y 
2 COB  ^ COB  ~ 

Für  h and  c erhült  man  Bjmmctrische 
Anid  rücke. 

88)  0,  y,  0+4  = «. 

a 4 _ e 

•in  o Bin  jj  ~ sin  y 

a—  ß 

, ■ , • -X  r «OS  “TT“ 

_c(8ino+s'“A)  _ 2 

* ~ Bin  y 

34)  c,  y,  a—k  = d. 

Aehnlich  wie  33). 


a-\-ß 


36)  c,  y,  -1-  = ". 

a Bin(«+y)  , ... 

— = « = — ^ — i.:  = cosy+cot  d siny. 

4 Bin^ 

36)  m,  a+i  = Ct  n— /!  = 2d- 

Die  Figur  in  22)  enthält  ein  Dreieck 
mit  Seiten,  m,  a,  4,  und  Winkel  a—ß. 
Die  Aufgabe  ist  also  nach  33)  tu  lösen. 

37)  m,  0—4,  «— ;S  = 2d. 

Wie  34). 

38)  m,  ^ = n,  o— (5  = 2.7. 

4 

89)  c,  o-f-i  = c.  «• 

c [sin  ■+sin(rt+y)]  = e sin  y. 

40)  c,  0—4,  «. 

41)  m,  it,  o + 1>. 

Die  Betrachtungen  in  22)  nnd  36)  sind 
hier  wieder  anzastellen. 


42)  m,  a,  a — b. 
Ebenso. 


43)  e,  o4-4  = e,  a—ß. 

a—ß  a+ß 

ccos-^  = ecos  — s-^. 


44)  t^a—b,  a—ß. 
Aehnlich  wie  43). 

45)  m,  o + 4,  y. 
(Hülfsdreicck  in  22). 

46)  m,  0—4,  y. 
Ebenso. 


47)  c,  *,  y. 

c4=o4siny,  4 = OBin(a+y)  = isin«, 


alBO : 

csin(o+y)  sin  n=4sin  y, 

oder: 


— (1  — cos  2«)  cos  y4-  sin  2«  ein  y 


woraus  sich  2n  ergibt. 


= A sin  y. 


48)  c,  A,  A,. 

49)  y.  A,  A,. 

50)  A,,  A„  0+4  = 

asiny  = A„  4siny=:A„ 
csiny  = A|+A,. 

51)  A,  o+4+c  = s,  o. 

j_A  _A  _Asiny 

~sino’  ~s\nß'  ~ sin o sin (5* 

also: 

s • sinosin^  = A[sina+sin^ 

+sin(o+^)], 

woraus  sich  ß ergibt. 


62)  c,  A,  a—ß  = 29. 
ck  = absia(a+ß),  A = o sin(5  = 4 sino, 
Asin(o+^) 

C — . » 

siorrBin/s 

also  : 

c [cos  2 ■■> — cos  (o +^)]  = 2A  sin  (o +^), 
woraus  sich  o+(5,  also  o und  (5  ergibt. 


53)  m,  A,  o- (5. 

(22.) 

54)  I»,  A,  y. 

(52.) 

55)  X,  y,  y. 

X,  y sind  hier  die  Tbeile,  in  welche 
das  Loth  A die  Seite  c theilt.  Man  hat: 


*+y  _ a 
siny  sin  o’ 
also: 


ocos(o+y)=x. 


(x+y)sin  o cos  (o+y)=  xsiny, 
woraus  sich  2o  ergibt. 


56)  X,  y,  a—ß  = 29. 

(x  + y) sin  (^+2»)co8^=xsin(o  + (5). 

57)  A,  o+4+c  = i,  o— (5=27. 
Verlängert  man  die  Seite  c um  o nach 

einer  Seite,  nm  4 nach  der  andern,  nnd 
zieht  Ton  der  Spitze  nach  den  Endpunk- 
ten, so  hat  man  ein  Dreieck,  wo  Orund- 
linie  s und  Höbe  A gegeben  sind,  und 
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~2  anliegenden  Winkel  sind. 

Also  wie  52). 


A*  = ^c»^4«6sin  ^c*— 4fl6cos^^» 

also  ab  bekannt. 


58)  A,  A,,  A,. 

rtsin;?=^A8in  uzzh, 

A8iny  = rsin,!j=:  A,, 
rsin  « = «Bin;  =:  Aj, 

sin  a A «in  <r  A^ 

sin  y hf*  sin  ^ A,* 

also : 

...  111 

sinrr ; sin^  ; sin  v=  — : — : 

A ^ A I A 

Es  ergeben  sich  hiernach  für  a,  ß,  y 
fthnliche  Ausdrücke,  wie  für  die  Winkel 
eines  Dreiecks  ans  den  drei  Seiten,  wenn 
man  ^darin  schreibt  für  n,  4,  c bezüglich : 

4,’  4,’  4 ' 


59)  e,  c,  y. 

^s  entsteht  ein  Dreieck,  dessen  Grund- 
linie c.  Hohe  (I,  Winkel  an  der  Spitze 

ist.  Also  wie  47.) 

60)  p,  c,  a—ß. 

(52.) 

61)  p,  y,  0—4. 

(54.) 

62)  p,  0—4,  o— 

(63.) 

63)  c,  I,  y. 

Sei  V der  Winkel  zwischen  t und  o. 
Man  hat : 

t c ( c 

sin  o 2sin</’  sin(n-f;J)  2sin(;'— 


also  ; 

(3  cos  y sin  </  - 2sin  y cos  (/)• 

= siny*  (c’— 4(*sin7>), 
woraus  sich  2/  ergibt. 


66)  c,  y,  o4  = p. 

c’  = n*  4*  — 2p  cos  y. 

B)  V i e re ck sn  II  fgabo  n. 

Von  den  S Stücken  eines  Vierecks. 
4 beiten  und  4 Unifnngswinkeln,  müssen 
zu  dessen  ßestimuiung  5,  worunter  we- 
nigstens 2 Seiten,  gegeben  sein.  Wir 
bezeichnen  die  Seiten  nach  der  Reihe 
mit  o,  4,  c,  rf,  die  Winkel  bezüglich  mit 
(o4),  (4c),  (cd),  (da).  Es  sind  nan  sieben 
F&lle  möglich. 

1)  Gegeben : o,  4,  c,  (4c),  (da). 

Ziehe  Diagonale  AC,  das  Dreieck 

ABC  ist  dann  vollständig  bestimmt. 
Nach  dessen  Berechnung  aber  ist  im 
Dreieck  DAC  Seite  o,  AC  und  Winkel 
(da)  gegeben,  also  auch  dies  bestimmt. 

2)  o,  4,  c,  (4c),  (cd). 

Wie  oben.  Das  Dreieck  ACD  ist 
dann  bestimmt  durch  o,  AC  und  Win- 
kel ACD. 

3)  o,  4,  c,  (o4),  (4c). 

Wie  oben.  Dreieck  ACD  ist  gege- 
ben durch  o,  Winkel  CDA  und  ACD. 

4)  o,  4,  c,  d.  (4c). 

Ebenso.  Im  zweiten  Dreieck  sind  alle 
Seiten  gegeben. 

5)  4,  c,  (4c),  (cd),  (da). 

Es  ist  also  auch  (o4)  bekannt.  Die 
Losung  wie  oben. 

6)  o,  4,  c,  (cd),  (da). 

Verlingcrc  4 um  x (Fig.  15),  d um 
y,  bis  sie  sich  schneiden  ; mOgen  x und 
y den  Winkel  </  machen,  dann  ist; 

X M x + k c 

sin(do)  sini/*  sin  (c^  sini/ 

Diese  beiden  Gleichungen  geben  x und 
7 , es  sind  somit  auch  die  Winkel  (o4) 
und  (4c),  y und  y-f-d,  also  auch  d be- 
kannt. 


64)  c,  y,  a*-f-4*  = 5*. 

y’— 2o4cosy=  c>, 
also  ab  bekannt,  folglich  o und  4. 

65)  c,  y,  o>  — 4’  = 4’. 

c’  -f-4  o4  sin  ^ = (o-)-4)*, 


7)  4,  d,  (o4),  (4c),  (cd). 

Also  auch  (da)  ist  bekannt.  Man 
hat; 

x _ _ y x-l-4  _ y-t-d 

sin  (da)  sin  (d4)’  sin  (cd)  sin  (bc)' 

Mithin  ist  x und  y bekannt;  also  aus 
dem  Dreiecke,  welches  x und  y zu  Sei- 
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Fig.  16. 


ten  bat,  ergibt  lieh  dann  a,  aas  dem, 
welches  z+d,  y-\-d  so  Seiten  hat,  c. 

Hiermit  sind  die  Falle,  wo  Seiten  und 
Winkel  eines  Vierecks  gegeben  sind, 
erschöpft.  Wir  fügen  noch  einige  an- 
dere Vicrccksanfga^n  hinzu. 

8)  Gegeben  : a,  b,  (ab),  (cd)  and  Dia- 
gonale AC. 

Fig.  IG. 


schlicsaenden  Seiten  bekannt,  also  auch 
e.  In  Dreieck  O.WC  kennt  man  jetzt 
auch  Winkel  DMC  nnd  somit  auch  d. 

9)  Gegeben  a,  b,  (ab),  and  die  Win- 
kel /Ä , y,  welche  Diagonale  AC  bezüg- 
lich mit  e ttnd  d macht  (Fig.  IG,'.  .. 

Sei  Diagonale  BDsf,  so  ist; 

a _ f 

sin  ft  sin  (da)’ 


Man  lege  durch  0,  B,  C einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  fl  sei.  BO  ist  aus 
Dreieck  AÜR  zu  finden,  sowie  Winkel 
ADHnoi  ÜBA.anch  Winkel  Ä.WD=2(ci/) 
ist  bekannt.  Ans  dem  gleichschenkligen 
Dreieck  DHB  sind  also  die  Winkel 
MBB,  MDB  und  Seite  BM  zn  finden, 
ln  Dreieck  AflB  kennt  man  zwei  Sei- 
ten  tmd  den  eingcschlossenen  Winkel 
ABU,  aho  auch  AM,  Winkel  BAM  nnd 
AMB,  Es  ist  daher  auch  Winkel  AMD 
bekannt.  In  Dreieck  AMC  aber  kennt 
man  alle  Seiten,  also  anch  Winkel  AMC. 
Im  gleiehschenkligen  Dreieck  ist  also 
jetzt  auch  Winkel  CMB  nebst  den  ein- 


b ^ f 

sin  »•  sin[(<i4)-l-(i/a)-f-|U-l-»'— 2fi]’ 

also  f nnd  (da)  bekannt,  woraus  sich  d 
und  c ergeben. 

C)  Aufgaben  über  Polygone. 

Ein  n-Eck  ist  bestimmt,  wenn  2a— 3 
Stücke,  Seiten  oder  Winkel,  bekannt 
sind,  worunter  wenigstens  n— 2 Seiten. 
Es  sind  also  drei  Stücke  zu  bestimmen, 
nnd  somit  stellen  sich  folgende  Falle  her- 
aus  (Fig.  17). 


1)  Gegeben  alle  Seiten  bis  anf  eine, 
nnd  alle  Winkel  bis  auf  zwei. 

Fig.  17. 


Seien  A nnd  C die  Winkel,  FE  die 
Sehe,  welche  nicht  gegeben  sind. 
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Man  verbinde  die  vier  Punkte  A.C,E,  F. 
Es  entsteht  ein  Viereck,  und  ausserdem  zer- 
Clllt  die  Figur  in  Polygone,  welche  steh 
durch  Theilung  in  Dreiecke,  z.  B.  AHG, 
HGF  berechnen  lassen.  Es  sind  also 
auch  die  Seiten  AF,  AC,  CB  des  Vier- 
ecks und  die  Winkel  desselben  bei  A 
und  C bekannt,  woraus  sich  das  Uebrige 
ergibt.  — Liegen  A und  C an  einer 
niclU  gesuchten  Seite,  so  ist  diese  AC 
direct  gezogen.  Liegen  aber  die  gesuch- 
ten Winkel  an  der  gesuchten  Seite  FE, 
so  ziehe  man  FD,  und  in  Dreieck  FED 
sind  FD,  ED  nnd  der  eingeschlos^ ene 
Winkel  bekannt. 

2)  Gegeben  alle  Seiten  bis  auf  zwei, 
alle  Winkel  bis  auf  einen. 

Der  letzte  Winkel,  welcher  die  übrigen 
zu  2n— 4 Rechte  ergänzt,  kann  bestimmt 
werden.  Seien  AB  nnd  FE  die  Seiten, 
so  ziehe  man  AF  nnd  BE.  Es  entsteht  ein 
Viereck  AFBE,  die  Seiten  AF,  BE  kann 
man  aus  den  umgebenden  Polygonen 
berechnen,  ebenso  wie  die  Vicreckswin- 
kel,  so  dass  Alles  bekannt  ist. 

3)  Gegeben  alle  Seiten  und  alle  Win- 
kel bis  auf  drei. 

Seien  A,  C,  E die  Winkel.  Man 
sondert  das  Dreieck  ACE  ab , dessen 
Seiten  sich  durch  die  umgebenden  Po- 
lygone finden  lassen. 


D)  Einige  practischcAufgaben. 

1)  Die  Grosse  einer  Linie  zu  finden, 
deren  beide  Endpunkte  unzugänglich  sind 
(Fig.  18). 

Sei  AB  die  Linie.  Man  messe  die 
beliebige  Standlinio  CD,  nnd  durch  Vi- 


Fig.  18. 


siren  von  C nach  A und  B,  nnd  von  D 
nach  A und  B findet  man  die  Winkel 
ADC,  BDC,  ACD,  BCD.  Jeut  ent- 
nimmt man: 

1)  aus  Dreieck  AD('  Seite  AD, 

2)  ans  Dreieck  CDB  Seile  DB, 

3)  aus  Dreieck  ADB  Seite  AB. 

2)  Die  Höhe  eines  Punktes  (Wolke 
oder  Gestirn)  Uber  der  Erde  zu  finden 
(Fig.  19). 


Fig.  19. 


Sei  AC=r  der  Erdradius,  D der  A und||/l  nach  gefunden.  Es  sind 
Funkt  über  der  Erde.  Winkel  a und  ß dies  die  Winkel  der  Zenitho  dieser  Orte 
werden  durch  Visiren  von  zwei  Funkten  mit  den  Gesicbulinien  von  D.  Winkel 
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ACB  iat  ebenfalls  gegeben.  Liegen  z.  B. 
A und  B anf  einem  Meridian,  so  ist  ACB 
der  Ijängonantersehied  von  AB.  Sei 
Winkel  ADC=zx,  Winkel  CDBzzy, 
Winkel  ADB=J,  so  ist  if  bekannt, 
DC=a  gesucht.  Man  hat; 


a 

sin  R 


sin  R 
sin  ß 


sin^ 
sin  X 
sin  y’ 


siny 


oder; 


sinR-|-sin^  _ sin x-f- siny 
sina— sin^  ""  sinx— siny’ 


d.  h.; 


R + Ä « — ß 

I _ tir  , ^ r — f 


2 ■ 


Es  ist  also  X— y bekannt,  was  wegen 
z4-y  = (f  die  Winkel  x und  y gibt,  und; 


3)  Die  Hohe  eines  Punktes  A über 
.der  Horizontalen  BD  zu  finden  (Fig.  20). 
Man  misst  das  beliebige.  Stfick  CU 


Fig.  20. 


der  Horizontalen.  Durch  Visiren  findet 
man  die  Winkel  r und  ß\  dann  ist: 

rrJt.  ' >'nR  sin  S 

Hohe  ABs  CA  sin  r = CD  -—7. — 

■I  8in<R-^) 

4)  Es  ist  ein  Punkt  D zu  finden,  wenn 
man  von  ihm  aus  nach  drei  bekannten 
A,  B,  C visiren,  nicht  aber  messen  kann. 

Dies  ist  die  sogenannte  Potenot’sche 
Aufgabe.  Man  kennt  die  drei  Seiten 
n,  h,  c des  Dreiecks  ABC  und  folglich 
auch  ' dessen,  übrige  Stücke , ausserdem 
die  Visi.rwinkel  X,  fi,  tf.  Ocsttcht  sind 
die  Linien  DA  = x,  DB=y,  DC=t. 

Sei  Winkel  CADx:»,  Man  hat: 


also: 


shi^  sin#  sind:  sin  (x— y— #)'' 

isind  sinfx— y— #)  . , \ 1 / « 

— : — = ^ — i=sin(x— y)  cos  #— cos  (x— y). 

atin/d  sin# 


Hieraus  ergibt  sich  #,  und  man  hat: 


isin#  b . , , a , , . . „ on»  • 

isx  , x = -: — sin(u-|-#),  y = -i — : sin(y+u+#— 2B). 

sin/i’  sin/i  ' sind  r 

8)  Sph&rische  Trigonometrie. 

Die  sphkrische  Trigonometrie  lehrt,  drei  von  den  Stücken  eines  sphärischen 
Dreiecks,  worunter  auch,  im  Gegensatz  zur  ebenen  Trigonometrie,  die  drei  Winkel 
sein  kennen,  die  übrigen  durch  Rechnung  zu  finden. 

Wir  bezeichnen,  wie  in  der  ebenen  Trigonometrie,  die  Seiten  mit  a,  b,  c, 
ihre  Gegenwinkel  bezüglich  mit  r,  ß,  y.  Sei  (Fig,  21)  C eine  körperliche  Ecke, 
ABI-  das  zugehörige  sphärische  Dreieck.  ' Eiche  von  C aus  Tangente  CF  uiiit 
CB  bezüglich  an  die  Bogen  CB  nnd  CA,  so  ist  Winkel  FCA=y,  CE-tgb, 
CF=tga,  also  tm  ebenen  Dreieck  ECF:  ' -• 

£F*  = tg  o’ +tg  i’ — 2 tga  tg  i cosy. 

Im  ebenen  Dreieck  EOF  aber  ist;  , ■ . 

, ■■  _ £0  = sec6,  FO  = seca,  Winkel  EOF=C, 

also ; ' 

. ...  .>  seca*+sec6*— 28ec«Bec4cosc=-£F*,  ’ .. 

•V® ! ” . ’ 


nnd  da; 


seca'+seci*— 2secd  sec  i cos  c=tgaS4-tg  4'— 2 tgatgftcosy, 

5* 
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Fig.  21. 


ist:. 

vnd  weil; 


Ut: 

1) 


l+tg«*  = scco> 

1— sccasccAcosc=  — tgotgicos  j», 

c. 

1 sin 

8ce»  = -^ — , = 

COS/f  - cos# 

ros  a cos  t.|-BiBa  sin  b cos  y — cos  c. 


Dies  ist  die  Gnmdforjncl , nus  dCr  sici;  alle  andern  analytisch  entwickeln  lassen. 
Man  hat  demnach:  , 

cosc— cosacos  6 

cosy  = : :-7 . 

' sin  0 sin  0 

. cos  r’  + cos  a’  cos  6*  — 2 cos  a cos  b cos  c 

cosy*= . . r-.; 1 

sin»’ sin n* 

sin  a’  sin  6’— cosa*  cos  6*  — cos  c*  +2  cos  o cos  b cos  c 


1 — cnsy*  = 8iny*  = 


sin  a*  sin  n* 

1—  cos a*— cos  6*— cos  c*+2cos  a cos A cosc 
sina’sinA*  ’ 


also:  • '• 

. ainy y(l  — cosa>  — cos — C08C*+ 2cosa  cosi  ■! 

‘ ^ sin  c sin  a sin  4 sin  c 

Diese  Formel  zeigt,  dass  sich  der  Ansdmck  nicht  ändert,  wenn  man  c mit 

sin  C 

o oder  4,  also  y mit  a oder  ß vertanscht.  Es  ist  somit: 

2)  ‘’"‘ 


1 n sin  ß sjny 

sin  4 sin  c 


Verbinden  wir  jetzt  mit  der  Formel  1)  die  folgende , die  darans  durch  Vertan- 
schnng  von  4 mit  c,  nnd  von  ß mit  y entsteht; 

cos  acosc+sina  sincco8/3=cos4, 

mnltiplicircn  die  Formel  1)  mit  cosn,  nnd  zUitcn  die  letzte  Formel  hinzn,  so 
kommt:  , . 


Odert 


cosa*  cosA+cosasin  asinA  cos  y+sin  asinccos/!=cos4. 
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co»{  shia*  3C08  a sin  a sin  & cos  y-4-sin  a sin«  cos 
Bebt  man  sin  a weg:  ^ 

. • sin  6 sin  y 

B)  cos  0 sin  o=co8osmo  cos  y+8>nc  cos  /J,  sm  c= . — 

* 8in  p 

so  kommt; 

cos  6 sin  a sin ß = cos  a sin  /S  cos  y sin  i-f*cos  ß sin  y sin  h, 
also  wenn  man  mit  slnisin^  diTidirt: 

3)  cotbsinasinycot^+cosacosy. 

Setzen  Wir  jetzt  in  B)  > 

sin  b sin  a 


so  kommt: 


cot  6 sin  i sin  « = cot  a sin  ^ cos  y sin  b + cos  sin  y sin  b, 

also : 

C)  ■ oosbsinaxcosasin/Jcosy+cos/Jsiny, 

and  hieraus,  wenn  man  a mit  b,  a mit  ß vernascht: 

cos  a sin  ^ = cos  b sinocosy  ri-coSKslny, 

also  wenn  dio  vorletzte  Formel  mit  cos-y  multiplicirl , und  zur  letzten  addirt 
wird : ' . 

cos  a sin /J  = cos  a sin  jfcos  y’ l***n  y cöB  y + cos  o sin  y, 


oder : • • r ■ ' 

cos  o sin /J  sin  y ’ = cos  ^ sin  y.cos  y’ + cos  «tsin  y, 
also  wenn  man  tiny  weghebt:  . ^ 

4)  cosn=  — cOB/Jcosy+sin^sinycoso,. 

Die  Formeln  1)  bis  4)  reichen  hin,  um  jedp  Aufgabe  der  spbAriseben  Trigono- 
metrie SU  lösen,  . 

Bs  sind  nimlich  sechs  Falle  möglich;  , 


1)  Gegeben  alle  drei  Seiten:  a,  b,  c. 

Formel  1)  gibt  einen  beliebigen  Vfinkel. 

2)  Gegeben  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossenc  Winkel:  o,  6,  y. 

Formel  1)  gibt  die  dritte  Seite  c,  Formel  3)  Winkel  ß,  also  auch  a,  wenn 
man  a mit  6,  a mit  ß vertauscht. 

3)  Gegeben  zwei  Seiten  und  ein  Gegenwinkel:  a,  b,  ».• 

Formet  2)  gibt  ß,  Formel  3)  y,  Foriqel  1),  wenn  man  a nute,  «mit  y 
vertauscht,  e. 

4)  Gegeben  zwei  Winkel  und  die  eingeschlossenc  Seite : ß,  y,  o. 

Formel  4)  gibt  a,.  Formel  3)  4 und  dieselbe  Formel  c,  wenn  man  ß mit  y, 
b mit  e vertauscht. 

5)  Qegeben  zwei  Winkel  und  eine  Gegenseite : ß,  y,  b. 

Formel  2)  gibt  c,  Formel  3)  a,  Formel  4)  o,  wenn  man  a mit  i,  « mit/9 

vertantebt.  ' 

6)  Gegeben  alle  Winkel:  a,  ß,  y. 

Formel  4)  gibt  eine  beliebige  Seite. 

Es  ist  bei  diesen  Auflösungen  öfter  auf  die  im  vorigen  Abschnitte  gegebene 
Auflösung  der  Gleichung: 

Acosy  + Bsiny  = C 

zurUckzukommen. 

Wir  geben  jetzt  dipse  Auflösungen  In  Form  einer  Tafel: 
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Gegeben  | 

•-  ' . Gesneht  • “ 

1)  a,  A,  c 

COS  a— COS  & COSC  cos  6— cos  a cosc 

COSn  = : — , cos  fl  = ; ■■■  ; — , 

sinosmc  81114  sine 

008  C— cos  fl  cos  6 

cosy  = : r-T 

' sm  fl  810  0 

2)  a,  A,  a 

1 , sinAsina  , . , . , , rosa  sin u> 

8ind  = — ^ , (cot'/ = tgA  eosa),  sin(c+</)  = r — ,. 

(tgt('  = cos  A tg«),  sin(y  + v.)  = cotatgA  cos  iß 

3)  a,  A,  y 

, . . , cotasin  A— eosy  cos  A 

COS  c =:  cos  fl  COS  6 4-  sin  fl  sin  6 cos  y,  cot  a = r 

siny  . 

V cot^sinfl^cosy  cosfl  ' 

cot  ß= : i , 

8in  y 

4)  n.  /»,  y 

cosfl+cosiScosy  . cos  44'COSfl  cosy 

cos  fl  = : 4- cos  6 = -r : 

610/9  smy  sina  sin y 

cos y4- cos«  008 Ä 

C08C= ^ ^ 

8in«sm/9 

5)  a,  fl,  ß 

8'nA  = — -j-— , (tg./  = lg;JcoSB),  cos(«/  + y)= 

(cot  iß=\ga  cos  ß),  cos  (V»  + c)  = — lg  ,1  cot  0 cos  </ 

G)  fl,  ß,  c 

, sinucotd-fcoEc'cosa  sin  dcota+cosccosd 

COt(»  = ^ , C0tfl= : i-, 

81BC  smc 

COS  y = — COS  «COS  /9+sin  «sin/Scos  c 
> 

In  diesen  Auflösungen  bleibt  aber  nur  in  wenigen  Füllen  die  logaritlimischo 
Kecbnnng  unumerbroehen.  Dennoch  sind  sie  sehr  wohl  zur  Bereehnung  geeignet, 
wenn  nur  eins  der  niclit  gegebenen  Stucke  gesucht  wird.  Sind  aber  alle  gesucht, 
so  thut  man  besser,  sich  bequemere  Formeln  abzulcitcn.  Die  Formel  1); 

cos  c— cos  a cos  b 

cos '/ = . , 

' smasinfr 


kann  man  zu  1 zuzählen,  und  davon  abzieben.  Man  erhält: 


1 cos  y = 


„ . a + A+c  . n+A  — c 
2sin  — „ — sm  — 

cosc— cos(n+A)  2 2 


sin  a sin  A sin  a sin  A ’■ 

„ . a4-c— A . A+c— a 
2sin  — sin 


, cos(a— A)— cosc  2 

1 — cosy  = — = ^ r 


sina  sinA 


sinasinA 


Also  da: 


nnd  wenn  man : 


l-rcosv  . ,/l— coBy 

Cinaa—  1)  f 


a+A+c 


setzt,  so  ist: 
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y-  , /ein»  sin  (j— cif 

cos  ^ = 1/ : r— 

i f Sinn  sin  0 

sin  ^ = ,Ain  (5-a)  sin  (7^  4) 
2 f sin a sin  & ’ 


U) 

nnd  durch  Dirision: 

im  ' ' • tgX  = i/Ü°^°>  ...  ... 

^ 2 y sinisin(»  — e) 

Sind  alle  drei  Winkel  gesucht,  so  kann  man,  analog  der  Formel  in  der  ebe- 
nen Trigonometrie  setaen: 

p.  _ /sin(i— a)  iin(»— t)  sin  (s—c) 

^ ~ r si  n s ’ 

wo  sich  dann  ergibt; 

,g  iL  = ? ,g  i.  = ? , ,g  ü = —f- . . 

2 sin  (s  — o)’  ° 2 sin  (s— 4)  “ 2 sin  (*— c) 

Aehnlich  rerfthrt  man  mit  der  Formel  4) : 

eosa-}-  cos  cos  y 


cosa  = - 


' aiaße'my 


„ a+ß—y  n—ß+y 

sin  ^ sin/  ' 

\ cos  — ~~  COÖ  — — 

, V.  cos  ff— cos  (i -Hy)  2.  . 2 

1 — CÜS<»= ^ = : — — *> 

sin/}  sin  / siD^sm/ 


^ cosrt-4-cosCÄ— y), 

!+cpsö= . ' ^ - 

sin/^slny  • 


also  wenn  man  scUt: 

IV) 

V) 

VI) 

also  wenn  man  setzt: 
E)  ^ 


“+^+y 

— 2— 


00«!  = ^ 


cos  (ff— Cos  (ff— y) 
sin^siny  ’ 


a -/—cos  ff  cos  (ff  — n) 

-jr  = V ,■  ■ , 

2 f sin^siny 


a ./  — cos  ff  cos(ff— n) 

'®  Y ~ y ^ 


cos  (ff —ß)  cos  (ff  — y)' 


j/ cos (ff  — 


a)  cos  (ff  — ^)  cos  (ff  — y)’ 


6)  lg  = tg -2-  = t4  cos(ff— /J),  tg.2'-V^“'(''“>')- 

Die  Formeln  5)  und  6)  Ibsen  die  Aufgaben  1)  und  4)  der  obigen  Tafel  sehr 
bequem  auf.  Entwickeln  wir  jetst  nach  I)  und  H)  noch  sin  «“s  so  kommt : 


also : 


..  a ß sin  (s—i)  , /sin  i sin  (s—c) 
sin  Y 2 sine  sin o sin 4 

. a ß sin(s  — 4)..„^  y 
Bin  rr  cos  — — cos 


and  ebenso: 
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. a o lin  (j  — a)  y 

»W -5-008-5-=  — A ^cos 

2 2 sm  c 2 


Durch  Addition  und  Subtraction  dieser  Formeln  ergibt  sich: 


und  da  man  hat: 


ergibt  sich: 

7) 

8) 

Ferner  hat  man: 


y 

COB-i- 

= •^|j^[»in(8-6)+8in(i-a)], 


8in(i  — i)-f-sin(s— .a)  = 2 sin  cos  — ^ 

sin(f — 4)  — sin(<  — a)  = 2cos-^  sin 
sin  c = 2 sm  cos 


. «+/?  c fl  — 6 . y 

s.„_co.-^  = cos-^cosi, 

. o — ß . e . a — i y 

»,n-^  = sm-2-cos 


a ß sin  s ,/sin(»  — a)sin((  — 4)  sin  s . v 

cos-5-cos^  = -: — 1/ — i — . . I - = — sin-^,  , 

'2  2 sin  » f smasin  e sm  c 2 


«...  ß _sin(f  — c)  ,/sin(i  — a)sin(s  — 4)  sin  (s  — cl  . y 

- '’“y*'"-2=~üS7-y i^r-‘’“i- 

woraos  folgt: 

o-f«  “'“'l'  _ 

COS  —TT  ■ =r  — : — [sin  t + sin  (s  — c)], 

2 sine 

sin  s + sin  (j  — c)  = 2sjn  cos 

• . • / \ ra  ' fl+  6 C 

sms  — 8in(j  — c)  = 2cos— ^sin -5-, 

• A 2 > 


also: 

9) 

10) 


n + Ä c a-i-4  . y 

cos  cos  -^= cos  sin 

fl  /f  c <1-4*6  V 

cos  — ^ sm  -g  = Bin  sm  -l-. 


Die  Formeln  7)  bis  10),  deren  Wichtigkeit  Gauss  gezeigt  hat , werden  gewöhnlich 
die  Gauss  sehen  genannt. 

Durch  Division  von  7)  durch  9),  8)  durch  10),  und  7)  durch  8),  9)  durdi  10), 
folgt  ans  ihnen:  - 


^ 2 ® 2 a -1-  4’ 


. a — 4 

, „-ß  y »'“-a- 

tg  — — c tc  — = 

2 ^2  .a-t-4’ 

sin— i— 
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« -f-  ^ 

«-6  e 2 

. • + ß 

.ii  + i.  e 2 


Si«  werden  die  Nepper’ecben  Änilogien  genannt.  — Sind  zwei  Seilen  and  der 
eingeachloaiene  Winkel  gegeben,  a,  b,  y,  so  gibt  7)  nnd  9): 


. a + ß e 
""  2 cos.g., 


> « “f-Ä  C 

CO. cos 


also  durch  Dirition  a+ß  nnd  dann  e;  ferner  gibt  8 nnd  10):  . ” ' 

sin— ^ sin -g,  cos sin 

also  durch  Division  ä—ß.  Es  ist  also  a und  ß,  sowie  c bekannt.  Aus  einer  der 
letzten  Formeln  ist  dann  anch  leicht  eine  Probe  herznieiten.  Aehnliches  ergibt 
lieb  aus  den  Formeln  11)  bis  14).  Aus  diesen,  oder  7)  bis  10),  ist  auch  ganz 
analog  der  Fall  an  behandeln,  wo  zwei  Winkel  nnd  die  eingcschlossene  Seite, 
also  w,  ß nnd  e gegeben  sind.  Diesen  Formeln  entnebmen  wir  eine  zweite  Tafel 
ßr  die  sphkrischen  Dreiecke.  . 


Gegeben 


Gesucht 


1)  0,6,0 


ysin (f  — o)  sin (»  — 6)sin(i  — c) 

’ sin«  sin/J  sin.y 


uriL-  y tui— — tcü  = — ?— 

^ 2 sin(j — a)’  “2  sin(i— 6)'^  2 sin(i— c)’ 


2)  0|  6,  a 


sin  6 sin  e . 
sini>= , A = - 


0+6 


sin|-=B«n|- 


. c B ^ y *®*2 


3)0,6,  y A=;:cos-^  sin  i-,  B=cos-^  cos 

, C=sin— ^sin.^  D =sin  — ^ cos 

B D . 

tg«*  = j.  *«'  = ^1  « = ••+«>.  fl-n-e, 

c B . e D 

cos-s-  = - — , oder  sin  — , 
2 Bin  H 2 sin  o 

41  . ,/  — coso 

)“>ßjy  16 -y  cos(o— o)cos(e— flcos(er— y)’ 

tg  .j  = V/coa{«-a),  tg^  = vcos{o-^), 
‘g  •j  = 16  cos  (o-y) 


A = cos  cos  M, 


C=sin  .5-  cos  r, 
2 


sin  o “ sin  ß sin  y 
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Gegeben 

Gesucht 

Probe 

5)  0,  R,  ß 

/ #1+6 

. . sin  asm  ß . 2 2 

Bin  6= — : A = B= , 

Bina  a+fi  a^ß 

cos-^  co,-^ 

c Ä . y “‘T 

•8  2=A-  2 = A 

sin^=Hsin-| 

6)  R,  ß,  c 

A = cos  cos -l”,  B=  cos  sin 

y 

A = sin  coBN, 
« 

C=sin  cos  D = sin  sin 

B D / 

tgu=^,  tg»  = ^,  fl  = «.fr,  A=«-t, 

oder : 

C=  cos  cos  e 

. y H , y D 

sin  — = — , oder:  cos-V  = — 
2 sm  u 2 sin  o 

• 

Jeder  Winkel  und  jede  Seite  eines 
sphärischen  Dreiecks  wird  so  genommen, 
dass  _sic  kleiner  als  n ist.  Die  For- 
meln,’ welche  die  trigonometrischen  Li- 
nien der  halben  Seiten  und  Winkel  ge- 
ben, haben  also  Argumente,  die  im  er- 
sten Quadranten  liegen,  und  ist  dah$r 
keine  Zweideutigkeit  vorhanden. 

Der  Ansdmek  u in  3)  und  6),  wel- 
o-t-d  fl A 

eher  gleich  — ^ oder  --g—  ist,  enthält 

ein  Argnment,  das  kleiner  als  n ist,  und 
da  die  Tangente  im  ersten  Quadranten 
ein  anderes  Vorzeichen  hat,  als  im  zwei- 
ten, BO  ist  auch  hier  keine  Zweideutig- 
keit. Eine  solche  ist  also  nur  vorhan- 
den in  den  Formeln  in  2)  und  4),  die 
ß aus  0,  6,  R,  und  b aus  n,  ß,  a geben, 
' wo  in  der  That  im  Allgemeinen  zwei 
Dreiecke  mOglich  sind.  Jedoch  sind 
diese  Fälle  noch  etwas  zu  determiniren. 

Die  Formel  8)  zeigt,  dass  a — h und 
R — ß immer  gleiches  Zeichen  haben,  die 

Formel  9),  dass  und  gleich- 

zeitig spitze  oder  stumpfe  Winkel  sind. 
Ist  alsö: 


I) 


fl  + A = 180», 


gleich,  oder  grosser  als  180*  — a sein, 
für  r>90*  ist  ^<90*. 

III)  OH- 4>180*. 

fflr  ad90*  ist/5>90*,  für  a <90,  /J>W, 
für  r>90°  ist  ß unbestimmt,  kann 
jedoch  nicht  gleich  oder  kleiner  als 
180*—  K sein. 

Hiermit  sind  die  Fälle,  wo  zwei  Drei- 
ecke mOglich  sind,  genau  angegeben. 

Für  den  Fall,  dass  r,  /},  a gegeben 
sind,  braucht  man  in  dieser  Determination 
nur  R mit  fl.  ß mit  b zu  vertauschen. 

Sehr  einfach  werden  die  Formeln  1) 
und  4) , wenn  ein  Winkel  ein  rechter 
oder  eine  Seite  ein  Quadrant  ist.  Sei 
im  ersten  Falle  c = h die  Hypotenuse, 
also  y der  rechte  Winkel.  Hs  werden 
dann  Formeln  1)  bis  4): 

1 a)  cos  fl  cos  A = cos  A, 

2a)  sin  fl  = sink  sinn, 

3a)  sin  fl  = tg  A cot 

3b)  coej9=tgfl  cotA, ' 

4 a)  cos  fl  = sin /f  cos  fl, 

4b)  cos  A=  cot  R cot/}. 


so  ist  auch ; 

R-fiS  = 180», 

also  wenn  o<90*,  ^.>90*,  und  umge- 
kehrt : 

H)  fl  + A<180*. 

so  ist  für  r = 90*  : /)<90*;  für  r<90* 

ist  ß unbestimmt,  jedoch  darf  ß nicht 


Die  Formel  3 b)  entsteht  aus  3),  Indem 
man  A mit  c,  ß mit  y vertauscht,  4b) 
aus  4) , indem  man  a mit  c,  r mit  y 
vertauscht,  la),  2a),  3 a),  4a)  ent- 
sprechen genau  den  Formeln  1) , 2). 
3),  4). 

Für  diese  sechs  Formeln,  in  welchen 
die  Theorie  der  rechtwinkligen  Dreiecke 
enthalten. ist,  gibt  Hepper,  der  Elrfinder 
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der  Logariihtaen,  eine  sinnreiche  Oedichtnissregel.  Diese  Formeln  kann  man 
nlmlich  schreiben: 


cos  * = sin  <•)  sin  A)  = coto  cot/9, 

cos  = sin  A sin  a = cot  — 4^  cot  ß, 

cos  a = sin  ^ sin  ~ *• 


Das  rechtwinklige  Dreieck  besteht  non,  „Wird  der  rechte  Winkel  nicht  be- 
mit  Hinwcgiassung  des  rechten  Winkels,  rücksichtigt , und  die  Cathclen  a und  4 
aus  fünf  Stucken,  deren  Keihenfolge  ist:  durch  ihre  Complemento  ersetit,  so  ist 
a,  4,  R,  4,  ß.  der  Cosinus  jedes  Stückes  gleich  dem 

Zu  Jedem-  Stücke  gehören  iwci  anlie-  Producto  der  Sinus  der  anliegenden,  und 
gende  und  zwei  getrennte,  z.  B.  zu  a der  Cotangenten  der  getrennten  Stücke.“ 
die  anliegenden  4,  ß,  die  getrennten  r,  Wir  geben  jetzt  noch  die  Auflösung 
k.  Sonach  ergibt  sich  dnreb  Vergleich  der  rechtwinkhgen  Dreiecke  in  Form 
der  Formeln  die  Regelt  einer  Tafel. 


Gegeben 

Gesucht  1 

j Probe 

1)  4,  <» 

, cos  A . sin  (>  tg  a 

cos4= , sin R n -T" cofß= — r 

cosa  sin  A tgk 

cos  ^ = sin  R cos  4 

2)  0,  4 

COS  A = C08  a COS  6,  cot  n = sin  fr  cot  a,  cot/9=r8inacotfr 

COsA  = COtRCOt^ 

3J  A,  « 

siua^sinfrsinai  tgfr=tgAcosff,  cot^  = co8frtgn 

sina  = tg4cot  ß 

4)  o,  a 

' . , sin  a . . tg  ® cos  n 

amnz:-- — , 8mfr  = — , 6ini3— — - 

sm  a tg«  COS0 

sin  fr  = sin  A sin/} 

b)  a,  fl  \ 

. s cot  . . 

cot Ä = cot« cos coto=-: — -1  cos sin Ä cos« 
^ sin« 

cot  A = cos  R cot  4 

6)  a,  ß 

. cos  a , cos  i 

cos A = cot Ä cot«,  cosa=  , , cosfr=-; — - 

sin  ß stn « I 

COS  A=:  cosa  cos  4 

Zweideutigkeiten  lässt  diese  Ta- 
fel nur  da,  wo  der  gesuchte  Winkel  durch 
einen  Sinnd  ansgedrUckt  ist.  Dies  ist 
in  1)  der  Winkel  «.  Wegen  der  For- 
mel; sin4  = tgacota  haben  nun  tga  und 
tga  immer  gleiches  Zeichen , sind  also 
gleichzeitig  spitz  und  stumpf,  womit  a 
völlig  doterminirt  ist.  — Ferner  sind  un- 
bestimmt) In  3)  a,  da  aber  a gegeben 
ist,  so  findet  nach  dem  eben  Gesagten 
auch  hier  völlige  Determination  statt. 

In  4)  bleiben  A,  4 und  ß unbestimmt. 
Was  zunächst  A anbetriflt,  so  ist  die 
Determination  ein  besonderer  Fall  der 
beim  schiefwinkligen  Dreieck  durchge- 
führten,  und  entspricht  dem  Falle,  wo 
einer  der  Winkel  90’  beträgt. 

Da  nämlich  n+y  oder  n-f  90  and  a-|-A 
gleichzeitig  kleiner  und  grösser  als  zwei 
Rechte  sind,  so  ist  a-|-A  grösser  oder 
kleiner  als  zwei  Rechte,  je  nachdem  a 


grösser  oder  kleiner  als  ein  Rechter  ist. 
Ist  aber  r gleich  einem  Rechten,  so  sind 

a und  A auch  gleich  Ist  dagegen 

r<90’,  so  ist  auch  «<90*,  also  A un- 
bestimmt, Es  kann  aber  A nicht  gleich  . 
oder  grösser  als  180 — a sein.  Ist 
r>90’,  so  ist  «>90“,  und  A auch  un- 
bestimmt, nur  kann  nicht  A gleich  oder 
kleiner  als  180  — a sein. 

Wegen  der  Formel:  tg4cotA  = cosn 
ist  nun  4 mit  A gleichzeitig  stampf  oder 
spitz,  wenn  r spitz  ist,  dagegen  ist  4 
nicht  wie  A besebaffen,  d.  h.  stampf, 
wenn  A spitz  ist,  und  umgekehrt,  falls 
« stumpf  ist.  Nach  der  Bestimmung  von 
A ist  also  auch  4 bestimmt.  Der  Qua- 
drant von  ß aber  ist  nach  dem  Obigen 
der  von  4. 

Es  soll  jetzt  zu  jedem  der  Fälle  ein 
Rechnungsschema  gegeben  werden,  wo- 
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bei  wir  fünbifferige  Iiogeritbmen  anwen*  8) 
den,  die  nur  in  seltenen  Fällen  nicht 
tnsreichen. 

Bechtwinklige  Dreiecke. 

1)  *=62*  17' 31" 
g=44»19'  4" 

lg  cot  *=9,72033- 10 

lg  cot  n= 0,01031 

lg  cos  ^=9,70998 -10 

, lg  cos  *=9,66743- 10 
. lg  cos  0 = 9,85459  — 10 

lg  cos  *=9,81284 -10 

lg  sin  0 = 9,84425-10 
lg  sin  *=9,94711-10 
lg  sin  a=  9,89714—10 

^ = 59«8'50", 

4 = 49*  28' 0", 

0=52»  6' 12". 

Probe.  — 

lg  sin  0 = 9,897 14 -10  4) 

lg  cos  t = 9,81 284 — 10 
lg  cos /»  = 9,70998- 10 

. I - I I I ,1,,,^  i ' 

2)  ■ o=44*19'4". 

6 =49»  28' 0". 

lg  sino  = 934425  — 10 
lg  cot  ft  = 9,93201 -10 
lgeot;J  = 9.77626-10 
' Igcos  0 = 9,85459  — 10 
lg  cos  ft  = 9,81284 — 10 
lg  cos  * = 9,66743 -10 
lg  sin  i 4 9,88083- 10  - ‘ 
lg  cotfl  = 0,01034 
lg  cm  V=  9,89117-10 

/J=59»  8' 46", 

*=62»  17' 31", 

0=52»  6' 19". 

Probe. 

lg  cot  0 = 9,89117 -10  ~ 

lgcot^  = 9.77626-10  5) 

Igcos  * = 9,66743-10 


*=62»  17' 31", 
0=52«  6' 10". 

lg  cos  *= 9,66743 - 10 
lg  tg  0 = 0,10883 
lg  cot /»= 9,77626- 10 
lgsin*=9,94711-10 
lg  sin  c = 939714— 10 
lg  sino=9, 84425— 10 
lg  tg*= 0,27968 
lg  cos  0 = 9,78834-10 
lg  tg  4 = 0,06802 

^=59»  8' 50", 
0=44»  19' 4", 

6 =49»  28' 0". 

Probe, 
lg  tg  ft  = 0,06802 
lgcotj>=9,77626-10 
lg  sin  o = 9,84428 — 10 


0=44»  19' 4", 
0=52»  6' 12". 

Igcos  0 = 9,78834-10 
lg  cos  o = 9,85459 — 10 
lg  sin/»=9, 93375-10 

Igsino=9,84425-10 
Igsin  0=939714-10 
lg  sin  * = 9,94711 -10 

lg  tg  0 = 9,98966 -10 
lg  tg«= 0,10883 
lgsinft=938083-10 
/>=59«  9'  0", 
*=62»  17' 31", 
*=49»  28'  0".' 

Prob  e. 

lg  sin  *=9,94711 -10 
lgsin|i=9,93375-10 
lg  sin  ft =9,88086- 10 


0=44»  19' 4", 
<>=59»8'50". 
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lg  «in  ^ = 9,93375-10 
lg  CO«  e = 9.85459 — 10 
lg  CO«  n = 9,78834  — 10  > 

lg  cot « = 0,01034 
lg  CO«  = 9,70998-10 
Ig.cot  4 = 9,72032-10 
lg  cot  ;J  = 9,77626 -10 
lg  »in  « = 9,84425-10 
lg  cot  4 = 9,93201 -10 
« = 59‘9'0", 

A = 62*17'31", 

6 = 49*  28'0".  - 

Probe. 

lg  CO«  0 = 9,93201 -10 
lgcott=9,78834-10 
lgcot*  = 9,72035-10 


6)  0 = 52*  6' 12",. 

^=59*8' 50". 

lg  CO«  /! = 9,70998 — 10 
lg  «in  Qg  9,89714—10 
lg  co«  4 = 9,81284- 10 
lg  cot;» =9,77626 -10 
lg  cot  0 = 9,89117- 10 
lg  CO«  * = 9,66743- 10 
lg  CO«  0 = 9,78834—10 
- lg«in^  = 9,93375— 10 
lg  CO»  o =936459— 10 
4 = 49*  28' 0", 

* = 62*  17' 31", 
fl  = 44*  19' 4". 

Probe. 

lg  CO«  fl = 9,85459 — 10 
lg  CO«  4 = 9,81284 — 10 
lg  CO»  * = 9,66743 — 10 


Schiefwinklige  Dreiecke. 

1)  0 = 72*12' 14"  ” 

4=89*13'  7"  2) 

c=44*16'  9" 

2» =205*  40' 30'.' 
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« = 102*  50' 15" 

«-<»=  30*38'  1" 

«-4=  13*37'  8" 

«-c=  88*55'  6" 

lg«in«  = 9,98900-10 
lgsin(«-«)  = 9,70718-10 
lg  «in  (»- 4)  = 9,37192-10 
lgsin(«  — c)=  9,93116  — 10 
lg.; '»in « = 9,01026 -10 
lg.;*  =9,02126-10 
lg  y = 931063- 10 

lg// =9,51063-10 
lg«in(«-fl)  = 9,70718-10 
lg  «in(«-4)=9, 37192-10 
lg»in(«-c)  = 9,93116-10 

lg  tg|- =9.80345-10 
lg  tg-J= 0,13871 
l«tg|,=9,57947-10 

-|  = 32*  27' 21",  2 
|-  = 53*59'53",2 

|-=20*47'34",9 

n=  64*  54' 42" 

;»  = 107*59'46" 
y-  41*  35' 10" 

■ Probe, 
lg  sin  fl = 9,97870— 10 
lg  «in  ^ = 9.97822 — 10 

9.95692- 10 

lg  »in  4 = 9,99996 -10 
lg  «in  «=9,95696— 10 

9.95692- 10^  -- 


fl  = 72*  12' 14" 
4 = 43*15'  9" 
« = 84*15'  3" 
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-^-=57»  43' 41",  5 

"2^=64*59'  21",  5 

^^  = 19»l.V41",.'j 

iKninir  98358.1-10 
lg  sin»=: 9,99781  — 10 
9,83304~  10 
lg  sin  (»  = 9,97871  — 10 
lg  sin ;9  = 9, 85493-10 
j>  = 45°4.3'40" 

1 g cos  " = 9,72750  — 10 

lgcos-'^-^=9,G26I3-10 
lg  yl,=  0,10147 
lg  cos4  = 9, 91155-10 

lg  sin -|  = 9,81008 -10 

|-  = 40'>  13' 24" 
y= 80»  26' 48" 

lg  sin  ^ = 9,92712- 10 

lg  cos  ?^= 9,97498 -10 
lg  B = 9,95214 -10 
lg  tg|-  = 9,85060 -10 

Y = ^°^'22" 

c = 70»  40' 44" 
Probe. 

Igß  = 9,95214-10 
lg  sin  .|.= 9,81008 

lg  sin  .|-  = 9,76222-10 
direct  kommt; 
lg  sin  |-=9, 76226-10 
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3)  i»  = M»12'17" 

i=41»13'  9" 

>■  = 62»  7'  4"_ 
a-\-b 

-|-  = 47»42'43" 

— ~^=  6»  29' 34" 

•^  = 31»  3' 32" 
lg  cos  ^^  = 9,82792 -10 
lg  sin  ,|-  = 9,71258 -10 

lg  >4  = 9,51050-10 
lg  lg  « = 0,38950 
« = 67»48'43" 

« = 82»  3' 11" 

lg  cos  ^ = 9,99720-10 

Igcos  |-  = 9,93280-10 

lg  Ä = 9,93000-10 
Igtgo  = 9,40450— 10 
r = 14»  14' 28" 
^=63»  34' 15" 

lg  sin  ^ = 9,86910-10 

lg  sin  = 9,71258-10 

lg  0=9,58168-10 

lg  sin  ^ = 9,05338 -10 

lg  cos  |-  = 9,93280 -10 

lg  0 = 8,98618-10 
lg  sine  = 9,39095 -10 

lg  sin  |.  = 92)9523-10 

1^  = 23»  11' 18" 
c = 46»  22' 36" 
Probe. 

lg  ros  r = 9,98646 — 10 
lg  0=9,58168-10 
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4)  «=  96«47'58" 

ß=  64»  43' 19" 
y=102»12'33"_ 

2<i  = 263»43'44" 

0 = 131  »51' 52" 

0-0=  35»  4'  0" 
a-ß=  67»  8'33" 
o-y=  29»39'19" 

lgcoso  = 9, 82437-10  (n) 
Igcoso— 0 = 9,91301  — 10 
lg  CO»  o— /» = 9,58933  — 10 
Igcoao— y = 9,93903— 10 
Igco8,fr’  = 9, 44137-10  (») 
lg  1^.*=  9,38300-10 
lgU»  = 9.69150-10 

lg  0 = 9,69150- 10 
lg  coi  o— o = 9,91301  — 10 
lg  CO»  0-4  = 9,58933-10 
lg  CO»  g—e  = 9,93903— 10 

lg  tg  |-= 0,10451 

lg»g4-=9-78083-10 

lg  tg|-=  10,3053 

|-=61*49'41",9 

-|  = 31»  7' 16",  5 

.|^  = 53»29'  0" 

0 = 103*39' 24" 

4=  62*  14' 33" 
0=106»  58'  0" 

Probe. 

lg  »in  0 = 9 96755-10 
lg  »in  ^ = 9,95629 — 10 
9,94384-10 

lg  »ln  4 = 9,94691 -10 
lg  »i»  0 = 9,99603-10 
9,94394-10 


5)  0=52*17'  4" 

0 = 49*  22' 31" 
j?  = 24»17'12" 

^'’=36»49'51",5 

!^  = 12»32'39",5 

-J^  = 50»49'49"  ' 

Igain  o = 9,89821  - 10 
lg  »in  ^ = 9,61416 -10 
9,51237-10 
lg  sin  0 = 9,63213- 10 
lg  »in  4 = 9,88024 — 10 
4 = 49*22^3^ 

lg  CO»  !^  = 9,80046 -10 
lg  CO« -2^=9,90330-10 
Ig^4  = 9,89716-10 
lg  CO» -!■  = 9,84808- 10 

lg»in  .^=9,95092—10  - 

' |-=64*41'0" 
y = 129»22'0" 

lg  »in  ^ = 9,88946 -10 
lg  CO» -■^  = 9.98951^  10 
lg  ff =9,89996 -10 
lg 'g  Y =0,00279 

|-=45*11'2" 
e = 90»22'4" 

Probe. 

lg  ff  = 9,89995- 10 
lg  »in  1 = 9,95092-10 

lg  «inj  = 9,85067- 10 
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direct  kommt: 
lg  sin  .^  = 9,85087 -10 


|-=  72*  7'  6" 
y = 144*  14' 12" 


G)  c = 134M7'  2" 


Probe. 


ft=  54*12'  9" 
ß=  42M5'23" 

-g^=  48*  14' 46" 

Y=  G7»  8' 31" 
lg  cos  = 9,82343 -10 
lg  cos  .|-  = 9,58933- 10 

lg  ^ = 9,41276 -10 
lg  tgH  = 0,54937 
u= 74*  14' 17" 
a = 92*22'68" 

lg  cos  5^-9,99765-10 

lg  sin  .^  = 9,96448-10 

lg  * = 9,96213-10 
lg  tg  e = 9,51549 — 1 0 
r = 18*  8' 41" 

A = 56"  5' 36" 

lg  sin  55^^=9,87274-10 
lg  cos  ^=9,58933-10 

lg  0=9,46207-10 


lg  sin  "2^  = 9,01608-10 
lg  sin  |-  = 9,96448- 10 

lg  0 = 8,98056 -10 
lgsinr  = 9,49335-10 

lg  cos  |-  = 9,48721 -10 

lg  cos  » = 9,97785-10 
lg  0=9,46506-10 


9)VondemsphkrischenEzceai 
und  der  Berechnung  des  Inhslti 
eines  sphärischen  Dreiecks. 

Ist  r der  lUdius  der  Kngel,"<  der 
iphkrische  Excess,  d.  b.  der  Ueberscbnss 
der  drei  Dreieckswinkel  Ober  iwei 
Rechte,  so  hat  man  für  den  FlOchenin- 

halt  F des  Dreiecks  F = , wen« 

( in  Graden  gegeben  ist,  oder  wenn  > 
inBogenmaass  gegeben  ist:  A’=r*  s.  (Ver- 
gleiche den  Artikel:  Raumlehre.)  Es 
kommt  also  unr  darauf  an , den  Kxccss 
durch  drei  gegebene  Stücke  des  Drei- 
ecks auBzndrOcken. 

Fall  I.  Sei  gegeben:  a,  b.  y. 

Es  ist: 

cota  = eot  (!5±^+>:Z")^g"J:^+y, 

fkher: 


ö— 6 


a + b 


«« 


a-f?-i-y_‘^“2-+**  2_“>  2 


y+‘8T 


l-tg55±^tg|- 


1- 


a—b 

^2“ 

a-f  b 

COS-g- 


a—b  y*  «-J-4 
«-bi  o— 1\’ 

•"—-“■•2-1 


da  aber: 


o+A  o— A _ . « . A 

cos  -^-cos-^=  -2  sm  sm  ^ 
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iit,  so  hat  man: 

1) 


a—b  , y . a+&  ' y 

^ CO.-^COt-|-+COS-^tgX 

2 = <1  . b • 


Es  taasen  sich  noch  leicht  mehrere  Formeln  fOr  diesen  Fall  berleiten,  die 
wir  hier  übergehen. 

Fall  JI.  Sei  gegeben:  a,  b,c. 

Es  ist: 


, s o+a+y  t . tt+ß+y 

sin-jr=-cos — coa.jj-  = - sin-i:^. 


Nnn  ist: 

eos  5±|t2' = cos  cos  -^-sin  sin 


y y / 0+4  O — 4\  a . O . b . y y 

T i 1“’  ~r~’^  “2")  ® y ""  ¥ y f 


c 

“•-2 


. y ,/sin(s-n)  Bin(t-4)  y _ ,/sins  » sin(t-c) 
2 ~ f sinosin4  ’ 2 f sinasin4  ’ 


also ; 


also: 

2) 


2sin-^sinrr-  ysinssin(s— o)  sin(s— 4)sin  (i— c) 
a+ß+y  2 2 

I ^ - ■ ' ' ' “ » 


iiaasmöcol 


sm  • 


y sin s sin(i— o)  tte(s— 4) sin (s—c) 

- 0 4 c ‘ 

2 cos -g  cos  .g- cos  .g 


Ferner  ist : 

0—4  y’  0+4  . y*  y’ / 0—4  <*+4^  , ..,.<»->-4 

cos  cos  ^+cos-g-  sin  ^ cos  ^ ^cos  — cos-^j+cos-^ 


«+^  • y 

— 


cos 


2 


cos^ 


«.0.4  y*  . 0+4 

2 sin  Y ~2^ 


sini  sin  (i— c)  . o+4 

T+““-2“ 

2 cos  cos 


c 

cos.jr 


and  hieraus  folgt: 


S) 


. , . « o 4 0+4 

^ sinssm(s— c)+2cos  cos  ^ cos  — g— 


2 cos  -jj-  ®°®  Y 

Ans  2)  und.  3)  ergibt  sich  aber  eine  noch  elegantere  Formel.  — Es  ist: 

6 
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tg-T  = 


1 1—  COB 


l + coB-i-  14-coi4- 


aber: 


l+C08-s-  = 


a 6 r c tt-\- h . . . .*1 

^ 2 cos  COB  Y L«o*  Y + ““ 

1 ö 4 c 

2 COB  Y T 

a 6 * ••  •“ 

4 cos  -g  cos  Y C08  Y cos  -^4-48in  coi  ^ -g 


i—  e # — c 

cos  — ^ 


2 cos  -g  y 


„ 1 ' t — c / a 4 . . * . B—  c\ 

2 cos  -g  COB  ^COB  — COB  -g +*'"  "g  »">  j 


a h e 

eos  2 cos  Y "2 


Ferner  ist: 


also; 


» . B — c 1 / c o+4\ 

am  -g  sin  ^ (cos  -g-  cos  -g- j, 

a 4 1 / a-i"  4 is — 4\ 

co.  _ COB  -^=  y (^COB  -^+eoB-^| 


a b , . t . t—c  1/  c,  fl  — 4\  B 
COB^  COB  -g  +8in  -g  Bin  — g— = -g  ^^cos  -g  +C08-^j  = C08  - 


— a B — 4 
■2~  ®®’ 


d.  h.: 


, - B B — C B - (I  B — 4 

2 COB  COB  — ^ cos  — g—  COB  — jj- 

^ ^ £ £ £ 
l+~‘2= S 4 ^ • 

CO.-2  COB^COB-g- 


Dies  mit  Formel  2}  in  Verbindnng,  gibt: 


•g 


< )^BinBBin(B  — a}sin(B  — 4)sin(B  — r) 

4 . B B — a t — 4 I — e ’ 

4 COB  -g  cos  cos  cos 


also  da  8in9t  = 2sin  cos  ^ ist: 
£ £ 


4) 


4 = 1/ 


*8^  = 


ytg  2 tg 


s — <s  »— 6 f— 
^ **  “2~  ^ ' 2~ 


Sind  andere  drei  Stücke  gegeben,  so  thut  man  am  besten,  die  Aufgabe  anf 
einen  der  drei  hier  bcliandclten  Fälle  xurückznfflhren. 

In  der  Geodäsie  kommt  oft  der  Fall  vor , dass  Dreiecke  auf  der  Erde  za 
messen  sind,  die  man  zwar  als  sph&riscb  betrachten  muss,  deren  Seiten  aber 
gegen  den  Erdradins  nur  klein  sind.  Die  Betrachtung  solcher  Dreiecke  führt  Le- 
gendre  auf  die  ebene  Trigonometrie  zurück  durch  folgenden  Satz: 

„Sphärische  Dreiecke  mit  kleinen  Seiten  kOnnen  wie  eben  betrachtet  werden, 
wenn  man  jeden  Winkel  um  den  dritten  Theil  des  spärischen  ExccBsea  ver- 
mindert“ 

Wir  beweisen  diesen  Satz  nach  Gauss. 
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Die  Formeln  fOr  sin  — und  cos  .g-  im  vorigen  Abschnitte  geben  leicht,  wenn 


«+/S+J' •+'r 

’ 2 ~ 2 


setzt: 


, sin±.in(„— 1) 

l‘’"2)  = 


sin  ß sin  y 


Sei  jetzt: 
so  ist: 


V 2 / , ■ sin  sin  y 

( = 3(0,  a=A+(o,  ß=B-\-(o,  y=C-\-ta, 

. 3o(  . / . (o\ 

( -F 

\'°2/  sin(ß+(o)8in(C-f-to)’ 

\ ' 2 / sin  (ß  + (o)  sin  {C+u) 

Wenn  man  die  erste  Gleichung  zur  dritten  Potenz  erhebt  nnd  durch  die  zweite 
dividirt,  so  ergibt  sich: 


(sin-^)*  sin 


t)‘  

^cos.^^  sin(ß+(o)*  sin(C+(u)>  sin  ^ß  — ein 


Ebenso  entwickelt  man 


(~4) 

und  zieht  die  Wurzel  ans.  Dies  gibt: 


-,  dividirt  die  letzte  Formel  durch  die  soentstehende 


i*  * ■ l 

1 CO»  -2  \ 

(-4) 

1*  **  • 1 
1 COS  sin  1 

(ä  — -^)  8in(ß+<u) 

Setzen  wir  nun: 

so  ist  identisch: 

o* 

D = 


a sin  ß 


F»inA==y^^ 

cos  — ^8  sin  y)  sin  (A  + (o)  ein  ^ A — 


(8  sin  D* 


4*  cos 


(sinA*) 


(sin  ß)* 


sin  (ß+eo)  sin  ^ ß 


Sind  a,  b,  c nun  unendlich  kleine  Grossen  erster  Ordnung,  so-  ist  der 
sphärische  Kxcess  ebenfalls  unendlich  klein,  und  zwar  ist  sein  Sinus  und 

6* 
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mithin  er  selbst  ron  der  xweiten  Ordnnpg,  wie  der  hier  gegebene  Werth  ron 
^-sin  zeigt.  Jeder  der  vier  Factoren  von  D weicht  also  um  eine  Orötse  zweiter 

gS 

Ordnung  von  der  Einheit  ab.  Es  ist  nlmlich  der  erste  Factor  gleich  1 , 


4‘ 


der  zweite:  IH — i der  dritte:  1— 2cotyl 


der  vierte  endlich:  l-|-2cot.B ' ** 


2’ 


abgesehen  von  QrOssen  höherer  Ordnung.  Es  wird  also  D und  yD  auch  nur  um 
eine  Qrösse  zweiter  Ordnung  von  Eins  abweichen,  und  es  ist  somit; 

a sin  i4 

b sin 

wo  ft  eine  OrOsse  zweiter  Ordnung  ist.  Vcrnachlllssigt  inan  diese,  so  ist  nach 
den  Formeln  der  ebenen  Trigonometrie  klar,  dass  a und  b als  Seiten  eines  ebenen 
Dreiecks  gedacht  werden  können,  dessen  Winkel  A und  B sind.  Dasselbe  gilt  natür- 
lich von  c und  C. 

10)  Anwendungen  der  sphkrischen  Trigonometrie. 

A)  Dreiecksanfgaben. 

1)  Gegeben:  a,  b,  o -*-/?  = *. 


“+/*.  Y a—b 

. _f_  ♦/*  * — - < 


a-|-& 


Diese  Gleichung  gibt  y. 

2)  Gegeben:  a,  b,  n — ß = d. 


a — ß Y . tt  — b . a+b 

««  -2“  ^ i = " 2~  = “2^- 


3)  Gegeben:  c,  y,  n-f-4  = A. 

a+ß 

COS-g-' 

a-ß 


n+b  • 


Y 


e a + 4 . y 
s,n^  = ..n-~sm 


Diese  Gleichungen  geben  er  und  ß. 

4)  Gegeben : c,  y,  o — 4 = rf. 

Durch  die  beiden  andern  Gauss'schen  Formeln  zu  lösen. 


Ganz  Uinlich  löst  man  die  Aufgaben ; 

6)  o,  ß,  a-\-b. 

6)  «t,  ß,  a—b. 

7)  c,  y,  « +ß. 

8)  c,y,n  — ß. 


9)  o,  ß,  a-)-4  + c = 2i. 


also: 


tg  1 = 


a-f-4  . c 
tg-g-  + tg-g 

, ^ o-j-4  c ’ 

l-tg-^tg-g 


Digilized  by  Google 


Trigonömetrie. 


85 


Trigonometrie. 


cot  !=:• 


, a+i  c a + i . c 

1-tg-^tgy  cot -3 

. a+t  , c ~ . c . a+b 


(a+b  , c\  n- 
cot-- tg.^jco»-. 

a-|-^  « — ß 

cos  _^+cos-^ 


a+4  c 
cot -2 lg -2 


«+/» 


cos 


a—ß 


+1 


2 

a + ß 


C tt  — S c 

2 2 ^*^-2 
«+ß  u—ß 

cos  -^  + 008-3— 


woraus  sich  sogleich  ergibt: 


cots  = 


a — ß c 

cos  cot  -jr  — cos  tg  y 


a+ß 

2 


3 cos  y cos  ^ 


Nach  dem  in  Abschnitt  4)  gegebenen 
Verfahren  wird  hieraus  c gefunden. 

10)  Gegeben:  a,  b,  ti+ß+-y  = 2s. 

Die  Anflösung  ergibt  sich  analog  der 
Torigen. 

Debrigens  kann  man  Jede  Formel  der 
tpblrisehen  Trigonometrie  in  eine  an- 
dere verwandeln,  worin  die  entsprechen- 
den Seiten  durch  die  entsprechenden 
Winkel  ersetzt  sind,  und  umgekehrt,  in- 
dem man  bczOglich  vertauscht:  a mit 
2R  — n,  tt  mit  2B — a u.  s.  w.  Dies 
folgt  ans  dem  Vorhandensein  des  Snpple- 
mentar-Dreiecks  (vergleiche  den  Artikel: 
Raumlehre). 

B)  Stereometrische  Aufgaben. 

1)  Bestimmung  der  Stücke  eines  re- 
gelmässigen Polyeders. 

Sei  r der  Badiua  der  umschriebenen 
Kugel,  p der  der  eingeschriebenen,  $ 
die  Kante,  der  Neigungswinkel  zweier 
Ebenen,  r der  Winkel  zweier  znsammen- 
stossenden  Kanten,  1 der  Winkel  zweier 
nach  den  Endpunkten  einer  Kante  ge- 
zogenen Radien,  a der  Neigungswinkel 
von  r zur  anstossenden  Seitenfläche,  fi 
der  Neigungswinkel  zweier  durch  den 
Mittelpunkt  und  aneinander  stossende 
Kanten  gelegte  Ebenen,  v der  Winkel 
des  Radius  r und  der  anstossenden  Kante, 
F der  Flächeninhalt  und  K der  kör- 
perliche Inhalt  des  Polyeders , f der 
Flächeninhalt  einer  beliebigen  Polyeder- 
flächo,  A der  der  Pyramide,  welche  diese 
Sur  Qrondiläche  und  den  Mittelpunkt 
zur  Spitze  hat.  Wir  nehmen  überall  r 
als  gegeben  an. 

Sei  ferner  p die  Anzahl  der  Flächen, 
m die  Kantenanzahl  einer  solchen,  n die 


Anzahl  der  Kanten,  welche  in  einer  Ecke 
znsammenstossen. 

Denkt  man  sich  vom  Mittelpunkte 
ans  nach  allen  Ecken  Linien  gezogen, 
und  durch  je  zwei  zusammenstossende 
eine  Ebene  gelegt,  so  werden  sich  je 
zwei  dieser  Ebenen  in  dem  Winkel  ft 
schneiden  , und.  da  n solcher  Winkel  ft 
sich  zu  2.7  ergänzen,  so  hat  man: 


direct  hat  man: 

2) 


71 


("»-2) 

m 


Betrachten  wir  jetzt  die  l^örperlicbe 
Ecke,  welche  von  zwei  aneinanderstossen- 
den  Kanten  und  dem  durch  ihren  ge- 
meinschaftlichen Eckpunkt  gehenden  Ra- 
dius r gebildet  wird.  Bei  r liegt  der 
Ebenenwinkel  ft,  und  ihm  gegenüber 
der  Kantenwinkel  v.  Diese  Eeke  ist 
gleichschenklig.  Halbirt  man  den  Win- 
kel r,  so  entsteht  also  eine  rechtwink- 
lige Ecke,  wo  dem  Kantenwinkel 

der  Ebonenwinkel  gegenüber  liegt. 

T ^ 

An  liegt  der  Ebenenwinkcl  y an, 

und  an  diesem  der  Kantenwinkel  k;  der 
dritte  Kantenwinkel  ist  a.  Man  hat 
also  in  dem  entsprechenden  sphärischen 
Dreieck  (Fig.  22) : 

M s 

sin  0 = cot  y *8y> 

V .ft  . 

sin  -^  = sm  ^ sin  y, 

ft  . 9 t 

cos-|-  = Bm-g.cos-^, 
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Fig.  22. 


oder: 

3) 

4)  .. 
6) 


n n(m— 2)  n n 

sm  e = cot  — tg  — s — , 
n 2i»  )i  m 

. n (m — 2)  n 

Gin  — ^ cos  — 

2m  m 


. » 

»m-  = 


7» 

Sin  — 
n 

n 

cos  — 

ft 


71  (m  — 2)  ' 


2m 


n 

sin  — 
n 

n 

cos  — 

n 

71  * 
COS  — 


üebrigens  ergänzen  sich  die  Winkel  r und  offenbar  zu  und  es  ist  daher : 


6) 

Ferner  ist: 

7) 

Auch  bat  man:  ^zrsine,  also: 

8) 

Direct  hat  man: 

9) 


n 

cos  — 

A m 

sm  — 

n 


s:^2rsin- 


o=rcot  — cot  — . 
n m 


- WS» 

f=-^cot- 


- = r»  810-^  cot  — . 


10) 

F=pf. 

d)  fürs  Dodccacder: 

11) 

*=T- 

p = 12,  « = 3,  m = 5, 

e)  fürs  Isocaeder: 

12) 

K-.r-ft. 

p = 20,  n = 5,  m = 3, 

Um  diese  Formeln  auf  die  einzelnen 


Polyeder  anzuwenden, 

hat  man: 

a)  fürs  Tetraeder ; 

p=4,  »=3, 

m = 3, 

b)  lürs  llexacdcr: 

CO 

II 

e 

«o 

II 

m = 4, 

c)  fUti  Octaeder: 

II 

a 

II 

w = 3. 

Die  Winkel  sind  iUr  alle  so  beschaffen, 
dass  man  algebraische  Ausdrücke  orh&lt, 
wie  denn  diese  Aufgabe  sich  auch  ohne 
sphärische  Trigonometrie  lösen  lässt. 

2)  Ay  By  C sind  drei  Punkte,  ron  de* 
nen  man  drei  Lothe  A«,  Bh,  Cc  auf 
eine  andere  Ebene  fällt.  Es  sind  gege- 
ben: Winkel  BAC  und  die  Neigungs- 
winkel von  AB  und  AC  mit  Aa.  H&n 
sucht  den  Winkel  bac. 
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Legt  man  durch  jl.eino  Kugelfliche,  Fig.  23. 

■0  enteteht  ein  sphärisches  Dreieck, 
dessen  drei  Seiten  die  gegebenen  QrOsaen 
sind,  und  wo  der  gesuchte  bae  derjenige 
Winkel  ist,  welche  der  BAC  gleichen 
Seite  gegenfiberliegt. 

C)  Anfgaben  ans  der  mathema- 
tischen Geographie. 

1)  Gegeben  die  Länge  und  Breite 
sweier  Orte  auf  der  (als  Kugel  gedach- 
ten) Erde.  Man  sucht  ihre  kürzeste  Ent- 
fernung. 

Dieselbe  ist  die  dritte  Seite  eines 
sphärischen  Dreiecks,  von  welchem  gege- 
ben sind  zwei  Seiten,  nämlich  die  Com- 
plemente  der  Breiten  beider  Orte,  und 
ihr  eingeschlosaencr  Winkel,  nämlich  der 
Längennnterschied  dieser  Orte. 

dr^L°Ortf'"M^n®  sÄie”Länge'und  C die  0«;.  O der  gesuchte  Fo-nkU  Seien 
Breite  de«  Punktes  auf  der  Erde,  wcl-  Lange  und  Breite  von  A,  B,  C,  O be- 
cher  von  allen  dreien  gleich  weit  ent-  zOglich  /„  („  >,  b„  4„  b,  so 
femt  ist. 

AO  = sin4sinii+co«4cos4,co«  (<— /,), 

and  entsprechende  Ausdrücke  für  BO  und  CO,  diese  drei  ab«  sind  unter  einan- 
der gleich,  also: 

«in  4 sin 4i -1- cos  4 cos  4 , cos (/-/,)  = «in 4 ein 4,  + cos 4 cos 4,  cos {l-  «,), 
sin 4 «in 4, -fco« 4 cos 4 , co«(/-/,)  = »in 4 «in 4,  + cos 4 cos 4,  cos(/- /,), 

oder : 

1)  sin4,  — «in  4,  = cot4  [co«4,  cos(f— /,)— co»4,cos(/— /,)], 

sin4,— ein4,=cot4[co«4,  cos(f— /,)— cos4,  cos  (f— f,)]> 
also  durch  Division: 

(ein  4,— «in  4,)  [cos  4,  co«(J— f,)— co«4|  coe(l— f.)] 

= (sin4, — sin 4,)  [cos  4, cos  (f  — /,)  — cos  4,cos(f  /,). 

Wir  seuen  hierin:  i _ / -l 

f — f,=i,  <1  = 41.  <«— *1-*«' 

•'»nt 

CO«  4 , CO« A (sin  4 , — »in  4 ,)  = cos  4,  cos  (i  — i , ) (sin  4 , — «m  4,) 

— cos  4,  (sin4,  — sin4,)cos(l—  Aj), 

y 

also: 

2)  cotA[cos4,(«in4,—  »in4,)+'»»»»«»*i  (»■"*»— »'”*>) 

+ cos  4,  cos  A , (sin  4 , - »in 4,)]  = - cos  4 , sin  A , (ein  4,-  »m  4 , ) 
— cos  4,  sin  Aj  (sin 4, — »in  4, ). 

Diese  Gleichung  gibt  A,  also  auch  /,  wf  Hipparch 
eine  der  Gleichungen  1)  gibt  dann  4. 

Namentlich  die  sphärische  Astronomie  ten  die  Dreiecke  auf  ® 

pbt  viele  Anwendungen  der  sphärischen  J beLcu  nLh 

WM°”ndUch  die  «phäroidische  Trigo-  eine  Sehnentafel 
nomelrie  anbetrifft,  so  verweisen  wir  auf  Intervall  von  ^ 
den  Artikel:  Geo^ie.  ^ab« 

11)  Hi  « torische».  Sinns  orseuten.  Der  erste,  welcher  diese 

Die  Anfänge  der  Trigonometrie  gehen  Betrachtungen  anwandte,  soll  Mahomed 
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ol  Bktani  (880)  gowcien  sein.  Sie  wur- 
den vcrvollBtändigt  durch  Gcbir  beu 
AphU  (1090). 

Nach  dem  Wiederaufleben  der  Wissen- 
schaften in  Europa  wurde  auch  die  Tri- 
gonometrie rcnrollständigt.  So  schrieb 
1533  J.  Begiomontanus  sein  Werk: 
De  Iriangulü  omnimodii  libri  V,  in  wel- 
chem sich  die  Tangenten  schon  finden, 
und  das  überhaupt  der  jetzigen  Trigo- 
nometrie schon  sehr  nabe  kommt.  Zur 
Vollendung  aber  gelangte  die  trigono- 
metrische Rechnung  durch  Ncper’s  Er- 
findung der  Logarithmen  (1614). 

Die  analytische  Behandlung  der  Tri- 
gonometrie, die  Entdeckung  der  hohen 
Bedeutung,  welche  die  trigonometrischen 
Linien  für  die  Analysis  haben , gebOrt 
dem  18.  Jahrhundert  an,  und  namentlich 
hat  auch  hierin  Euler  unsterbliches  Ver- 
dienst. 

Trülmareoordlnaten  (fisometrie). 

Diejenigen  Coordinaten,  welche  einen 
Funkt  in  der  Ebene  durch  seine  senk- 
rechte Entfernung  von  den  drei  Seiten 
eines  gegebenen  Dreiecks  bestimmen. 
Da  schon  zwei  dieser  Entfernungen  zur 
Bestimmung  des  Punktes  hinreichen,  so 
enthalten  die  Trilimarcoordinaten  also 
ein  überflüssiges  Element.  Sei  0 der 
Funkt,  X,  y,  z die  Entfernungen  von 
den  Seiten  a,  b,  e des  Dreiecks,  dessen 
Fl&cbeninhalt  f sei,  so  kann  man  letz- 
teres in  drei  tbeilen,  deren  jedes  eine 
der  Entfernungen  zur  Hohe  und  eine 
der  Seiten  zur  Grundlinie  bat.  Es  ist 
also  immer: 

1)  ax+bn-\-cz  = 2f, 

und  diese  Relation  lehrt,  eine  der  Coor- 
dinaten durch  die  andere  zu  bestimmen. 

Bezieht  man  ein  gewöhnliches  schief- 
winkliges Coordinatensystem  auf  zwei 
Seiten  a und  b des  Dreiecks  als  Axen, 
und  sind  f,  fj  diese  Coordinaten  für 
Funkt  O,  und  y der  Winkel  zwischen 
Ä und  B,  so  ist  offenbar: 

x = {siny,  y = ^siny, 
also  da  diese  Beziehung  eine  lineare 
ist,  so  ist  die  Gleichung  einer  Cnrve  in 
Trilimarcoordinaten  immer  von  derselben 
Ordnung,  als  die  in  gewöhnlichen  Coor- 
dinaten. Der  Vortheil  der  letztem  aber 
ist  folgender. 

Wenn  eine  Gleichung  von  beliebigem 
Grade  zwischen  x und  y gegeben  ist, 
und  p ist  die  höchste  Dimension,  so 
kann  man  jedes  Glied  von  niederer  Di- 
mension p— f auf  diese  bringen,  indem 

man  nach  1)  mit  (‘**'*'^^”^=1 


dasselbe  multipUcirt  — Man  hat  also 
bei  Anwendung  der  Trilimarcoordinaten 
lediglich  mit  homogenen  Gleichungen  zu 
thun,  was  die  Rechnung  oft  wesentlich 
erleichtert.  Für  den  Raum  ersetzt  man 
in  solchen  Fällen  die  Trilimarooordina- 
ten  durch  die  vier  Entfernungen  eines 
Punktes  von  den  Seitenflächen  eines  Te- 
traeders. Sind  a,  b,  c,  d diese  Seiten- 
flächen, X,  y,  z,  u die  Coordinaten,  T 
der  körperliche  Inhalt  des  Tetraeders, 
so  bat  man  die  1)  entsprechende  Be- 
ziehung: 

2)  ox-f  &y  .{■  cz  -b  <fu  = 3 T. 

Anwendungen  dieser  Coordinaten  gibt 
z.  B.  Salmon  in  seinem  Werke:  Higher 
plane  eurvet. 

Trinitatis  (fest)  (Chronologie). 

Der  erste  Sonntag  nach  Pfingsten. 

Trinomlnm  (Algebra). 

Eine  Summe  von  drei  Gliedern. 

Triphanuner  (Maschinenlehre). 

Siehe  Hammer.  , . 

Trilling  (Maschinenlehre). 

Ein  Rad,  dessen  Zähne  sich  zwischen 
zwei  parallelen  Kränzen  befinden  (siebe 
den  Artikel:  Bad). 

Trisection  (des  Winkels)  (Geometrie). 

Die  Theilnng  des  Winkels  in  drei 
Theile , eine  Aufgabe , die  sich  durch 
Rechnung  sehr  leicht  durch  den  Werth 

von  sin  -g-  und  eos  -g-  ergibt,  wobei  geo- 
metrische Construction  im  engem  Sinne 
aber  nicht  möglich  ist,  da  nicht  der  Kreis 
und  die  Grade  hierbei  ausreichen , son- 
dern Kegelschnitte  nOtbig  sind  (vergleiche 
den  Artikel : Dreitheilung). 

Trochoidalis  (Goometrie). 

Die  Linie,  welche  ein  Funkt  einer 
Cnrve  beschreibt,  wenn  sich  letztere  auf 
einer  Graden  oder  einem  Kreise  wälzt. 
Die  Cycloiden  sind  also  besondere  Fälle 
dieser  Curve. 

Trochois  (Geometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Cycloide. 

Trockener  Wechsel  (kanfminaische 
Arithmetik). 

Ein  Wechsel,  der  auf  den  Aussteller 
selbst  lautet. 
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Trockeapoehwerk  (laschlBenlehre). 

Siehe  Pochwerk. 

Trockearegalator  (Haschinealebre). 

Siehe  Regulator , 

Trommel  (■aschinenlehre). 

Ein  cylindrischcs  oder  eonischcs  Hatl 
mit  breiter  OberäOcbe, 

Bei  Uhren  heisst  so  der  cylind  rische 
Kasten,  welcher  die  Triebfeder  ein- 
schliesst. 

TroBunelrad  (Maschinenlehre). 

Ein  bei  den  alten  Römern  gebräuch- 
liches hohles  Rad  zum  Heben  von  Was- 
ser. Radiale  Scheidewände  theilen  es  in 
Sectoren,  deren  jeder  eine  Mündung  am 
Umfange  zur  Aufnahme  des  Wassers 
beim  Drehen  des  Rades  besitzt;  durch 
eine  andere  Oeffnung  geht  das  Wasser 
in  die  hoble  Welle,  und  aus  dieser  in 
ein  Reservoir. 

Tropen  (mathematische  Geographie). 

Die  Gegenden  der  Erdoberfläche  zwi- 
schen den  Wendekreisen. 

Tropische  Dmlanfszeit  (Astronomie). 

Die  Zeit,  in  der  der  Planet  zweimal 
durch  seinen  anfsteigenden  Knoten  geht, 
d.  h.  durch  den  Punkt,  wo  sein  Aequa- 
tor  die  Ekliptik  schneidet,  und  sich  der 
Planet  über  den  erstcren  erhobt. 

Tropisches  Jahr  (Astronomie  and 
Chronologie). 

Die  tropische  Umlanfszeit  der  Erde. 
Das  tropische  Jahr  ist  gleich  dom  bür- 
gerlichen (vergleiche  den  Artikel:  sideri- 
sches  Jahr). 

Troygewicht  (lessknnst). 

Man  versteht  darunter  ein  altes  hollän- 
diicbes  Gewicht. 


1 Troypfund  = 2 Mark  = 16  Unzen 
= 320  Engolscn  = 10240  As. 

1 Engelsen  = 4 Vierlinge  = 8 Trois- 
ken  = 16  Deusken  = 32  As. 

19  Troymark  sind  gleich  20  Cöllner 
Mark. 

1 Troypfund  = 492,16772  Gramm, 
während  das  alte  holländische  Ilandcls- 
pfund  494,09042  Gramme  enthält. 

Ferner  versteht  man  unter  Troy- 

gewicht  das  englische  Münz-  und  Apo- 
thekergewicht. Man  hat  für  erstcres: 

Troy  poond  OuQC«a  Ponoyweighls  (trains 

1 12  240  5760 

1 20  480 

1 24 

aber  beim  Medicinalgewicht: 

Troy  pound  Ouneea  Dranes  ScrupJes  Graiot 

1 12  96  288  5760 

1 8 24  480 

1 3 60 

1 20 

Das  Troy  pound  enthält  373,247  Gramm, 
uud  wird  auch  in  24  Carats  zu  4 Grains 
zu  4 Quarts  beim  Golde,  12  Onnces  zu 
20  Pennyweights  beim  Silber  gctheilt. 
1 Pfund  Ilaudelsgewicht  enthält  7000 
Troy  grains  oder  453,5976  Gramme. 

Tnrbine  (Maschinenlehre). 

Horizontales  Wasserrad  (siehe  Wasser- 
rad). 

TnrblnengeblAse  (Maschinenlehre). 

Siehe  Gebläse. 

TnrbinengOpel  (Maschinenlehre). 

Siehe  Göpel,  WassergOpel.  ’ 

Tnrbinenpochwerk  (Maschinenlehre). 

Siehe  Pochwerk. 
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üeberfall  (Hydraulik). 

Ein  Wandeinschnitt  in  einem  mit 
Eliissigkeit  gefüllten  GeAsi. 

Debarfallscbtttzen  (HydraoUk). 

Schützen,  wodurch  das  Wasser  anf  ein 
mittclschlächtigcs  Wasserrad  geführt  wird. 
Dasselbe  flieset  über  den  Kopf  des  Schätz- 
brettes entweder  anf  eine  (parabolisch) 
gekrümmte  Leitschanfcl , oder  über  den 
abgerundeten  SchQtzenkopf. 

UeberfUlwehr  (Hydraulik). 

Wehr  oder  Damm  zum  Aufstauen  des 
Wassers.  Sie  unterscheidet  sich  von 
der  Schleusenwehr  dadurch,  dass  bei  er- 
sterer  das  Wv'nr  nicht  über  die  Wehr- 
klappe  anfgestauet  wird,  sondern  durch 
einen  Durchlass  frei  zu  dem  Canale  ge- 
langt, wo  sich  die  Umtriebsmaschine  be- 
findet. 

Heberltssige  (tberschfissin)  Zahl 
(numenu  ahundans)  (Arithmetik). 

Eine  Zahl,  welche  grosser  ist,  als  die 
Snmme  ihrer  Factoren.  Z.  B.  9 hat 
die  Factoren  1 nnd  3,  deren  Summe  4 
beträgt. 

Hebergewlcht  (Statik). 

Das  Mehrgewicht  der  Kraft  gegen  die 
Last,  oder  umgekehrt. 

Deberbltzer  (WArmelehre). 

So  heisst  bei  gewissen  Dampfmaschi- 
nen ein  besonderes  GefÜss,  worin  die 
Dämpfe,  ehe  sie  in  den  Cvlindtr  treten, 
überhitzt , d.  h.  so  weiter  erwärmt  wer- 
den , dass  sic  nicht  mehr  im  Maximum 
der  Spannkraft  sind. 

Bei  calorischen  Maschinen  wird  so  der 


Kessel  genannt,  in  welchem  die  Luft  er- 
wärmt wird. 

DebermAsslges  luterfall  (Akustik). 

Ein  Toninterrall,  Terz,  Quart  n.  s.  w., 
welches  etwas  grösser  ist,  als  das  ge- 
wöhnlich diesen  Namen  führende  (xer- 
gleiche  den  Artikel:  Akustik). 

DeberschOssige  Zahl. 

Siche  überflüssige  Zahl. 

Uhr  (Chronologie). 

Siehe  Chronometer. 

Dmbllicus  (6eometrie). 

Gleichbedeutend  mit  Brennpunkt. 

Umdrehung  (Mechanik). 

Siebe  Botation. 

Umdrehnngsebene  (Mechanik). 

So  wird  zuweilen  eine  auf  der  Rota- 
tionsaxe  senkrechte  Ebene  genannt. 

Umfang  (Ueometrle). 

Die  Summe  der  Seiten  eines  Poly- 
gons, allgemeiner  die  ganze  Begrenzung 
eines  FUchenstückes. 

Umfangswinkel  (fieometrie). 

Der  von  zwei  zusamroenstossenden  Sei- 
ten eines  Polygons  gebildete  Winkel. 
Beim  Kreise  wird  dieser  Ausdruck  auch 
für  Peripheriewinkel  gebraucht. 

Umformung  (Analysis). 

Gleichbedeutend  mit  Transformation. 
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UnhtllnDgscarTe,  Enfeloppe  (Geome- 
trie). 

So  wird  eine  Curvc  genannt , welche 
jede  von  einer  gegebenen  Schaar  von 
Curven  berührt. 

Sei: 

1)  A(-r.  «)  = 0 

die  Gleichung  einer  beliebigen  Cnrve 
ans  der  Schiiitr,  also  n der  veränderliche 
Parameter,  so  ist  die  Gleichung  der 
nächsten : 

f{*>  y<  a+dn)  = 0, 

d.  b.; 

und  durch  Voreinigang  beider  Gleichun- 
gen kommt : 

»>  1^=«- 

Die  Gleichungen  1)  nnd  2)  geben  die 
Coordinaten  des  Dnrcbschnittspnnktes 
der  beiden  unendlich  nahen  Curven.  Eli- 
minirt  man  nun  aus  1)  und  2)  «,  so 
hat  man  die  Gleichung  einer  Cnrve, 
welche  durch  die  Dnrchschnittspnnkte  jo 
iweier  nächsten  aus  der  Schaar  geht, 
and  dies  ist  die  Umhfillnngscnrve.  Dass 
sie  die  ganze  Schaar  berührt,  folgt  dar- 
aus, dass  je  zwei  nächste  Schnittpunkte 
der  Curven  auf  einer  einen  unendlich 
kleinen  Bogen  abschneiden,  welchen  diese 
Cnrve  nnd  die  UmhQlInngscurve  gemein- 
schaftlich haben. 

Bei  spiel. 

Die  Gleichung: 

X* 

stellt  eine  Schaar  von  Ellipsen  vor»  wenn 
man  n verändert.  Es  ist: 
df  X*  u* 

2)  + /r^.  = 0- 

Ott  a*  (*—«)* 

Ans  1)  nnd  2)  ergibt  sich: 
kx» 

<t  = -j i’ 

x»-fi,* 

nnd  wenn  man  dies  in  1)  oinseut; 
als  Gleichung  der  Umhüllnngscurve. 

OmbtllnnKsl&che  (Geometrie). 

Diejenige  Fläche , welche  eine  gege- 
bene Schaar  berührt.  Es  kann  diese 
Berohrung  jedoch  in  einer  Linie  oder 


in  einem  Funkte  stattflnden.  Sei  n ein 
beliebiger  Parameter,  und : 

1)  /■(x,  y,  s,  a)=0 

die  Gleichung  einer  Fläche  ans  der 

Schaar.  Die  der  nächsten  ist: 

/'(■r,  y,  I,  a + dn)^0, 
woraus  sich  in  Verbindung  mit  1)  ergibt: 


2) 


1)  und  2)  sind  die  Gleichungen  der 
Schnittlinie  dieser  Cun-en , oder  wenn 
man  a oliminirt,  die  derjenigen  Fläche, 
welche  alle  diese  Schnittlinien  umfasst, 
d.  h.  der  Dmhüllungsfläche , die  also 
jede  der  Schaar  in  einer  Linie  berührt, 
— Sind  dagegen  « und  ß beliebige  Pa- 
rameter, nnd  die  Gleichung  einer  Fläche 
ans  der  Schaar: 

3)  y.  ».  «.  1»)  = 0, 

so  ist  für  eine  nächste: 

/■(x,  y,  t,  n-fif«,  ß+dß)  = 0, 
wo  zwischen  den  Aenderungen  von  n 
und  ß eine  gewisse  Beziehung  stattfin- 
det,  damit  die  Fläche  völlig  bestimmt 
sei.  Für  eine  andere  nächste  ist  dann: 
/■(x,  y,  Z,  n-f  :fß,  ^-f-<f,J)  = 0, 

WO  Ja  und  dß  eine  andere  Art  des 
Wachsens  andcuten.'  Die  Gleichung  3) 
in  Vereinigung  mit  den  beiden  letzten, 
gibt  für  den  Schnittpunkt  dieser,  drei 
Flächen : 


4) 


rh 


nnd  die  Gleichungen  3)  nnd  4)  bestimmen 
eine  Umhüllnngsfläche,  weiche  jede  der 
Schaar,  aber  nur  in  einem  Punkte,  berührt. 

Beispiel. 

Die  Gleichnng  einer  Schaar  von  Ebe- 
nen mit  einem  Parameter  ist: 

z - X /■  (o) -(- y y (o) -t- 0 (n). 

Für  die  Einbüllungsfläche  ist: 

* f'M+yf'M-i-'/'' (")=0. 

Beide  Gleichungen  geben  dieselbe.  Es 
ist  eine  abwickelbare  Fläche.  Die  üra- 
hüllungsfläche  einer  Schaar  von  Kreisen 
mit  constantem  Halbmesser  heisst  Canal- 
flächc. 

ümkehrang  eines  Saties. 

Heisst  die  Voraussetzung  zur  Behaup- 
tung, nnd  die  Behauptung  zur  Voraus- 
setzung machen.  Z.  B.  aus  dem  Satze : 
„Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Winkel 
gleich  sind,  so  sind  auch  ihre  Gcgen- 
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yrinkel  gleich,“  ontotebt  durch  Umkeh- 
rung der  Satz;  „Weun  in  einem  Dreieck 
zwei  Winkel  gleich  sind , ao  sind  auch 
ihre  Gegenseiten  gleich.“ 

Sktzo  lassen  sich  offenbar  nur  dann 
nmkehren,  wenn  die  Voraussetzung  für 
die  Behauptung  nicht  allein  nothwendig, 
sondern  auch  ausreichend  ist. 

Umkehnme  der  Functionen  nnd  Rei- 
hen (Analysis). 

So  kann  man  allgemein  die  Aufgabe 
bezeichnen,  aus  der  Gleichung 
wo  f{x)  in  Form  einer  Reihe  oder  sonst 
irgend  wie  gegeben  ist,  den  Ausdruck 
•r  F V (y)  in  Form  einer  Fotenzreihe  ab- 


zuleiten.  Für  zwei  Variablen  gestaltet 
sich  das  tJmkehrungsproblem  so:  Am 
den  Gleichungen: 

y=/’(x,  X,),  y,=/,(x,  X,), 

X nnd  X,  abzuleiten. 

Für  Functionen  einer  Variable  gibt 
der  Satz  des  Lagrange  die  vollständige 
Losung  des  Problems.  Es  ist  dieser  Sau 
in  dem  Artikel;  Reiben  enthalten.  An 
dieser  Stelle  geben  wir  einige  Ergän- 
zungen und  die  von  La  Place  herrfih- 
rende  Ausdehnung  dieses  Satzes  auf 
Functionen  zweier  Variablen. 

Der  Lagrange’sche  Satz  ist  gegeben 
durch  die  Foimel ; 

IrW  /'(«•)] 


wo  s und  X verbunden  sind  durch  die  Gleichung; 

2)  z = a-\-x(f  (z). 

Um  daraus  die  Auflösung  der  Gleichung  x = <«.(»)  herzuleiten,  hat  man  nur  zu 
setzen ; 

z 


0 = 0,  '/  (z)  = 


und  /■(»)  = * nehmen.  Die  Umkchrungsformel  der  Fotenzroihen  ergibt  sich 

hieraus  noch,  wenn  man  unter  0 (z)  eine  beliebige  Fotenzreihe  versteht. Indess 

wollen  wir  noch  eine  andere  von  Jakobi  herrübrende  Umkehrungsmethode  der 
Reihen  geben,  welche  nach  ganzen  Potenzen  fortschreiten.  Es  sei; 


/■(x)=  ...  -1-0 


-a' 


X "'-t-o 


— 3 


X *-fo 


— 1 


+ fl,-)-OiX-f-fl,  x’-f  . . . 


Bezeichnen  wir  mit  Res  [7  (x)]  den  Goefficienten  von  x ‘ in  der  Entwickelung  von 
7 (x),  so  ist  offenbar  -. 


Res 


Wir  vertauschen  jetzt  f (x)  mit  — ^ ^ 7 (x)  * und  erhalten ; 

Ansgenommen  ist  jedoch  der  Fall,  wo  m=— 1 ist.  Suchen  wir  also  direct  den 
Ausdruck : 

(Genaueres  hierüber  entbUt  der  Artikel;  (jnuntitüt  — imaginäre). 

Zn  dem  Ende  entwickeln  wir  7 (x)  nach  zunehmenden  Potenzen  von  x,  und 
erhalten ; 


7(x)  = o^x<“(l-l-U), 

wo  x^  die  niedrigste  Potenz,  V eine  Reihe  ist,  die  nur  positive  Potenzen  von  x 
enthält.  Somit  ist: 

«<lg<f  (»)  _ ü . <llg(l-|-t/) 

dx  X dx  ’ 
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Ig(l+i0=i/-y+ 
ilio  ist  ; 


lomit: 


lUst  sich  nach  ganien  Fotensen  von  x entsrickeli),  nnd 

Be.^±l?=0, 


dx 


Bes 


\g<z)dx/~f 


Sei  nun; 


j = o,  *4-a,**+o,  **+  . . 

und  wir  sndien  die  Entwickelung  von  r nach  Potenzen  von  y,  nämlich: 
x = 4,y  + 6,j(*+i,y*+  . . 

SO  lässt  sich  leicht  der  Werth  von  finden.  Differenziiren  wir  nämlich  die 
letzte  Gleichung  nnd  dividiren  durch  y",  so  kommt; 

* S ft  + 'S ‘"+ 

y y y * 

Wird  jede  Potenz  von  y nach  Potenten  von  x entwickelt,  so  ist  nach  dem 
Obigen : 

Res  Summe  dieser 


und  nur 


(Berthe  der  von  Res 


(?) 


znsammensetat,  so  hat  man: 
b_ 


wo  sich  die  Wertho  von  Bes 


(?) 


ergeben,  wenn  man  die  negativen  Potenzen 


Ton  y nach  zunehmenden  Fotenzreiben  von  x entwickelt,  nnd  nur  die  Coefficienten 
von  — nimmt. 


Beispiel. 
Sei  gegeben; 


y = x+ax*. 


Han  hat: 


1 - 1 _ (1+«»)' 

y X (1+ax)  X 

Das  mit  x”~*  mnltiplicirte  Glied  des  Zählers  ist: 


ii-t  w(w+l)  . . . (2a  — 2)  _w  - 1 
^ 1.2.  . . I.-1 


alsa; 


und: 


iK..(i)=,-..- 


1 (a+l)(n+2)  ...  (2a- 2). a - 

2 • 3 ...  (n  - 1) 
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*=y  — “y’+"2 


5-6  , .,6 

;a*y‘+ 


7-8 


2-3 


2-3-4 


Jakobi  bat,  auf  diese  Betrachtungen  geetfiut,  anch  einen  Beweis  des  La- 
grange’schen  Satzes  gegeben,  den  wir  hier  fibergehen. 

Aus  dem  Lagrange’schen  Satz  folgt  leicht  die  Entwickelnng  einer  Function 
von  s,  f{z)  nach  Potenzen  einer  andern  Fnnction  F(z)  von  derselben  Tariablen. 
Setzt  man  nämlich  in  die  Gleichung  2) : 

' ’ = F(t),  also:  = 


7(t)-  Fiz)' 

so  ist  x = F(z)  nnd  daher  f(t)  nach  Potenzen  dieser  QrOsse  entwickelt. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  La  Place’schen  Erweitomng  des  Satzes  von  La  Grange 
Uber.  — Es  sind  gegeben  die  Gleichungen: 

3)  « = o + j:7(u,  c),  e = i + yv(,(M,  t), 

und  cs  soll  eine  beliebige  Function  von  u nnd  v nach  Potenzen  von  r nnd  jf 
entwickelt  werden.  Sei : 

») 

diese  Fnnction,  so  bandelt  cs  sich  nach  den  Maclaurin'scben  Satze  nur  danun, 
die  Dififerenzialqnotientcn  von  z nach  x and  y zu  bestimmen,  für  den  Fall,  dass 
X nnd  y verschwinden. 

Durch  Differenziiren  der  Gleichnngen  3)  erhalt  man: 
du 

di=»+* 


(dif  ^ dy.  dr\ 

du  dx  df)  dx/’ 

d«_^  /d^  du  d0  dr\ 
dx  ^ \du  dx  d«  dx/ 


1 t 


/dy  du  dy  dr\ 

\du  oa  dr  da/ 

dr  /d^  du  d0  »r\ 

da  ^ \du  da  de  da/* 


woraus  sich  sogleich  die  Relationen  ergeben: 


also: 


du_ 

dx* 


du 

da 


dr  dr 

Tx-'^Ya' 


dx 


da' 


nnd  auf  ganz  dieselbe  Weise  ergibt  sich: 


dz  dz 
d^~'^Yb' 


Es  war  s = /'(h,  r),  setzt  man  aber  z=y=0,  so  wird  « = «,  o = i,  also: 

Hiermit  verbinden  wir  die  identischen  Relationen  : 
d / du\  d / dtt\ 


dy  V db)  ~ äbV  dy/' 

die  sich  augenblicklich  vcrificircn  lassen , welche  Function  von  u und  v auch  / 
sei.  Hieraus  folgt: 

a*z  _ d ^ ^ ^ ( t 

d*>  dx  \dx/  dx  V da/  ~ da  dx/  ~ da  V da/ 
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d t _ d / H d»\ 
dx"  “ d«"-' 


In  gieicher  Weiae  beweiat  man  die  Relation; 


aiao  auch: 


^ “ di"-' 

'd*"'o  da"-''- 

'dy"'o  di"-'  ^ ' 


Ea  iat  aber  noch  die  Berechnnng  dea  Anadmckes  — nfilhig. 

d"-»’dyP 

Han  hat  annäcbit: 

d*a  _ ^ ^ / da\  dy.  dl  d’i  _ dif.  dt  d / di\ 

dxdjf  — djf  da:  — Sy  V da/  dy  do^^  dody  — '*"di  da^'^  da  di/’ 

alao: 

d*!  dyi  dt  d^  da  d*! 

dxdy  '^di  da"^^da  di"^^  dadk' 

(d>a  \ 

ZQ  erhalten,  kann  man  vor  dem  Differcnziiren  bezflglich  « 


nnd  c mit  a nnd  i vertanachen.  Um  zu  finden,  iat  nnn ; 

d*"-PdyP 

, d"~ Pt  _ d"— P— ' / n— y dt\ 

d**-P  “ ^"-P-' 

ymal  nach  y zn  differenzüren,  Sei  jetzt: 

«,=a  + z[y(«„  e,)"-P],  e,=i+yv(.(i»,,  *,),  i,=/’(ii,,  t,), 

10  iat  anch: 

■5;-?  -ä;- 

Für  >=0  aber  werden,  waa  anch  y aei,  die  Werthe  von  u,  und  0,  bezüglich 
mit  denen  von  H nnd  e idcntiacb,  daher: 

,d"-Ptv  _ d"-p-' r/dt,\  1 


=iizrr(^)  1. 

da"'P-' 


und  da  x nnd  y nnabhlngig  von  einander  aind,  aUo  vor  oder  nach  dem  Differen- 
liiren  nach  y:  z=0  gemacht  werden  kann,  und  amgekehrt: 


'dz“-PdvP/.  d«"-P-'  dyP 


Man  kann  anch  linka  die  Ordnung  des  Differenziirens  nmkehren,  jedoch  darf  dann 
i='y=0  erat  nach  Vollcndang  der  Rechnnng  gesetzt  werden,  also: 
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/ d"t  ^ 

_ <> 

\dz"-P,)y"J 

Id/  ) 

wo  znm  Schlosse  z=y  = 0 ist.  Non  ist  nach  dem  Obigen: 
d/  ■ dif-* 

Statt  nach  x so  diffcrenziiren , nnd  dann  z = y = 0 zn  setzen,  kann  man  Tor  dem 
Uifferenziiren  auch  y = 0 setzen.  Setzt  man  aber : 

«,  = «+xy(u„  t,)"“!',  r,  =4  + y t,)?*,  z,=f{u„  v^), 

so  werden  u,  und  e,  für  y = 0 bezüglich  mit  nnd  identisch,  nnd  man  kann 
dann:  ersetzen  durch  .j-i,  so  dass  man  hat: 


/ d"z  X 

d"-P-'  d cP-' 

(%f) 

1 

Vdx"-Pd/J 

L~da"-P-‘  ^-^dtP-' 

do"-P-’diP-' 

d*8,  d^z 

kann  ans  dem  Wertbe  von  abgeleitet  werden,  wenn  man  (f-  nnd  V' 

bezüglich  mit  vertauscht,  also: 


6) 


dy"  ^ dz  B— p dy.l’  ds 

di  da'^'^  da  di"^^  dadb' 


wo  in  nnd  t — f die  Argumente  a nnd  i zu  nehmen  sind. 

Die  Gleichungen  4),  5)  und  6)  bestimmen  die  Coefficienten  der  Maclanrin- 
Echen  Beihe  völlig,  und  man  hat: 


s = z„+  * 


1 . 2 \dx*A^  1 • 2 Vdidy/s^  1 . 2 


DmUnf  (Dynamik). 

Die  Bewegung  eines  Körpers  um  einen 
andern,  z.  B.  der  Erde  um  die  Bonne. 

DmUnfe  (Hydraulik). 

Beim  Schiensenbau  werden  so  diejeni- 
gen Kanüle  genannt,  welche  sich  in  den 
Mauern  der  Schleuse  um  die  Xhore  her- 
nmziehen,  die  zum  Füllen  oder  Leeren 
der  Schleuse  dienen  nnd  daher  mit 
Schützen  versehen  sind. 

Umschrieben  (Geometrie). 

Eine  Figur  A ist  einer  andern  grad- 
linigen B umschrieben,  wenn  jede  Ecke 
von  B sich  in  dem  Umfange  von  A be- 
ündet,  A kann  hier  gradlinig  oder  krumm- 
linig sein.  Eine  gradlinige  Figur  A ist 
aber  einer  krummlinigen  B nmschrieben, 
wenn  jede  Seile  von  A den  Umfang  von 
B berührt. 

Dasselbe  gilt  von  begrenzten  KOrpem, 
wenn  man  statt  des  Umfanges  die  Ober- 
fläche, statt  der  Seiten  die  ebenen  Grenz- 
flächen nimmt. 


Umriss  (Feldmesskunst). 

Begrenzung  einer  Figur. 

Umtriebsmaschine  (■aschinenlehre). 

Die  Maschine,  welche  unmittelbar  von 
der  Kraft  in  Bewegung  gesetzt  wird, 
z.  B.  ein  tVasserrad  oder  eine  Dampf- 
maschine, im  Gegensatz  zur  Zwiachen- 
maschine,  welche  die  Bewegung  auf  den 
KOrper,  welcher  bearbeitet  oder  fortge- 
Bchafft  werden  soll,  übertrigt. 

UmsetinngsTerhUtaiss  (Haschinea- 
lehre). 

Die  Zahl,  welche  das  Verhältniss  der 
gleichzeitigen  Umdrehungen  zweier  in 
einander  greifenden  Bader  ansdrückt. 

Unabhingige  Tariable  (Analysis). 

Diejenige  veränderliche  Grösse , der 
man  einen  beliebigen  Zuwachs  gibt  nnd 
dadurch  den  Zuwachs  der  andern  von 
ihr  abhängigen  Grossen  bestimmt.  — 
Ist  z.  B.  X unabhängige  Variable , dx 
der  unendlich  kleine  Zuwachs , so  ist 
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Jfzicotxdx  der  Zuwache  der  abhängi- 
gen Variablen  y = siu«.  Ist  dagegen  y 
unsbhingige  Variable,  dy  der  Zuwachs, 

so  ist  <tr  = OT— TT  der  von  x. 

r(i-y’) 

Dabskannte  firOssen  (Algebra). 

Diejenigen  Grössen , welche  in  einer 
oder  mehreren  Oleiclmngen  ans  densel- 
ben in  bestimmen  sind. 

Dabenanate  Zahlen  (irttbmetik) 

Zahlen,  deren  Einheit  beliebig  ist. 

UabestiiniDte  Analysis  ^(Arithmetik). 

So  wird  zuweilen  die  Theorie  der  un- 
bestimmten Anfgaben  (siehe  diese)  ge- 
nannt. 

Dabestinuttte  (anchdiophan  tische)  Anf- 
gaben (Arithmetik). 

Führt  eine  Aufgabe  zu  einer  Glei- 
chung mit  mehr  als  einer  Unbekannten, 
oder  zn  einer  Anzahl  von  Gleichnngen, 
die  kleiner  als  die  der  Unbekannten  ist, 
so  heisst  die  Aufgabe  unbestimmt.  — 
Eine  solche  hat  im  Allgemeinen  unend- 
lich viel  Anflösnngen.  Dieselben  wer- 
den zum  Theil  determinirt , wenn  man 
über  die  Art  dieser  AuflOanngen  gewisse 
Voraussetzungen  macht,  z.  B.  dass  sic 
»Ile  ganzzahlig,  oder  alle  rational  seien. 
Auf  diese  Weise  kann  zuweilen  die  Auf- 
gabe zu  einer  einzigen  Lösung,  zuweilen 
SU  einer  begrenzten  Anzahl , zuweilen 
aber  noch  immer  zu  unendlich  vielen 
führen. 

Wir  geben  hier  zunächst  die  Auflösung 
der  unbestimmten  Gleichungen  ersten 
Grades.  Die  Auflösung  derjenigen  zwei- 
ten Grades  in  rationalen  und  in  ganzen 
Zahlen  enthält  der  Artikel:  Quadratisehe 
Gleichungen  (unbestimmte).  Einige  ein- 
fachere Fälle  dieser  Aufgabe  wollen  wir 
dann  hier  anknüpfen. 

Sei  gegeben  die  Gleichung: 

t)  ax  — byx:  c. 

o,  i,  c können  als  ganze  (positive  oder 
negative)  Zahlen  angenommen  werden, 
da  sie  leicht  in  solche  verwandelt  wer- 
den können , wenn  sie  Brüche  sein 
sollten. 

>1  6,  c sind  so  einzurichten , dass  sie 
keinen  gemeinschaftlichen  Factor  haben. 

Nehmen  wir  zunächst  an , dass  eine 
Auflösung  bekannt  sei,  nämlich : 

xt:x„  y = y„ 

so  ergeben  sich  alle  möglichen  Lösun- 
gen aus  den  Formeln : 


2)  x = x^+h^,  y=yi+at,  . 

wo  s eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  die 
positiv  und  negativ  sein  kann. 

Dass  diese  Ausdrücke  Lösungen  sind) 
ergibt  eich  durch  Einsetzen,  dass  keine 
andern  vorhanden  sind,  ans  folgenden 
Betrachtungen. 

Zunächst  dürfen,  damit  Überhaupt  eine 
Lösung  möglich  sei.  a und  b keinen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben,  denn 
sonst  müsste  offenbar  auch  e denselben 
haben,  was  der  Voraussetzung  wider- 
spricht. 

Sei  nun  eine  nicht  in  2)  enthaltene 
Auflösung  möglich,  so  hat  dieselbe  jeden- 
falls die  Form : 

® = z,-(-4i -f-», 

wo  « dem  absoluten  Werthe  nach  klei- 
ner als  b ist,  weil  man  sonst  durch  Ver-  v 
mehren  von  z r um  b verkleinern  kann. 

Nun  ist  nach  Gleichung  1):  ai—c  = by, 
also  ax— 'C  durch  b theilbar.  Dies  gilt 
für  beide  bekannte  Werthe  von  z,  also 
sowohl:  oz,— c,  als:  a(z,-|-is-(-f)— c 
sind  durch  b theilbar,  also  anch  ihre 
Differenz  abt+at,  also  anch  at  selbst, 
was  nicht  möglich  ist,  da  n keinen  Thei- 
1er  mit  b gemeinschaftlich  hat,  t aber 
nicht  durch  b theilbar  ist. 

Die  Gleichnng  1)  verwandelt  man  nun 
durch  die  Substitution: 

3)  x = cu,  y = ct 

in  die  einfachere : 

4)  oz— iy  = l.  • 

Eine  Lösung  derselben  wird  folgender- 
maassen  gewonnen. 

Man  kann  annebmen,  a und  b seien 
positiv,  da  man  dies  immer  bewirken 
kann , wenn  man  nöthigen  Falles  y mit 
— y vertauscht.  Sei  ferner  a grösser  als 
6,  so  kann  man  die  gewöhnliche  Me- 
thode anwenden  (siehe  die  Artikel:  Quo- 
tient und  Best),  durch  welche  man  zwi- 
schen a nnd  b den  grössten  gemeinschaft- 
lichen Theiler  erhält,  und  dieser  ist  1, 
da  a nnd  b relativ  einfach  sind.  Han 
hat  somit: 

5)  a = bß+c,  b = cy+d  . . . k = ll+m. 

Die  Grössen  fi,  c,  y,  d . . . sind  offenbar 
Quotienten  nnd  ^ste  der  Theildivisio- 
nen.  Eliminirt  man  nun  nach  einander 
n,  m,  f , . so  erhält  man: 

Ik— m(>-/4-(-l)  = — 1, 

A(l^^-f-l)-/[I(K,U-(-l)-l-*']  = 1 . . ., 

mit  andern  Worten,  man  erhält  ein  Viel- 
faches von  l weniger  einem  Vielfachen 
7 
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von  m,  ein  Vielfaches  von  k weniger 
einem  von  / u.  s.  w.,  welche  Differenzen 
alle  entweder  gleich  4-1  oder  —1  sind; 
schliesslich  kommt  man  aiso  auch  zn 
einer  Gleichung: 

ar  — 4i  = + 1, 

nnd  dann  ist: 

u=+r,  e = 4_» 

offenbar  die  gesuchte  Auflösung.  Um 
r und  s zn  bestimmen , sind  aus  den 
Gleichungen  5)  die  Eliminationen  von 
u,  m,  l ...  . c zu  machen.  Dies  ge- 
schieht mittels  des  folgenden  Algorith- 
mus, den  man  leicht  finden  kann,  wenn 
man  die  oben  Air  I und  k gemachte 
Rechnung  weiter  fortsetzt. 

Man  mnitiplieirt  den  letzt  entstande- 
nen Factor , also  r in  der  ersten  Rech- 
nung, yu  -}- 1 in  der  zweiten  , mit  dem 
vorhergehenden  Gliedc  der  Reibe : ß,  y 
. . . k,  ft,  y also  bezüglich  mit  fi  und 
i.,  und  addirt  den  vorletzt  entstandenen 
Factor  bezüglich  1,  y,  u.  s.  w. 

Der  Algorithmus  ist  sonach : 

A)  b[r,ft...i]—c[y,fi...y]-  + \, 
a[y,  ft  ..  . y]  — i [y,  fl  . . . /}]  = -f-l, 

wo  die  in  Klammer  cingcschlosscncn 
Grossen  die  Coefficienten  sind,  nnd  man 
hat : 

6)  H = »',  [v,  |U]  = ^[v]-(-l, 

[v,  /u,  = 1 [v,  H+W 


[y,fi.  .^ß]=ßly,ft  . . . y']+[y,fi  . . . d]. 

Wir  beweisen  dies  Gesetz  durch  voll* 
kommene  Inductions  Ist  die  erste  der 
OleichuDgen  Aj  richtige  so  gibt  der 
Ausdruck  a = 6^  + c offenbar: 

a[y,  ft  . . . y]  = bß[y,  ft  ...  y] 
+c{y,  ft  . . . y]  = 6(^[v,  fl  ...  y^ 

+ [v,  ^ . <f])  + 1 = 4[»',  ;u  . ..  d]-i-  1. 

was  mit  der  zweiten  Gleichung  1)  über- 
einstimmt. 

Anm.  Die  gewöhnliche  Auflösung 
mittels  der  KettenbrUche  ist  die,  dass 

man  in  einen  Kettenbruch  verwan- 

0 

delt.  Ist  — der  letzte  NaherungsbruCh, 
? 

BO  ist  (vergleiche  den  Artikel:  Ketten- 
bruch): 

Bj— 6}»=+l,  also:  * = +9i  ü = iF 


eine  Auflösung.  Der  Algoritbmns,  tu 
dem  dies  Verfahren  führt , stimmt  aber 
genau  mit  dem  hier  gegebenen  überein. 

Beispiele. 

I.  Es  soll  die  Zahl  900  in  zwei 
Tbeile  getheilt  werden,  deren  einer  durch 
11  dividirt  den  Rest  5,  der  andere  durch 
17  dividirt  den  Rest  7 lasst. 

Die  Theilc  haben  also  bezüglich  die 
F omi : 

lljt-fö,  17y-l-7, 

also : 

lli-t-17»+5-i-7  = 900, 

d-  h.: 

17y-l- 11 1 = 888. 

Setzt  man: 

y=888«,  *=-888r, 
so  kommt : 

17«-U»  = 1. 

Man  bildet  nun: 

17  = ll-l-f6,  11  = 6.1-1-5.  C = 5- 1-1-1. 
Die  Zahlen  y,  ft,  1 sind  also  hier  1,  1. 
1,  nnd  man  hat: 

[1]  = 1,  [1,  1]=2,  [l,l,l]  = 1.2-t-l  = 3, 
also: 

u = 2,  e = 3, 

und  somit: 

y,  =2  - 888  = 1776,  i,  = -2664. 

Die  allgemeine  Auflösung  ist  dann : 

y=1776-lli,  *=-2664-1-17 1. 

Unserer  Aufgabe  gemäss,  darf  keine 
der  Zahlen  100  übersteigen,  und  beide 
sind  positiv.  Wegen  y darf  also  z nicht 

1776 

grösser  als  j—  oder  161  sein , wegen 

2664 

X muss  2 grosser  als  wenig- 

stens gleich  157  sein. 

Also  nur  die  Werihe  157 , 158,  159, 
160,  161  losen  die  Aufgabe. 

Man  hat: 

für  s = 157,  y = 49,  * = 5. 

Setst  man  noch  z = : ^ 4- 157,  so  kommt : 


= 49-lls„ 

*=5-1-  17z, 

für  z,  = 0. 

y -r49,  * = 5, 

Air  z,  = l. 

y = 38,  * = 22, 

Air  z , = 2, 

y = 27,  * = 39, 

Air  z j = 3, 

y = 16,  * = 56, 

für  z , = 4, 

y=  5,  *=73. 
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Weitere  Auflösungen  sind  nicht  möglich. 
Die  Tbeile  sind  bezQglich: 

llz+5,  17»+7, 

also  für  x — 6,  jr=49  sind  dieselben  z,  B.: 
60  und  840. 

Die  Aufgabe  hat  also  im  Ganzen  fünf 
Lösungen. 

II.  Eine  Gleicbnng  von  der  Form : 
ax—by  — e, 

wo  a,  6,  e ganze  positive  Zahlen  sind, 
hat  dagegen  unendlich  viel  Lösungen  in 
positiven  ganzen  Zahlen. 

Z.  B. : Es  sollen  drei  Zahlen  gefun* 
den  werden,  so  beschaffen,  dass  wenn 
man  die  erste  mit  7,  die  zweite  mit  9, 
die  dritte  mit  11  multiplicirt,  das  erste 
Product  um  1 kleiner  als  das  zweite, 
das  zweite  um  2 grösser  als  das  dritte  ist. 
Sind  *,  y,  z die  Zahlen , so  hat  man : 

7z+l  = 9y,  7*  = llz  + 2. 

Die  erste  Gleichung  gibt; 

9y— 7z  = l, 

9=1-74-2,  7=3-2-|-l, 

[3]  = 3,  [3,  l]  = l-34-l=4, 

also: 

yg  = -8.  *,  = -4. 

(Du  Zeichen  beitimist  man  am  bequem- 
sten  durch  Einsetzen.)  Allgemein : 

y=z— 8-l-7ic,  *=-44-9», 
oder  wenn  man  w = l4-ie'  setzt: 
y=4  4-7»',  x=54-9ie'. 

Diese  Werthe  setzt  man  in  die  zweite 
gegebene  Gleichung  ein,  und  erhält; 

36  4-63  u>'  = 11s -1-2, 
llz-68»'=83. 

Sei: 

z=-33«,  ie'=-33c, 


t = 7594-63  s,  ie'=  1324-11  s. 
Hierzu  kommt  nun  durch  Einsetzen: 
y=9284-77»,  z = 11934-99 s-. 

Um  diese  Zahlen  möglichst  za  verklei- 
nern, setzen  wir: 

s=-12-M, 

und  erhalten; 

z = 34-63i,  y=44-77/,  x=54-99», 

was  für  1 = 0,  1,  2 . . . unendlich  viel 
Auflösungen  gibt 

Dies  Beispiel  zeigt  auch,  wie  zn  ver- 
fahren ist,  wenn  « — 1 Gleichungen  mit 
n Unbekannten  gegeben  sind.  Man  bil- 
det eine  Gleicbnng  mit  zwei  Unbekann- 
ten, und  die  daraus  gefundenen  Werthe 
setzt  man  snccessive  in  die  andern  Glei- 
chungen ein. 

III.  Wir  wollen  noch  eine  Aufgabe 
nehmen,  die  nur  eine  Auflösung  hat. 

37 

Der  Bmch  dessen  Nenner  diePrim- 
48 

zahlen  16  und  3 zn  Factoren  hat,  soll 
in  zwei  andere  zerlegt  werden,  welche 
diese  Zahlen  zu  Nennern  haben.  Man 
hat  also; 

48"  16'*"  ’3' 

oder : 

az4-16y  = 37, 
x = 37u,  y = 37e, 

3w4-16i-  = l, 

16=5-34-1.“ 

Die  Auflösungen  sind: 

t»=-5,  c = l, 

*.=-185,  y.  = 37, 
allgemein : 

*=-1854-16«,  y=87-3«. 

Hier  repräsentiren  alle  Auflösungen  In- 
dessen nur  eine.  Denn  setzt  man  ein, 
so  konunt : 


>0  kommt: 

63e  — llu  = l, 

63=5-114-8,  11  = 1.84-3,  8=2-34-2, 
8=1-241. 

Aus  den  Zahlen  1,  2,  1,  5 ergibt  sich; 
[1]  = 1.  [1,  2]  = 2- 141=3, 

[1.  2,  1]  = 1- 34-1=4, 

[1,  2,  1,  5]=6- 443=28, 
»=-4,  u=— 23, 
a,=759,  to'  = m, 
also  allgemein; 


37_ 

48~ 


16 


4-W4-Ö- 


-«, 


also  der  Zusatz  16«  und  —3«  zeigt 
nur  an , dass  zn  dem  einen  Bruch  eine 
beliebige  ganze  Zahl  ungezählt,  von  dem 
andern  abgezogen  werden  kann,  was  sich 
von  selbst  versteht.  Wir  benutzen  also 
die  Grösse  w nnr  zur  Vereinfachung  der 
Zahler. 

Ist  «=12,  so  hat  man;  , 

* = 7,  y = l, 

also ; 

37-^  1 

48"  16'*'  8' 

7» 
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Uebertrifft  die  Anzahl  der  Unbekann- 
ten die  der  Gleichungen  um  mehr  als  1, 
80  ist  eine  enuprochciule  Anzahl  der 
Unbekannten  willkürlich . auch  kann 
möglicher  Weise  sich  aus  der  Aufgabe 
selbst  eine  neue  Bedingung  ergeben. 

Wir  wollen  dies  an  eiuem  Beispiel 
erläutern. 

29 

IV.  Der  Bruch  ^ soll  in  drei  an- 
dere zerlegt  werden,  deren  Nenner  die 
Primfactoren  von  30,  also  2,  3,  5 sind, 
hfan  hat: 


d.  h.: 


15r-4-10y-f6:  = 29, 

154--f%  = 29-6i. 

Diese  Gleichung  ist  nur  möglich,  wenn 
29— 6z  durch  5 iheilbar  ist.  Die  Glei- 
chung zerfkllt  also  in  zwei : 


29— Gz  = 5u,  3x-f-2^  = w. 
Die  erste  Gleichung  heisst  auch: 
5w-f  6z  =29. 


Die  AuBüsung  der  Gleichung: 
5«'i-6s'  = l 

ist: 


«'=-1, 

also  die  der  gegebenen  Gleichung: 
«=“29  + 6w,  t = 29— 5«?, 
oder  in  kleineren  Zahlen: 


« = l + 6w.  t = 4— 5»c, 
und  die  zweite  gegebene  Gleichung 
wird; 

3x-f-2^  = l-fGir. 

Die  Auflösung  von  : 

3x'-l-2/  = l 
ist; 

x'  = l,  /=-!, 
also  die  unserer  Gleichung: 

x = l + 6»— 2»,  y=— 1 — 6ir  + 3i. 

Setzt  man  aber  diese  Werihe  und  den 
von  z in  die  ursprüngliche  Gleichung, 
so  kommt : 

also  die  Grössen  »r  und  $ geben  nur 
ganze  Zahlen,  die  sich  wogheben.  Es 
ist  also  nur  eine  Auflösung  möglich. 
Wir  benutzen  jedoch  die  Grössen  I und 
w zur  Vereinfachung  von  s,  indem  wir 
setzen: 


s=:ic  = 0.  '■ 

Es  wird  dann : 

* = l>  y=-li  1 = 4. 

29  _ 1__  J_  £ 

30  “ 2 3 5‘ 

Es  folgt  hieraus  leicht,  dass  jeder  Bruch 
sich  immer  uud  nur  auf  eine  Art  in 
Thcilbrüchc  zerlegen  lässt,  deren  Nenner 
die  Primzahlpotcnzcn  sind,  welche  der 
Nenner  des  gegebenen  Bruchs  zu  Fsc- 
toren  hat. 

Wir  knüpfen  hieran  ein  paar  Beispiele 
der  AuflOsnng  unbestimmter  qnadrsti- 
scher  Gleichungen. 

I.  Die  Gleichnng : 
_ft„+tt^x+a,x•+a,x^+  . ■ . 
l>,+tiX  + b,x‘  + b,x'+  . . . 
ist  in  ganzen  Zahlen  aufeulOsen. 

Sei  p der  Zähler,  q der  Nenner  die- 
ses Bruches.  Kliminirt  man  ans  den 
Gleichungen : 

p = x-f  . . .> 

^ = A,-|-6  jX-f  A,  x*+  . . . 
die  Grösse  x,  so  kommt  eine  Qieichung: 
0 = c,+c,;)  + c,y+e,p«+e,p9 

+ e,  9>+  . . . 

Selzen  wir  hierin  p=yy,  so  kommt: 

0 = c.+  Cj9y+e,  J+e,v*y’+f,?'y 

-f-Cj  9*  -f-  , ; ., 

worin  alle  Glieder,  mit  Ansnahme  des 
ersten,  q enthalten.  Es  muss  c,  ein 
Vielfaches  von  q sein.  Man  sucht  aUo 
alle  Theilcr  von  und  setzt  diese  for 
q in  die  Gleichung : 

j = i.+4,z:+4,z*+  . . . 


Die  gansen  rationalen  Werthe  von  i, 
die  sich  aus  diesen  Gleichungen  ergeben, 
sind  nach  und  nach  in  die  gegebene 
Gleichung  einzusetzen , worunter  die. 
welche  y als  ganze  Zahl  ergeben,  notb- 
wendig  sein  müssen. 

Nur  wenn  y = 4,  ist,  wird  diese  Me- 
thode nnanwendbar.  In  diesem  Falle 
hat  man : 


y 


« 0 +^i£+ " ^ 


Der  Zähler  ist  also  durch  4,  theilbar. 
Ist  i ein  Werth  von  x,  der  dieser  Be- 
dingung genügt,  so  ist  anch 
ein  solcher,  wenn  s eine  ganze  Zahl  ist. 
Aus  diesem  Grunde  kann  man  { immer 
kleiner  als  4„  oder,  abgesehen  vom  Vor- 


zeichen, kleiner*  als 


2 


annehmen , und 
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mit  allen  ganzen  Zahlen,  die  ao  bc- 
schaiTen  eind,  atclit  man  Versuche  an, 
um  die  entsprechenden  Werth*  von  x 
so  crmiUelh. 

Sei  z,  B ; 

_2x+18 

^~5x-3’ 

/»  = 2j:+18,  y = 3, 

also : 

5p  — 2j— 96  = 0, 

5p— 2}  = 96. 

Die  Factoren  von  96  sind : 

Xl.  12,  13,  14,  48,  1 16, 
J.32,  4 48, 

wozu  noch  0 kommt.  Versuche  geben: 
x=-9,  -1,  0,  1,  3,  7, 

jt  = 0,  -2,  -6,  10,  2,  1. 

II.  Die  Gleichung: 

*’+F’  = s’ 

soll  so  aufgelöst  werden , dass  x,  y,  z 
rationale  Zahlen  eind. 

Die  Aufgabe  hat  die  geometrische  Be- 
deutung, ein  rechtwinkliges  Dreieck  zu 
linden , dessen  drei  Seiten  rationale 
Werthe  haben. 

Sei; 

2 = X-I-IJ, 

<0  ist: 


y*  = 2xM-f«*, 


wo  y und  IS  beliebig  eind.  Für  y = 2, 
1=1  erhalt  man: 


oder  indem  man  alle  Grossen  mit  2 
tnnltiplicirt : 

* = 3,  y = 4,  z = 5. 

Der  erste,  welcher  über  anbestimmte 
Aufgaben  schrieb,  ist  Diophantss,  ein 
Schriftsteller , dessen  Zeit  man  nicht 
kennt.  Die  Ausgabe  dieses  Schrift- 
ildlere,  welche  Fermat  vorbereitete  und 
sein  Sohn  1760  heransgab,  ist  mit  so, 
ausgezeichneten  Bemerkungen  und  Zu- 
sätzen von  Seiten  des  Herausgebers  ver- 
seheu,  dass  dieselbe  als  der  eigentliche 
Urquell  der  neueren  Arithmetik  zu  be- 
trachten ist. 


Unbestimmte  CoefScienten  (Analysis). 

Dieselben  werden  namentlich  bei  l*o- 
tenzreiben  angewandt,  wenn  man  die 
Form  einer  Function  bis  auf  den  Werth 
dieser  Coeflicicntcn  kennt,  um  durch  die 
Eigenschaften  der  Function  dieselben  zu 
bestimmen. 

Die  Methode  bernht  hauptsächlich  auf 
den  von  Descartes  herrfihrendei)  Satz. 
Ist  X eine  variable  Grösse,  so  kann  der 
Ausdruck  : 

o-r  ix+c  x‘-i-  dx‘-f-  . . . 
nur  dann  immer  gleich  Null  sein,  wenn 
a = b = c = d=  . ..  =0  ist.  Setzt  man 
nämlich  zunächst  x = 0,  so  ergibt  sieh 
0 = 0,  und  wenn  man  nach  der  Division 
durch  X wieder  x=0  setzt:  0 = 0 n.  s.  w. 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  erfor- 
dert jedoch,  dass  man  die  lUchtigkeit 
der  Form  vorher  bewiesen  hat. 

Wir  geben  einige  Beispiele  von  der 
Anwendung  dieser  Methode. 

I.  Durch  den  Cauchy’schcn  Satz  steht 
es  fest  (vergleiche  den  Artikel:  Quanti- 
tät — imaginäre),  dass  jede  Function 
/■(jt),  die  für  x=0  eindeutig  und  conti- 
nuirlich  ist,  sich  in  eine  unendliche  Beibo 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  ent- 
wickeln lässt.  Die  Coeflicienten  dieser 
Reihe  gibt  in  der  Regel  sehr  leicht  die 
obige  Methode,  leichter  oft  als  der  Ma- 
clanrin'scbe  Satz.  Wie  weit  die  Reihe 
aber  gilt,  müssen  die  im  besagten  Ar- 
tikel gegebenenen  Betrachtungen  zeigen. 

Sei  z.  B.  f(x)  = arcsinx  eine  Function, 
die  erst  für  x = l mehrdeutig  wird.  Um 
diese  nach  Potenzen  von  x zn  entwickeln, 
setzen  wir; 

arcsinx  = o,-fo,*-|-a,x*-t-o,  **+ . . 
und  differenziiren; 

p^j^^  = o,-)-2a,x.f3fl,x«-)-  . . . 

cienten  des  mit  multiplicirten 

Gliedes  0,  also : 


Dies  gilt  auch  für  Og,  da  für  x,=0  die 
Gleichung  1)  wird: 

0=Og. 

Ferner  hat  der  Coefficient  von  x~*  den 
Werth: 

1 - S-S  ■ ■ . (2s-l) 

1-2  ...  s. 2* 
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welch«!  der  Werth  von  >*t>  »o  da»»  men  hat: 

_ 1-3-5  ■ . ■ (2«-l) 

*’**■'■'  (2i+m  • 2 . . . »-2*’ 

arcsin  jc=o,  *+a,**+o,  ®‘4'  • • m 
eine  Beihe,  die  convergirt,  so  lange  x kleiner  als  1 ist. 

Durch  dieselbe  Methode  kann  man  anch  die  Coefficienten  der  idlgemeinen 
Eotwickelnng  ron  f{x)  auf  die  einfachere  Form  des  Maclanrin'scfaen  Satzes  brin- 
gen, wenn  die  Möglichkeit  dieser  Entwickelung  nach  Canch;  dargethan  ist. 

Setzt  man  nftmlich: 

f(x)  = a,+a,x+a,x*+a,x‘+  , . 
so  erhUt  man  durch  wiederholtes  DiCfereniiiren : 

f'(x)=>«,-l-2a,  z+3a,  z*-|-  . . 

/"(*)=2o,+2'3o,i+  . . •, 

/"'(z)  = 2-3«,-l-  . . 

also  wenn  man  in  allen  diesen  Gleichungen  x = 0 setzt; 

/■(0)  = «„  r(0)=a„  /■''(0)  = l-2o„  r'(0)  = l-2*3«„ 

also; 

f(x)=f(OHxr(0)+^r(0)+j~^r'(0)+ . . 
und  wenn  man  f(x)  = tf(a+x)  setzt,  so  kommt  der  TayloFsche  Satz: 

»(«-*■»)  = ? («)+*7'(«)+j-72»(“)+  • • • 

II.  Auch  bei  endlichen  Entwickelungen  leistet  diese  Methode  gute  Dienste. 
Nehmen  wir  z.  B.  die  Entwickelung  einer  gebrochenen  rationaleD  Function  in  Far- 
tialbrüche. 

Sei  ein  rationaler  Bmch,  der  Zahler  wenigstens  um  einen  Grad  niedri- 

7(x) 

ger  als  der  Nenner,  und  ; 

7(*)c=(x-«,)(x-«,)  . . . 

ein  Product  einfacher  von  einander  verschiedener  Factoren,  so  kann  man  setzen 


1) 


denn  wenn  man  beide  Seiten  mit  >/  (x)  multiplicirt , erhalt  man  durch  Entwicke- 
lung nach  Potenzen  von  x,  dass  f(x)  gleich  einem  Polynom  von  p — Iter  Ord- 
nung sein  soll.  Diese  Polynome  sind  in  der  That  identisch,  und  somit  auch  die 
beiden  Seiten  unserer  Gleichung,  wenn  die  Coefficienten  der  Potenzen  von'  x über- 
einstimmen. Dies  sind  an  Anzahl  f>,  und  da  die  Seite  rechte  p nnbestimmte 
Coefficienten  enthalt,  so  kann  man  diese  demgemäss  bestimmen,  womit  die  Mög- 
lichkeit der  Entwickelung  feststeht.  Cm  aber  diese  Coefficienten  wirklich  zu  ent- 
wickeln, multiplicire  man  mit(x— <r^),  und  setze  dann  x=<r^.  Es  kommt,  da 

all«  Glieder  rechts  bis  auf  verschwinden : 


2) 


A 

$ 


=/•(«,) 


wo  setzen  ist.  Da  7 (x)  den  Factor  (x— rt^)  enthalt,  kann  man  den- 

selben namlieh  heben.  Auch  kann  man,  da  Zahler  und  Nenner  Null  werden, 
differensiiren.  Es  ergibt  sich  dann: 


2 a) 
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KommeD  aber  gewiue  Factoren  in  höherer  Foteni  vor,  cmhUt  z.  B.  if  (x)  den 
n 

Factor  (x—n.)  , so  setzt  man  in  der  Entwickelung  1)  statt  , , den  Aus- 

‘ (•*-«,) 

druck : 


A/0 


+ 


+ . 


Dass  diese  Form  möglich  ist,  lisst  sich  ganz  wie  bei  einfachen  Factoren  darthnn. 
Hnitiplicirt  man  dann  beide  Seiten  der  Gleichung  1)  mit(x  — ) ”,  so  verschwin- 
den alle  Coefficienten  rechts  bis  auf  wenn  man  z=a^  setzt.  Es  ist  sonach: 

3)  A = 

,,(x)  ’ 

wo  x=a^  ist,  oder  wenn  man  Zahler  und  Nenner,  um  sie  von  der  Form  { 
zu  befreien,  (mal  differeiuiirt: 


3a) 


/■(«,) 


a/'>  = 1-2-3  . . 


unter  wie  immer  den  nten  Difierenzialquotienten  von  7 (n^)  verstanden. 

Soll  dagegen  ein  anderer  Coefficient  gefunden  werden,  so  hat  man: 

+ * -I- A^"(*-op’*  ' + (tr-«,)"F, 

wo  B der  von  z;— freie  Theil  der  Entwickelung  ist.  r maliges  Oiffercnziiren 
gibt  nnn: 

ö’’ 


dx’"  V ’ 


:1  .2  . . . r A,W+(x-it,)C, 
wo  C eine  ganze  rationale  Fnnction  von  x ist.  Also  wenn  man  x = a^  setzt: 

womit  die  Aufgabe  völlig  gelöst  ist. 

Beispiel. 

Sei  an  entwickeln; 

x’-fl  _ A,<‘>  , A W A.(*)  A.(-> 

m * \»“/  va'_  _ ' X _ I — t — 


Man  hat: 


(x— (x  — o)*  X— o (x-fn)>  x-fa 
o,=  o,  «,  = — fl. 


Ä (0_  «1+1  . (0_  ^ / *1+1  \ _ /'2j(x+fl)»-2(x»+l)(x+fl)\ 

‘ ~ 4fl’  ’ * “ dl  \(x  + fl)’/^  ' (*+«)* 

/2(«x-l)\  _ o»-l 

~\(x+fl)*/  “ 4o*  ’ 
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“ 4a>  ’ 


A 


X*+1  \ 

’ djc  V(x—  a)’/ 


a 


also: 


/2x(x-o)--2(jt*  +1)  (x-aV| 

V (x-fl)‘ 

- ^ _ 2 (ax+l)\  _ _ «»-l 

\ (x — o)*  / 4a*  * 

' / — n 


x’+l  _«*+!/  1 1 o’-l/’  1 1 \ 

(x-a)>(j+fl)*  4o>  \(x+o>)'^(x-a)>/'''  4a>  \x-o  x+al 


Unbestimmte  Gleichung  (Arithmetik). 

Siehe : Unbestimmte  Aafgnbc. 

Unbestimmtes  Integral  (AnalTsis). 

Ein  Integral,  dessen  Grenzen  willkür- 
lich sind. 

Undnlationstheorie  (Optik). 

Die  Horleitung  der  optischen  Erschei- 
nungen aus  der  Annahme  einer  wellen- 
fCrmigen  Bewegung  eines  Mediums,  des 
Aethers,  welche  durch  Schwingungen  des 
lichtgebenden  Körpers  angeregt  wird. 
Die  Undulationstbeorie  ist  die  einzige, 
welche  die  optischen  Erscheinungen  zu 
erklären  im  Stande  ist  (rcrglciche  die  Ar- 
tikel: Licht  und:  Optik). 

Unechter  Brach  (Arithmetik). 

Ein  Bruch,  dessen  Zähler  grösser  als 
der  Nenner  ist,  z.  B.  J. 

Unecht  gebrochene  Function  (Algebra). 

Eine  rationale  gebrochene  Function,  de- 
ren Zähler  höheren  Grades  als  der  Nen- 
ner ist. 

Unendliche  Beihe  (Analyaie). 

Eine  Reihe , die  aus  unendlich  Viel 
Gliedern  besteht  (siehe  den  Artikel : 
Reihe). 

Unendlichkeit  (Anal;sis). 

Die  Einiuhrnng  der  Unendlichkeit  in 
die  Analysis  setzt  durchaus  keine  meta- 
physische Begründung  dieses  Begriffes 
voraus,  sie  ist  eben,  wie  so  Vieles  in 
der  Analysis , als  Symbol  zu  betrachten, 
und  das  Rechnen  mit  diesem  Symbol 
beruht  aul  folgender  Definition: 

,3>t>  Satz  oder  eine  Eigenschaft  ist 
von  einer  unendlichen  Grösse  ausgesagt, 
wenn  dieselben  sich  desto  mehr  der 
Richtigkeit  nähert,  je  mehr  man  die  be- 
trachtete Grösse  zunehmen  lässt.“ 

So  z.  B.  heissen  die  Sätze : 

— = 0,  e“®=0 

CO 

weiter  nichts,  als  dass  die  Ansdrücke 


— , e sich  immer  mehr  und  bis  auf 

X 

jede  Grensc  der  Null  nähern,  wenn  man 
X immer  mehr  wachsen  lässt.  Der  Ans- 

druck  — für  x=:co  wird  auch  eine  nn« 

X 

endlich  kleine  Zahl  genannt,  und  solche 
kommen  weit  mehr  als  unendlich  grosse 
in  der  Analysis  vor.  Wenn  nach  dem 

Obigen  — mit  Null  idcntificirt  werden 

kann,  so  führt  diese  Betrachtang  jedoch 
zu  keinem  weiteren  Resultate  für  die 
Rechnung,  wenn  eine  unendlich  kleine 
GrOsse  durch  eine  andere  dividirt  wird, 
da  eben  % ganz  unbestimmt  ist.  Ist  also 
y unendlich  klein,  so  sind,  um  a.  B.  den 

Ausdruck  ■ zu  ermitteln, 

y 

gcw'isse  Betrachtungen  nöthig,  welche 
eben  die  DifTerenzialrechnung  bilden. 
Der  Hauptsatz  derselben: 

7 (x-br)  - 7 (x)  _ 

gibt  nach  dem  Obigen  an,  dass  sich  der 
Ausdruck  links  mit  abnehmendem  r 
einer  bestimmten  Grenze  v^(*)  nähert, 
und  diese  um  so  mehr  und  bis  auf  einen 
beliebig  kleinen  Unterschied  erreicht,  je 
kleiner  y ist. 

Wenn  a und  b endliche  Grössen  sind, 
so  kann  man  in  dem  Ausdrucke  a-(-ri 
das  zweite  Glied  vernachlässigen,  da 
a + yb  sich  mit  abnehmendem  y am  je- 
den beliebig  kleinen  Unterschied  an  « 
annähert ; man  sagt  daher  auch,  der  Aus- 
druck yb  sei  verschwindend  klein  gegen 
a.  Mit  dem  Ausdruck  a kann  nun  wei- 
ter gerechnet  werden,  und  zu  einem 
eigentlich  falschen  Resultate  kann  man 
auf  diesem  Wege  nie  gelangen,  wohl 
aber  zn  einem  unbestimmten. 

Habe  man  z.  B.  zwei  Ausdrtlcke  «+ >'? 
und  a+yb  auf  verschiedenem  Wege  er- 
langt, und  in  dem  letzteren  yb  vemsch- 
Ilssigt,  zeige  sich  später,  dass  diese  Aus- 
drücke gleich  sind,  dass  man  also  btt 
n+yßz:a+yb,  so  hat  die  VemiudiUsti- 
gung,  die  wir  uns  gestatteten,  zu  der 
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Gleichung  n~^yß  = a gefQhrt.  Zeigt  eich 
spiitcr,  (lass  ist,  so  hat  man  yß  = 0 

statt  der  eigentlichen  Gleichung  yß:ryb. 
Indess  ist  die  erstcre  noch  nicht  falsch, 
da  ja  yh  in  der  Thnt  verschwindend  klein 
ist,  also  gleich  Null  angenommen  wird. 
Ein  falsches  Resultat  entsteht  erst,  wenn 
man  durch  y dividiren  und  setzen 

wollte.  Da  nämlich  gleich  bei  Anfang 
der  Kechnung  yb  ssO  angenommen  wurde, 
also  >'  = 0,  nnd  { unbestimmt  ist,  so  ist 

der  Schluss  — = 6 hier  ein  falscher. 
y 

Wenn  wir  jedoch  die  ganze  Rechnung 
so  durchführen,  als  wenn  y beliebig  wäre, 
so  kommt  man  au  dem  Resultat  yß  = yb^ 
und  hier  ist,  da  y noch  nicht  gleich 
Null  gesetzt  war,  der  Schluss,  dass  ß^b 
sei,  richtig.  Dies  führt  auf  die  soge- 
nannte Vorsicht,  die  man  beim  Rechnen 
mit  unendlich  kleinen  Grössen  anwenden 
muss,  wie  so  oft  empfohlen  wird.  ' Diese 
Vorsicht  ist  keine  andere,  als  die  über- 
haupt beim  Rechnen  nothwendige,  dass 
man  eben  keine  Fehler  machen  moss. 
Hiermit  ist  jedoch  nicht  gesagt , dass 
man  — wie  Einige  wollen  — immer  erst 
am  Ende  einer  Rechnung  das  unendlich 
Kleine  verschwinden  lassen  dürfe , man 
muss  sich  eben  nur  überzeugen,  ob  die- 
ses Verschwindenlassen,  welches  bei 
einer  beliebigen  3tcHe  cintreten  kann, 
nichts  Unbestimmtes  gebe.  Gleiches 
gilt  auch  für  den  Ausdruck  a+by-^-cy*. 
Man  kann  selbst  cv*  nicht  gegen  by 
verschwinden  lassen,  wenn  später  in  der 
Rechnung  a-\-by  wegfällt,  und  durch  y* 
dividirt  wird,  obwohl  in  dem  Ausdrucke 
6*'+c*'*  SS  cy  gegen  b ver- 

schwindend klein  ist. 

Diese  Betrachtungen  reichen  aus,  wenn 
das  Resultat  der  Rechnung  ein  endliches 
ist.  Manche  Rechnungen  führen  aber  zu 
unendlich  grossem  Resultate,  und  hier 
sind  besondere  Betrachtungen  nöthig. 

Sei  y = — eine  abnehmende  Grösse 

t 

und  habe  man  die  Gleichung: 


Ausdrücke  x und  y sind  gleich,  wenn 
man  hat : 

A)  ^-x  = 0, 


Setzen  wir  nun  x = at  + b,  i/  = ai-\-ß,  eo 
gibt  die  Gleichung  B): 

<»+ß~  ’ 

d.  h.: 


b A 

und  hier  kann  offenbar  — , — wegge- 
( ( 

lassen  werden,  also: 

“ — — -1 
41  nt 

ln  diesem  Sinne  ist  also  die  Gleichung 
at  = nt  richtig.  Wendet  man  dagegen 
Gleichung  A)  an,  so  kommt; 

(a  — n)  (+4  — ^ = 0, 

und  diese  Gleichung  stimmt  mit  at—at  = 0 
nur  überein , wenn  i = ß ist,  was  hier 
nicht  angenommen  wurde.  Hieraus 
folgt : 

„Besteht  das  Besoltat  in  einer  Qlei- 
ebnng,  deren  beide  Seiten  unendlich 
gross  sind  und  die  von  der  Form: 
at+i  = nt+ß  , 

ist,  so  khnnen  Vemachlitssignngen  des 
unendlich  Kleinen  an  beliebigen  Stellen 
nur  rorgenommen  werden,  wenn  die 
Gleichungen  so  verstanden  werden,  dass 
die  Quotienten  beider  Theile  Eins  geben, 
nicht  aber  so , dass  die  Differenz  Holl 
gibt.“ 

Auch  kann  das  Resultat  eine  Form 
haben,  wo  selbst  der  Quotient  nicht  mehr 
Eins  ist.  Z.  B.  gehen  wir  von  der  iden- 
tischen Gleichung  ans : 


wo  a,  6,  a,  ß endlich  sind.  Wollte  man 

hier  — verschwinden  lassen,  so  kirne 

> 

es.»,  also  wenn  im  I^nfe  der  Bechnnng 
mit  i mnltiplicirt  wird,  os  = « t , während 
die  richtige  Gleichung  ist; 


Wir  wollen  sehen,  in  wiefern  diese  bei- 
den Gleicbnngen  übereinstimmen.  Zwei 


Wollten  wir  die  zweiten  Glieder  recht, 
nnd  links  vernachlässigen,  so  käme : 

o = a-f-i,  also  os  = oi-f-l. 

Hier  ist  allerdings  noch  der  Quotient: 

as 

wenn  s unendlich  gross  ist.  Aber  wenn 
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beide  Äuadrficke  etwa  Exponenten  von 
einer  Zahl  u werden,  so  hat  man; 


wo  der  Qaotient  der  rechten  Seite  durch 
die  linke  gleich  u ist.  Hier  also  ergibt 
sich  ein  völlig  falsches  Resultat. 

Nur  also  auf  Grund  bestimmter  Sätze 
dürfen  solche  Vernachlässigungen  statt- 
ünden,  was  aber  eich  aus  der  Definition 
des  Unendlichen  selbst  ergibt,  und  somit 
bei  richtigem  Schiiessen  durchaus  keine 
Gefahr  ist,  ein  falsches  Uesnltat  zu  er- 
halten. 

Näheres  gibt  der  Artikel:  Quantität. 

UDRlelchf&rmige  BescUenDignng  (By. 
DamiK). 

Eine  solche  kommt  einer  Bewegung 
zu , deren  Geschwindigkeit  in  gleichen 
Zeiten  um  ungleiche  Grösse  wächst.  So 
ist  z.  B.  die  Fallbewcgung  beschaffeu, 
wenn  der  Fall  aus  einer  grossen  Höhe 
erfolgt,  wo  man  während  desselben  die 
Entfernung  vom  Erdmittelpunkte  nicht 
als  constant  betrachten  darf. 

Ungteiebförmige  Bewegung  (Dynamik)- 

Eine  solche , deren  Geschwindigkeit 
nicht  constant  ist. 

Ungleicbschwebende  Temperatur  (Aku- 
stik). 

Die  derartige  Verfertigung  und  Ab- 
stimmung der  Instrumente , dass  die  In- 
tervalle eines  halben  Tones  nicht  alle 
gleich  sind.  Da  bei  jeder  musikalischen 
Temperatur  ein  Fehler  gegen  das  reine 
Intervall  gemacht  wird,  so  kann  man  es 
durch  die  ungleichscbwebcnde  erreichen, 
dass  die  am  häufigsten  vorkommenden 
Intervalle  nahe  rein  sind,  und  der  Feh- 
ler auf  die  seltener  vorkommenden  über- 
tragen wird.  Dennoch  ist  die  gleich- 
schwebende Temperatur  die  allgemein 
gebräuchliche.  (Siehe  den  Artikel : 
Akustik.) 

Dngrade  (Arithmetik) 

Heisst  eine  Zahl,  die  nicht  durch  2 
tbcilbar  ist.  Alle  Primzahlen  bis  auf  2 
sind  ungrade.  Jede  ungrade  Zahl  hat 
die  Form  2u-(-l,  wenn  n eine  beliebige 
ganze  Zahl  ist. 

UbIou  (Combinatiouälebre). 

Die  einzelnen  Elemente,  welche  aus 
einer  gegebenen  Anzahl  berausgegriffen 
werden. 


DniTen&lgelenk  (Hascblnenlehre). 

Gelenk  zur  Kuppelung  zweier  Wellen, 
die  in  einem  Winkel  zusammentrcfCen. 
(Siebe  den  Artikel:  Kuppelung.) 

DnlTersälinstrument  (Astronomie). 

Ein  Winkelmessinstrnment,  das  so  ge- 
stellt werden  kann,  dass  man  es  bald 
als  Passageninstmment , bald  als  Meri- 
diankreis, Multiplicationskreis  und  Theo- 
dolit gebrauchen  kann. 

UniTersalscbraubenscblttssel  (Maschi- 
nenlebre). 

Schlüssel  zum  Eingriffe  in  verschie- 
dene Schraubenmuttern.  Von  den  bei- 
den Backen , welche  den  Schrauben- 
kopf ergreifen,  kann  der  eine  durch  eine 
Schraube,  deren  Mutter  in  der  Handhabe 
sich  befindet,  dem  andern  beliebig  ge- 
nähert werden,  indem  man  die  Handhabe 
um  ihre  Axe  dreht. 

Dnirorsalnbr  (.finomonik). 

Gleichbedeutend  mit  Acqnalorialuhr 
(siche  den  Artikel:  Sonnenuhr). 

UnmOglicbe  Grisse  (Analysis). 

Schlechte  Uebersetzung  von  imaginäre 
Grösse. 

Unreine  Gleicbnng  (Algebra). 

Eine  Gleichung,  deren  eine  Seite  ans 
mehr  als  zwei  Gliedern  besteht. 

Unmbe  (Horologie). 

Die  Haarfoder,  welche  den  Gang  der 
Federuhren  regulirt  (siehe  den  Artikel: 
Chronometer). 

Unterer  Planet  (Astronomie). 

Die  Planeten,  welche  zwischen  Sonne 
und  Erde  liegen  , also  Mcrcur  und  Ve- 
nus. Der  Planet  oder  die  Planeten - 
Schaar , welche  nach  Leverricr  zwischen 
Sonne  und  Mercur  liegen  soll , ist  noch 
immer  problematisch. 

Untergang  (Astronomie). 

Die  Stellung  eines  Sternes  am  Hori- 
zont, ehe  er  unter  denselben  herabsinkt. 

Unterschied  (Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Rest  oder  Diffe- 
renz. 

UnterschlAchtiges  Wasserrad  (By- 
dranlik). 

Ein  verticales  Wasserrad,  welches  vom 
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Uranus. 


Wasser  nahe  beim  Fasse  angegri6fen 
wird  (siehe  den  Artikel;  Wasserrad). 

DntentQtinngipnnkt,  Hypomochliiuii 
(SUtlk). 

Der  feste  Funkt  eines  Hebels. 

Daverlnderliche  erSsse,  Constante 
(inalysis). 

Solche , die  sich  nicht  mit  der  Va- 
riablen ändert. 

DnvoUkommene  Zahl  (irithmatik). 

Eine  solche,  die  kleiner  ist,  als  die 
Snmme  ihrer  Theiler.  Z.  B.  12  bat  die 
Theiler  1,  2,  3,  4,  6,  deren  Summe  16 
betragt. 

Uu6  (leaskoBst). 

Ein  Gewicht  von  2 Loth.  Nach  der 
Grfisse  des  Lothes  der  verschiedenen 
Lander  ist  also  aneh  die  der  Unze  ver- 
schieden. Sie  ist ! oder  war  üblich  als 
Handels- , Gold-,  Silber-  und  Medicinal- 
gewicht. 

Das  prensaische  Mepicinalpfund  gleich 
24  (alten)  Loth  hatte  24  Unzen. 

Die  Unze  (Oncia)  war  früher  auch 
eine  Münze  verschiedener  Staaten.  Z.  B. : 

In  Malta:  1 Oncia  = 2^  Sendi. 

Anf  der  Insel  Sicileo  ebenso. 

Im  Königreich  Neapel  1 Unze  gleich 
3 Dncati. 

lu  Spanien ; Onza  de  oro.  9,8753  gehen 
anf  eine  Cölniscbe  Mark  fein  Gold.  Die 
Onza  ist  gleich  22  Thlr.  7 Sgr.  4,8  Ff. 
Werth  in  preussischem  Silbergeld.  Die- 
selbe Unze  heisst  auch  Doblon  (Piaster). 

Uranograpble  (Astronomie). 

Die  graphische  Darstellung  des  Him- 
mels auf  Himmelsgloben  oder  Stemen- 
charten. 

Cranometrie  (Astronomie). 

Die  Bestimmung  der  Fixsterne  in 
ihrer  Stellung  am  Himmel. 

Dranns  (Astronomie). 


Die  Umlaufszeiten  um  den  Hauptpla- 
nctcn  sind  von  vier  Uranusmonden  be- 
kannt, und  zwar  betragen  diese: 

Sidcrisch ; 

2 Tage  12?>  29'  22", 6 
4 Tage  3>>  28'  8",0 
8 Tage  17»  1'  19", 3 
18  Tage  11»  5'  1",5 
Synodisch  ; 

2 Tage  12»  29'  38",57 

4 Tage  13»  28'  46",50 

8 Tage  17»  4'  52",9 
12  Tage  13»  13'  32", 1 
Nur  von  den  beiden  letzten  aber  kennt 
man  die  grossen  Axen,  und  diese  be- 
tragen bezüglich  63543  und  84933  Mei- 
len. Die  Neigung  gegen  die  Uranusbahn 
ist  nur  bei  dem  letzten  bekannt,  sic  be- 
tragt 99°  43'  53",3 , ist  also  fast  senk- 
recht gegen  die  Bahn  dos  Uauptplanetcn. 

Die  Elemente  des  Uranus  selbst  sind  ; 

Halbe  grosse  Axe 
.30,13381 

Excentrieität  Jshrl.  Veränder.  derselben 

0,0466006  0,00000025072 

Länge  des  Perihels  Jährl.  VerSndernng 

168°  5' 24"  2",  28 

laänge  d.  aufst.  Knotens  Jährl.  Veränder. 

73°  8' 47",  8 -19",  54 

Neigung  der  Bahn  Jährliche  Verän- 
gegen  die  Ekliptik  derung 

0*46' 29",  2 40",  0,3 

Epoche  1.  Januar  1800 
173°  30' 37" 

Andere  Verhältnisse  sind: 

Umlaufszeit: 

Siderische  Tropische 

30686  T.  19  » 41'  36"  30586  T.  21 » 48'  5" 
Synodisebe 
369  Tage  16» 

' Rotationszeit  Neigung  des  Aequators 
nnbekunnt  unbekannt 


Der  vorletzte  der  bis  jetzt  bekannten 
Planeten  ist  von  Herschel  (13.  März 
1781)  entdeckt.  Am  Himmel  erscheint 
er  ids  Stern  sechster  Klasse.  Mädler 
besUmmt  seine  scheinbare  Grösse  auf 
4"  und  schreibt  ihm  eine  Abplattnng 


von 


1 

10,28 


Genaner  kennt  man  nur 


zwei  Trabanten  des  Uranus,  jedoch  sind 


vier  oder  fünf  von  einzelnen  Astronomen 


gesehen  worden. 


Entfernnng  von  der  Sonne: 
kleinste  grösste 

18,28848  20,07630 

Mittlere  tägliche  Durchmesser,  mittlerer, 
Bewegung  in  Meilen 

42", 4 7866 

Scheinbare  Grösse  Dichtigkeit  Schwere 
4",  249  0,167  0,76 

Fallzeit  Volumen  Masse 

11,5  87  14,5 
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Uso. 


Bei  der  halben  grossen  Axo  ist  die 
der  Erdbahn  als  Einheit  genommen.  Bei 
der  Entfernung  von  der  Sonne  ist  die 
mittlere  Entfernung  der  Erde  von  der 
letzteren  Einheit.  Die  auf  Dichtigkeit, 
Schwere,  Fallzeit,  Volumen  und  Masse 
bezüglichen  Zahlen  haben  zur  Einheit 
die  betrefifenden  Zahlen  für  die  Erde. 

ürTartable  (Analysis). 

Gleichbedeutend  mit  unabhängige  Va- 
riable. 

Usancen  (kanfbiSDniscbe  Arithmetik). 

Die  Gewohnheiten,  welche  von  Alters 
her  in  Be^ug  auf  Zahlungen  und  ande- 
ren Verkehr  unter  Kaufleuton  desselben 
Platzes  oder  Landes  herrschen.  Es  wird 
denselben  oft  Gesetzeskraft  gegeben,  wo 
dann  freilich  eine  möglichst  vollständige 
Sammlung  dieser  Usancen,  als  auch,  wie 
es  in  vielen  Staaten  geschehen  Ist,  die 
Errichtung  eigener  Handelsgerichte  mit 
Beisitzern,  die  zum  Theil  dem  Kauf- 
mannsstande  angchören,  nöthig  ist. 

Uso  (kanfm&niiische  Arithmetik). 

Die  auf  irgend  einem  Wcchselplatze 


fest  angenommene  Zeit  zwischen  dar 
Ausstellung  eines  Wechsels  von  einem 
andern  Pluiz  oder  einem  andern  Termin 
bis  zum  Verfalltage.  Ein  nach  Uso  aos- 
gcstclltcr  Wechsel  ist  also  zu  dieser  Zeit 
nUlig.  Gewöhnlich  beträgt  diese  Zeit 
2 Monate.  Oft  aber  nimmt  man  2 Uso, 
1|,  ^ Uso  als  Vcrfallzcit  an. 

In  Berlin  ist  Wechscluso  14  Tage 
nach  dem  Acceptiren,  wozu  3 Bespect- 
tage  kommen,  in  Frankfurt  ebenfalls  14 
Tage  und  4 Respeettage,  in  Hamburg 
14  Tage  nach  Sicht  bei  Wechseln  von 
deutschen  Plätzen,  bei  solchen  von  Eng- 
land , Frankreich  und  den  Niederlanden 
1 Monat,  von  Portugal,  Spanien  und 
Triest  1 Monat  nat;h  Dato,  wobei  12  Ke- 
speettage.  In  London  ist  Uso  bei  den 
Wechseln  aus  Deutschland  und  den  Nie- 
derlanden 1 Monat,  aus  Spanien  und 
Portugal  2,  aus  Italien  3 Monat,  aus 
Frankreich  30  Tage  nach  Dato,  mit  3 
Respeettagen.  Je  nachdem  der  Tag,  wo 
der  Uso  gerechnet  wird,  der  Acceptions- 
oder  Ausstellungstag  (Dato)  ist,  theilt 
man  die  Usowechsel  in  Siohtr  und  Dato- 
wechsel ein. 
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Talnta  (kanfm&nnische  Arithmetik). 

Werth  einer  Sache.  Jeder  Wechsel 
muss  gesetzlich  das  ßekenntniss  enthal* 
ten:  Valuta  empfangen,  oder  in  Rech- 
nung, womit  der  Einwand,  dass  kein 
Werth  dafür  erhalten  sei,  ausge- 
schlossen ist. 

Valuta  heisst  aber  auch  der  Werth, 
in  welchem  die  Münzen  berechnet  sind. 
So  ist  in  Dcntsehland  die  Valuta  jetzt 
der  30  Thaler-Fuss,  gleichbedeutend  mit 
dem  ^ Gulden-Fuss  oder  dem  52j  Gul- 
deu-Fnss  Vführung,  da  das  Pfund  fein 
zn  30  Thalern  wie  in  Prenssen.  Sachsen, 
Hannover,  und  zn  45  Gulden  wie  in 
Oesterreich  und  zu  Ö8{  Gulden  in  den 
süddeutschen  Mittel-  und  Kleinstaaten 
snsgeprägt  wird.  Oft  bat  man  für  kauf- 
männische Zahlungen  eine  andere  Va- 
luta, als  sonst  gebräuchlich  ist.  So  ist 
in  Hamburg  die  Mark  Banko,  in  Bre- 
men der  Thaler  Gold  (1  preussischcr 
Friedriebsd’or  zu  6 Thalern)  Valuta. 

Bei  Wecbselrechnungen,  die  eich  auf 
Wechsel  von  oder  nach  fremden  Plätzen 
beziehen,  hat  man  zweierlei  Valuta , die 
feste  und  die  veränderliche.  Man  gibt 
nämlich  ein-  für  allemal  einer  gewissen 
Somme  in  fremdem  Geldc  oder  Wechseln 
einen  gewissen  festen  Werth  in  einhei- 
mischen, und  die  Veränderung  dieses 
festen  Werthes  zeigt  die  veränderliche 
Valuta  an. 

So  z.  B.  ist  in  Berlin  die  feste  Va- 
luta für  Hamborg  300  Mark  Banko 
= 150  Thlr.  Ist  nnn  eines  Tages  die 
Hamburger  veränderliche  Valnta  149}, 
so  heisst  dies , dass  für  300  Mark  nnr 
149}  bezahlt  werden. 

Die  festen  Valnta  muss  man  kennen. 
Kaufmännische  Bücher,  z.  B.  Nelkcn- 
brechera  bekanntes  Taschenbuch,  enthal- 
ten das  Nüthige.  Die  veränderliche  Va- 


luta gibt  der  auf  den  grfisseren  Handels- 
pläuen  täglich  erscheinende  ConrszetteL 

Talvationswertb  der  IflBieD  (prac- 
tiäohe  ReGheükanst). 

Derjenige  Werth,  der  sich  für  eine' 
fremde  Münze  ausgetlrückt  in  heimischem 
Gelde  aus  Vergleich  der  gesetzlichen 
Münzfusse  ergibt.  Der  Valvationswerth 
ist  vom  Conrswerthe  verschieden,  wenn 
der  wirkliche  Werth  des  Geldes  mit  dem 
gesetzlichen  Münzfusse  ans  irgend  einem 
Gmndc  nicht  mehr  übereinstimmt. 

Tara  tHttnzkaiide). 

Ein  portugiesisches  und  spanisches 
Längenmaass  (Elle).  Die  portugiesische 
Vnra  enthält  1,0%  Meter,  die  spanische 
0,8478  Meter. 

Variable  (Analysis). 

Siehe  veränderliche  Grfissc. 

Variation  — combinatorisebe  (Ana- 
lysisi 

So  werden  die  Combinationen  mit  Ver- 
setzungen genannt  (vergleiche  den  Ar- 
tikel; Combinationslchre). 

Variation  (Astronomie). 

Eine  der  UaopUtCmngen  in  der  Länge 
des  Mondes.  Sie  ist  von  Tycho  de 
Brahc  entdeckt.  Am  grössten  ist  sie, 
wenn  der  Mond  45*  oder  132*  nach 
einer  oder  der  andern  Seite  von  der 
Sonne  entfernt  ist,  also  in  den  Zeiten, 
die  etwa  in  der  Mitte  der  4 Quadranten 
des  Mondes  liegen.  Ihr  grösster  Werth 
beträgt  36}  Minuten. 

Variation  dor  Magnotnadol  (Matho- 
matische  Seographio). 

Die  regelmässige,  also  periodische  Ab- 
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weicbuDg  der  Magnetnadel  von  ihrer 
mittleren  Stellung.  Ks  gibt  eine  täg- 
liche uud  eine  jährliche  Variation  je 
nach  der  Periode,  ausserdem  noch  eine 
sBcularc  Störung,  von  der  nicht  bekannt 
ist,  ob  sie  periodisch  sei,  wozu  dann 
noch  eine  regelmässige  Störung  kommt, 
die  z.  B.  bei  Gewittern,  Nordlichtern 
u.  8.  w.  sehr  beträchtlich  ist. 

Die  Variationen  sind  namentlich  für 
die  Declination  untersacht,  und  ist  man 
für  dieselbe  zu  folgenden  Sätzen  gelangt. 

1)  Die  tägliche  Variation  der  Winter- 


Hieran  reiben  sich  Untersnehnngeo 
über  die  horizontale  und  totale  Intensi- 
tät der  magnetischen  Kraft  in  Bezai; 
auf  ihre  Variation . die  auch  von  Kreil 
berrühren. 

Die  Horizontalcomponentc  hat  tiglicfa 
ein  Minimum  und  ein  Maximum.  Er- 
steres  findet  im  Sommer  um  10  Ukr 
Morgens,  letzteres  um  8 ühr  Abends 
statt,  im  Winter  beide  etwas  rpäter. 

Die  Totalintcusität  hat  des  Morgens 
früh  ein  Maximum,  Nachmittags  ein  Mi- 
nimum, und  wahrscheinlich  um  8 Uhr 


monatc  muss  von  der  der  Sommermonate 
getrennt  werden.  In  den  ersteren  sind 
2 Maxima  und  Minima,  in  den  letzeren 
nur  ein  Maximum  und  Minimum  vor- 
handen. 

(Unter  Maximum  ist  der  westlichste 
Stand  der  Nadel  verstanden.) 

2)  Ein  Maximum  der  täglichen  Va- 
riation findet  um  1 Ulir  Mittags  statt. 
Findet  noch  ein  zweites  statt,  so  ist  dies 
kleiner. 

3)  In  den  spätem  Abendstunden  der 
Wintermonato  findet  ein  Minimum  statt, 
um  Mitternacht  ein  zweites  Maximum, 
zwischen  8 und  9 Uhr  Morgens  dos 
zweite  Minimum. 

4)  Im  Sommer  findet  um  G Uhr  Mor- 
gens das  Minimum  statt. 

5)  Die  Amplitude  der  Oscillation  ist 
im  Sommer  fast  dreimal  so  gross  als  im 
Winter. 

6)  Um  10  Uhr  Morgens  und  6 — 8 Uhr 
Abends  ist  die  Declination  sehr  nahe 
der  mittleren  gleich. 

7)  Zu  diesen  Gesetzen,  die  offenbar 
sich  durch  eine  magnetische  Einwirkung 
der  Sonne  erklären,  kommt  noch  eine 
solche  des  Mondes.  Der  Mond  muss 
demgemäss  mit  seiner  der  Erde  zuge- 
kehrten Hälfte  nördlich  magnetisch  sein. 
Die  Declination  ist  deshalb  grösser,  wenn 
der  Mond  Östlich  vom  magnetischen  Me- 
ridian steht,  als  wenn  er  sich  westlich 
befindet. 

Was  die  Inklinatiou  anbetrifft,  so 
weisB  man  von  deren  Variation  wenig. 
Kreil , dessen  Beobachtungen  man  auch 
die  obigen  Sätze  verdankt,  findet  ein 
dreifaches  tägliches  Maximum  und  Mi- 
nimum der  Declination.  Das  erste 
Maximum  findet  statt  im  Sommer  zwi- 
schen 8 uud  9.  im  Winter  zwischen  10 
und  11 , um  Mittag  das  erste  Minimum, 
das  zweite  Maximum  um  3 Uhr  Nach- 
mittags, das  zweite  Minimum  in  den 
spätern  Abendstunden,  das  dritte  Maxi- 
mum um  oder  nach  Mitternacht  (es  ist 
in  einigen  Monaten  das  grösste)  das 
dritte  Minimum  des  Morgens. 


Abends  ein  zweites  Maxjmum.  Der  Ein- 
fiuss  des  Mondes  ist  auch  hier  erkenobar. 

Die  Bewegung  der  Nadeln  auf  der 
südlichen  Erdhalfto  ist  wahrscheinlirii 
der  auf  der  nördlichen  entgegengesetK. 
Die  Variationen  nehmen  gegen  die  Pole 
hin  zu,  und  sind  am  magnetischen  Aequi- 
tor  am  kleinsten.  Eine  genanerc  theo- 
retische Begründung  der  Variationen  ist 
bis  jetzt  nicht  gelungen. 

Tariationsrechimng  (Analjsis). 

1)  Al  1 gerne!  n es. 

In  verscbicdcDcn  Aufgaben  der  Ana- 
lysis kommt  es  vor,  dass  dieselben  Func- 
tionen gleichzeitig  oder  nach  einander 
nach  einem  und  einem  andern  Gesetze 
zu  differenziiren  sind. 

Sei  z.  B.  gegeben  die  Function: 

».) 

und  nehmen  wir  an,  dass  zwischen  ^ 
und  y eine  Relation  stattfinde,  die  be- 
kannt oder  unbekannt  ist,  also  eine  Glei- 
chung : 

V (*.  y)=o, 

oder  ewei  Gleichangen  ron  der  Ge<ta]l; 

*=7i(0.  y=v,(0. 

so  hat  man  durch  Differenziiren : 

dU=-^Jdx+^^dj,. 

Die  Ansdrückc  dx  nnd  dy  sind  aber 
nicht  unabhfingig  von  einander,  sondern 
man  bat: 


oder: 


äx  = i^'d,,  dy^i^di. 


Es  ergibt  sich  also  der  Ausdruck  ron 

dVi 
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^ 

dx 


lu  letzen  ie^  oder; 

\dr  dt  ily  dt  / 

Setzt  mtn  dagegen  eine  solche  Relation 
nicht  voraus,  so  sind  in  dem  ersten  Ans- 
dmeke  von  dVt  dr  und  rfy  von  einan- 
der unabhängig  und  völlig  willkQrlich  zu 
denken. 

Bei  denjenigen  Betrachtungen,  wo  ein 
Wechsel  des  Gesetzes  nur  gelegentlich 
vorkomint,  pflegt  man  den  Ausdrücken 
von  dU  in  jedem  Falle  eine  der  hier 
dargestellten  Formen  zu  geben.  Dies 
würde  jedoch  zu  sehr  grossen  Wcitl&uf- 
tigkeiten  und  auch  Missverständnissen 
rühren,  wenn  ein  solches  verschiedenes 
Gesetz  des  Differenziirens  in  derselben 
Gleichung  vorkommt.  Es  ist  daher  go- 
rathener  und  auch  richtiger,  dem  Zu- 
wachse selbst  eine  verschiedene  Bezeich- 
iinng  zu  geben.  Wir  setzen  also  in 
eine  oder  mehrere  Gleichungen  von  be- 
liebig vielen  Unbekannten: 

V=f{x.  y,  z),  V=f,  (X,  y,  i) 
immer  die  gewöhnlichen  Bezeichnungen 
dx,  dy,  dz  für  den  Zuwachs,  wenn  zwi- 
schen den  Veränderlichen  x,  y,  z,  also 
auch  zwischen  den  Zunahmen  gewisse 
Beziebnngon,  bekannte  oder  unbekannte, 
•tattftnden  sollen , dagegen  die  Bezeich- 
nungen dx,  dy,  dz,  wenn  diese  Zu- 
nahmen den  Relationen  nicht  unterliegen, 
ohne  jedoch  völlig  ausznschliesscn,  dass 
etwa  «ndere  Beziehungen  in  diesem 
Falle  angenommen  worden.  Um  auch 
besondere  Ausdrücke  für  diese  verschie- 
denen Zunahmen  zu  haben , nennen  wir 


abhängig  sind,  ihren  Ausdruck  ändern, 
dass  somit  diesen  Grossen  jr,  t . . . ein 
von  X unabhängiger  Zuwachs  dy,  dz  . . ■ 
gegeben  werden  muss.  Namentlich  ist 
dies  in  den  Fragen  Uber  Maxima  und 
Minima  der  Integrale  der  Fall,  welche 
daher  die  eigentliche  Anwendung  der 
Variationsrechnung  bilden,  woher  auch 
die  letztere  oft  als  Theorie  der  Maxima 
und  Minima  definirt  wird. 

Wir  wollen  jedoch,  um  einen  vorläufi- 
gen Begriff  von  dergleichen  Rechnungen 
zu  geben,  ein  einfaches  Beispiel,  worin 
keine  Integrale  Vorkommen,  betrachten. 
Sei  gegeben  die  Differenzialgleichung  : 

I ^y  — V 

oder : 

dy—pdxzzO. 

Ihr  Integral  wird  die  Form  haben: 

Um  dieses  Integral  eu  finden,  kann  man 
folgendermaassen  Terfabren. 

Wenn  man  den  Zusammenhang  zwi- 
schen X und  y ignohrt,  so  ist  der  Aus- 
druck: dy-ßix  nicht'  mehr  gleich  Null. 
Mnltiplicirt  man  denselben  mit  einer  nn- 
bekannten  Function  H,  so  kann  man 
setzen: 

dU=Mdy-pMdx, 

denn  diese  Gleichung  ist  identisch  mit 
den  beiden  andern: 

ö y dz 

welche  nach  Elimination  Ton  M zu  einer 
immer  zu  erfüllenden  Differenzialglei- 
chung: 

Ä = ® 

d X oy 

iuhren.  Ist  nun  irgendwie  der  Aus- 
druck U bestimmt,  so  hat  man  auch, 
wenn  man  V=c  seut: 


die  ersteren  dx,  dy , dz  wie  ge- 

wöhnlich, Differenziale,  dagegen  die  letz- 
teren Variationen. 

Die  Variationsrechnung  ist  also  allge- 
mein als  derjenige  Thcil  der  Analysis 
zu  definiren , der  gleichzeitig  Verändc- 
mngen  betrachtet,  die  verschiedenen  Ge- 
setzen folgen.  Er  findet  namentlich  aber 
Anwandong  auf  Integrale.  In  der  Tbat 
kommt  es  oft  vor,  dass  in  einem  Inte- 
gral, z.  B.  p (dx,  wo  f nicht  allein  x, 

sondern  noch  andere  von  z abhängig  ge- 
dachte Variablen  y,  s . . . und  deren 
Differenzialqnotientcn  nach  x enthalten, 
derart  geändert  werden  soll,  dass  die 
Functionen  y und  z . . • , welche  von  e 


HU=0, 

also ; 

dy  —p  dx  = 0, 

und  die  gegebene  Gleichung  ist  erfüllt. 

Also  die  gegebene  Aufg^e  ist  iden- 
tisch mit  der  folgenden: 

„Denjenigen  Factor  Jf  zu  finden,  wel- 
cher den  Ansdmck  dy—pdx  zu  einem 
vollständigen  Differenzial  macht  “ 

Es  soll  diese  bekannte  Betrachtung 
in  der  hier  ihr  gegebenen  Gestalt  eben 
nur  eine  Andeutung  über  den  Wechsel 
des  Gesetzes,  nach  welchem  differenziirt 
wird,  geben.  Ehe  wir  aber  anf  Integrale 
kommen,  ist  ein  Hauptsatz  der  Varia- 
tionsrechnnng  zu  geben. 
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Sei  H eine  Fnnction  von  x,  der  wir  einen  Zuwachs  Ju,  als  von  x unabhän- 
gig, geben,  wodurch  u in  «'  verwandelt  werden  soll.  Nun  ist  ofTeobar : 


und  auch; 


"(x+dx)  *'(x-i-dx)~^'^^"x-t-dr^' 

Der  erste  Ausdruck  aber  gibt: 


X ' X ' X ' X 


and  der  letztere  : 
woraus  dann  folgt: 

(fll  = (f  </m. 

Nimmt  man  aaf  beiden  Seiten  statt  u etwa  so  kommt: 
d ddu  = dddu  = dd  du. 


oder : 


dd^  u^d*  du, 


rIso  durch  Wiederholung  dieses  Verfahrens : 

dd^u  = d^^du^ 


also  wenn  man  auch  m mit  du  vertauscht: 

d du  — däd^  u = d^ddu, 
und  indem  man  eben  so  fortffthrt: 

d^  u:z(fi  d^  u, 

oder:  Die  Zeichen  d und  d können  in  beliebiger  Ordnung  nacheinander  geschrie* 
ben  werden. 


2)  Variation  einfacher  bestimmter  Integrale. 

Wir  führen  die  allgemeine  Aufgabe  auf  mehrere  einfachere  zurück 
A)  Zu  variiren  sei  der  Ausdruck: 


ii,dx,+«,dx,-f  . +«^rfxj, 


w'O  Mil  Functionen  von  X|»  x,  . . . sind,  nud  etwa  x,  die  unab- 

bftogige  Variable  ist,  auf  die  sich  die  Ganzen  n und  ß beziehen. 

Da  die  Qcsnmmt-Variation  gleich  der  Summe  der  auf  die  einzelnen  Verän- 
derlichen bezüglichen  Gesammt-Variationen  ist,  nach  den  Grundbegriffen  der  Diffe- 
renzialrechnung, so  bat  man : 

du  du  dU 

dV=-^  dx,+~dx,+  . . . +—dx^+l  (u,dJx,+u,ddx,...u^ädx^). 

* • u * n 

Die  ersten  n Theilsatzc  haben  die  Gestalt : 


nnd  die  letzten  n geben  durch  tbeilweises  Integriren: 
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ß 

-/  («J«,  <fr,+  rf«,ctj;,+  . . . +du  fxj, 

a 'f  a " " 

wo  du  Zeichen  ß,  a an  der  Klammer  wie  gewöhnlich  anzeigt,  dass  in  dem  Ans- 
druek  in  derselben  fUr  jr,  zuerst  ß und  dann  n gesetzt,  und  die  Differenz  genom- 
men werden  soll.  Statt  dieser  Bezeichnung  wählen  LiudlOff  und  Moigno  in  Nach- 
ahmnng  eines  Caucby’scben  das  Zeichen; 

/ (»,''*,+«,  <f*,+  • • . +“ 

' a 

da«T  wie  wir  tpftter  sehen  worden,  von  Vortheil  ist,  und  daher  auch  hier  gebraucht 
werden  soll.  Die  Bezeichnung  . . . zeigt  an,  dass  nach  allen  Vertn- 

derlichen  zn  differenziiren  ist.  Man  hat  somit  schliesslich: 


B)  Sei  der  Ansdnack: 


/ß  t=H 

X (»,d* 

a s=  1 


zu  variiren. 

Es  mOgen  aber  die  Verlnderlichen  »i, 
sondern  durch  Gleichungen  von  der  Gestalt : 

verbunden  sein.  Die  Anzahl  dieser  Gleichungen  ist  beliebig. 
Sei  die  Anzahl  dieser  Gleichungen  gleich  r,  also : 


nicht  mehr  ganz  beliebig, 


+®. 


dx  =0, 

n fl 


dx^zzO. 

Die  r sind  Fnnctionen  der  x.  Einbegriffen  ist  der  Fall,  wo  man  nur  einen  Theil- 
sali  «itc,=:0  oder  o = 0 hat,  wo  also  keine  Differenziale  rorhanden  sind. 

Han  mnitiplicire  jede  dieser  Gleichungen  mit  einem  nnbestimmten  Factor  k^, 
und  addire  alle  zum  Werthe  unter  dem  Integralzeichen  von  ti,  so  wird 

dieser  sich  nicht  ändern,  da  die  betreffenden  AnsdrQcke  gleich  Noll  sind.  Das 
Integral  hat  dann  wieder  die  Form : 

nß 

U=l  (u, 
a 

wo  zn  setzen  ist: 

2) 

Unter  dieser  Bedingnng  ist  die  Variation  die  in  1)  gegebene.  Zwar  muss  nämlich 
auch  nach  k,,  . Tariirt  werden,  und  man  erhält  anf  dieae  Weises.  B,  für  das 

mit  k^  mnltiplicirte  Glied: 

8 
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+ . . . +vj-'^dx^)  Jk,. 


Dies  wie  die  Qbrigcn  entsprechenden  ist  nber  wegen  der  Bedingungsgleichangen 
gleich  Null. 

Die  Bedingnngsgleiibnngen  drücken  nnn  I Beziehungen  zwischen  den  Varia- 
blen I,,  . jc  , also  auch  zwischen  deren  Variationen  dx,,  <fx,  . . . tfx^  ans. 


Es  sind  al.so  von  diesen  Ausdrücken  t nicht  beliebig,  z.  B.  dx,,  dx,  . . . 
diese  I Variationen  kann  man  aber  in  dem  Ausdrucke  1)  unter  dem  Inte- 
gralzeichen verschwinden  lassen,  wenn  man  die  mit  ihnen  multiplicirten  Glieder, 
also  bezüglich  ; 

. . . +^dx  -du 


gleich  Null  sctit,  wo  t eine  der  Grössen  1 bis  I ist,  was  wegen  der  bis  jetst 
willkürlichen  Grossen  geschehen  kann. 

Man  erreicht  auf  diese  Weise,  dass  alle  noch  unter  dem  Integralzeichen  ent> 

haltcnen  Variationen  j»  2 • * * völlig  willkürlich  sind.  Was  das  von 

den  Grenzwerthen  abhängige  Glied  anbetrifTt,  so  müssen  die  Beziehungen  dieser 
Grenzwerthe  auf  andere  Weise  bestimmt  sein.  Es  kann  dies  z.  B.  durch  Glei- 
chungen zwischen  den  Greuzwertben  geschehen. 

C)  Es  ist  der  Ausdruck  U H*ie  in  B) , es  finden  aber  Beziehungen  nicht 
£ür  jeden  Werth  der  Variablen,  sondern  nur  für  gewisse  Integrale,  die  sie  enthalten, 
statt.  Seien  diese  Bedingungen  von  der  Gestalt: 

äxJ-C^, 

^ a 

d.  h.  es  ist  ein  von  x,  . . , abhängiges  Integral  einer  Constanto  gleich. 

Eine  solche  Gleichung  gibt  nicht  eine  Relation  zwischen  x,,  s:,  . . . x^,  welche 

richtig  bleibt  für  jeden  Werth  von  x^  zwischen  n und  ß,  sondern  nur  eine  solche 
zwischen  allen  Werthen  dieser  Variablen,  welche  in  die  Grenzen  der  Integration 
fallen.  Wenn  man  nun  jede  dieser  Gleichungen  , deren  wieder  t sein  mOgen,  mit 
einer  Constanten  a,,  miiltiplicirt  und  zu  1/  addirt,  so  wird  zu  ersetzen 

sein  durch  hierdurch  aber  bleibt  ungeändert,  da  a und  C 

Constanten,  also  (f£a^  Ausdruck  1)  ist  dann  zu  setzen: 

3)  + 


WO  die  a als  Constanten  zu  betrachten  sind.  Fasst  man  das  in  1)  enthaltene 
Integral  als  Summe  auf,  welche  sich  auf  die  Zwischcnwcrthc  zwischen  rc  und  ß 
bezieht,  so  finden  zwischen  diesen  Zwischenwerthen , die  wir  mit  «i,  «i  . . . 

bezeichnen  wollen,  und  die  also  Constanten  sind,  und  also  auch  zwischen  ihren 
Variationen  t Gleichungen  statt.  Die  f Grössen  n kann  uan  nun  aber  sich  so 
bestimmt  denken,  dass  I Glieder  der  Summe  verschwinden,  und  sind  dann  die 
übrigen  Glieder  mit  willkürlichen  Variationen  muhiplicirt. 

Auf  diese  llaupträlle  lässt  sich  jede  Aufgabe  der  VariationsrechnuDg  mit 
einem  einfachen  Integral  zurückführen. 

Wir  wollen  jetzt  den  wichtigsten  Fall  der  allgemeinen  Aufgabe  näher  cnt> 
wickeln.  — Sei  gegeben : 


/*  ist  eine  Fooction  von  t einer  andern  Variablen  x,  und  von  den  n enten  Diffe- 
reneialquotienten  von  x nach  I.  Man  soll  dU  bilden. 

Wir  setzen: 
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dx  d'x 


j** 

d X 


- = J'  1 


dt" 


oder: 

4) 


(tr— jf,  rf<  = 0,  rfr,— x,</(  = 0 . . .,dx^_^—x^t  — Q. 


E»  ist  dann  f eine  Function  der  Variablen  t,  x.  x^,  i-,  . . . und  diese  ist 

zu  variiren,  wie  in  B)  gezeigt  wurde,  unter  der  Bedingung,  dass  die  n Qleicbnn- 
gen  4)  Btattflnden. 

Die  Gleichungen  2)  sind  nun,  wenn  man  die  V'ariablen  in  der  Ordnung  I, 
X,  r,  . . . nimmt,  und  ic,=rif,  . . . =0  setzt: 

«,=/■— t.r  — A i, — . . . —k  X , 

1 / i i i I „ 


also: 


u,  = k,,  u,  = A,  . . . « , =A  , 
’ ‘ • n+l  n 


iß 

dV=l  [(A-A,x,-A,x,-  ...  -A„x„)(f<  + A,(;i4-A,tfx,+ . ..  +A^itx^_J 

t/!  • • • -V«)] 

+ ^ <fi  * + (^-*.)  Jx,  dl  + A,)  dx,  dt+  ... 

+ (^-h\  dx  dl-dk,  dx-dk,dx,-  ...  -Hk  dx  \ 
n • ■ * n «— ip 

Da  die  Anzahl  der  Gleichungen  4)  gleich  n ist,  so  müssen  n Glieder  des  Integrals 
▼ersehwinden.  Wir  setzen  also  die  mit  tlx,  . . , c/x^  mnhtplicirten  Theil- 

sfttze  gleich  Noll,  und  erhalten  zur  Bestimmong  der  k die  Gleichongcn : 


5) 


. -IL  k - ***"  * 

n dx  ^ n — 1 dx  dl  ^ *»  — '.2  dx  , dl 


k - 

*'-d^;"7r- 

Wenn  man  die  Terschwindenden  OEeder  weglAsst,  so  kommt  schliesslich: 

iß 

>f-’=  I l(f-k,x,-k,x,-  ..  . -*  X + 

”ß  rfif 


*f.  [rf'"-'«'-*'''-*-'.-  ■ ■ ■ -V.)] ' 


Statt  des  mit  Jt  multiplicirten  Gliedes  unter  dem  Integralzeichen  kann  man  noch 
schreiben  : 

d(A,x,+A.x,+  . ..  +A^x^)-J^<ir-^rfx.-  . . . 

‘ fl 

Die  Grossen  k„  k,  ...  k^  werden  am  besten  sncccssivc  durch  die  Gleichungen 

5)  eliminirt,  welche  auch  einer  sehr  leicht  an  findenden  independenten  Darstellnng 
fihig  sind. 

8* 
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UcbrigouB  leuchtet  augenblicklich  ein, 
dass  wenn  f ausser  x und  I noch  eine 
dritte  Variable  y und  ihre  Differenziale 
nach  t enthält,  eben  nur  zu  dem  mit 
Jl  mnltiplicirtcnGliedc  ein  zweites  kommt, 
welches  dem  ersten  genau  entspricht, 
wenn  man  x,  x,,  x,  ...  mit  y.  y,,  y, 
und  die  Cocfficientcn  ib,,  k,  mit  andern 
1,,  1,  vertauscht,  ausserdem  aber  ein 
drittes,  mit  dy  multiplicirtes,  ebenso  gebil- 
detes Glied  hinznzurügen  ist.  Znr  Be- 
stimmung der  l sind  dann  Gleichungen 
zu  bilden,  die  5)  analog  sind. 

3)  Maxima  und  Minima  cin- 
fache r Integrale. 

Es  sei  ein  Integral  von  der  Form  U 
im  vorigen  Abschnitt  gegeben.  Es  wird 
gefragt,  welche  Functionen  von  x,  die 
Grossen  x,  . . . sein  müssen,  damit 

dies  Integral  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum sei. 

Dieses  Maximum  oder  Minimum  ist 
ein  unbedingtes,  wenn  keine  Beziehun- 
gen zwischen  den  Grössen  x stattlinden, 
ein  bedingtes,  wenn  solche  Beziehungen 
stattlinden,  sei  cs,  dass  sie  die  in  B) 
oder  C)  des  vorigen  Abschnittes  ange- 
gebene Form  haben.  Die  Aufgaben,  bei 
welchen  Beziehungen  der  letzteren  Art 
obwalten,  nennt  man  gewöhnlich  isoperi- 
metrische. 

Alle  diese  sind  jedoch  in  gleicher 
Weise  zu  behandeln.  Wenn  man  den 
Grossen  Xj,  x,  ...  einen  unendlich 
kleinen  Zuwachs  gibt,  mit  andern  Wor- 
ten SU  bildet,  so  nimmt  das  Integral 
die  Form  V+SU  an;  wenn  man  aber 
statt  des  Zuwachses  eine  willkürliche 
Verminderung  den  Variablen  gibt,  so 
erhält  man  V—SV.  Diese  beiden  Aus- 
drücke dürfen  im  Falle  des  Maximum 
nicht  grosser,  in  dem  des  Minimum  nicht 
kleiner  als  V sein,  und  man  hat  also: 
dt/=0, 

als  Bedingung  für  beides,  vorausgesetzt, 
dass  keine  Discontinuität  stattündet.  In- 
dess  ist  diese  Bedingung  weder  aus- 
reichend — cs  braucht,  wenn  sie  erfüllt 
ist,  nicht  immer  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum stattünden  — noch  kann  man 
durch  eie  das  ersterc  vom  letzteren  un- 
terscheiden. 

Indem  wir  die  weitere  Untersuchung 
dieses  Gegenstandes  Vorbehalten,  bemer- 
ken wir,  dass  bei  den  meisten  Aufgaben 
schon  an  sich  klar  ist,  ob  einer  der 
beiden  Fälle  und  welcher  stattfinde. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Werth  von 
SU  und  zwar  zunächst  den  Theil  unter 
dem  Summenzeichen.  Die  Grössen  Sx^, 


Sx,  . , . darin  sind  völlig  willkürlich, 
an  sich , wenn  das  Maximum  ein  unbe- 
dingtes ist,  im  andern  Falle  dadnra, 
dass  wir,  wie  in  B)  und  C)  des  vorigen 
Abschnittes  gezeigt,  die  mit  abhängigen 
Variationen  behafteten  Glieder  gleich 
binll  setzen.  Auch  sind  diese  Werthe 
d'x,,  (fx,  von  denen  im  entwickelten 
Theile  unabhängig,  und  cs  muss  daher, 
damit  SU  = 0 sei,  jedes  Glied  unter  dem 
Summenzeichen  einzeln  verschwinden, 
somit  auch  der  entwickelte  Theil  gleich 
Null  sein.  Welche  Bedingungen  zwischen 
den  einzelnen  Gliedern  dieses  letzteren 
Thcils  stattfinden , hängt  von  der  jedes- 
maligen Aufgabe  ab.  Die  mit  unabhän- 
gigen Variationen  multiplieirten  Glieder 
sind  dann  ebenfalls  einzeln  der  Null 
gleich.  Diese  Bedingungen  Tühren  in 
einer  Anzahl  Differenzialgleichungen,  die 
nOthigenfalls  mit  den  Bedingungsglei- 
chnngen  B)  zu  verbinden  sind.  Die 
Constanten  bestimmt  dann  der  entwickelte 
Theil. 

Offenbar  ist  es  eigentlich  nnnöthig,  die 
unabhängige  Variable  selbst  zu  ändern, 
wenn  die  Grenzen  des  Integrals  fest  sind. 
Denn  wenn  man  nur  den  abhängigen 
Grossen  eine  Aenderung  gibt,  kann  man 
in  diesen  Grenzen  jede  beliebige  Aende- 
rung  des  Integrals  erreichen.  Es  wird 
ans  diesem  Grunde , indem  man  alle 
Theilsätze  des  Integrals  gleich  Noll  setzt, 
eine  Gleichung  identisch.  Aber  anch 
wenn  die  Grenzen  nach  einem  gewissen 
Gesetze  sich  ändern  können,  kann  man 
im  Integrale  die  unabhängige  Veränder- 
liche unvariirt  lassen , aber  dann  muss 
eine  Variation  eben  der  Grenzen  ern- 
treten.  Diese  Betrachtungen  werden 
öfter  ebenfalls  der  Variationsreebnnng 
zu  Grunde  gelegt;  die  hier  gegebenen 
ziehen  wir  aber  als  allgemeiner  vor. 

Das  Gesagte  ist  jetzt  auf  Beispiele 
anznwenden. 


MOgc  in  der  Gleichung  6)  nur  der 
erste  Differenzialquoticnt  enthalten  sein, 
so  bat  man  F,  =k,=  . . . =0,  also 
die  Gleichungen  5)  geben: 

dx’ 

und  wenn  man  in  6)  den  mit  Si  mnl- 
tiplicirten  Theil  verschwinden  lässt  (der 
mit  Sl  multiplicirte  wird  dann  identisch 
Null,  wie  eben  gezeigt  wurde),  hat  man: 

dJL 

!>f  _ ax. 

dx  dt 


1) 


Der  entwickelte  Theil  aber  ist: 
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wo  für  t die  Grenzwertho  a und  ß,  für 
I die  entsprechenden  Werthe  zu  setzen 
sind.  Sind  die  Grenzen  a nnd  ß fest, 
so  wird  dl  nnd  dx  gleich  Null.  Seien 
eher  dieselben  so  bestimmt,  dass  für  die 
entere  Grenze  eine  Gleiehnng  x = <f  ^(t), 
and  für  die  obere  eine  andere  x = y , (t) 
stattfinde,  so  ist  bezüglich: 

dx  = if,'{t)dt,  dx=if,'(l)dt, 
also  finden  die  Gleichnngcn  : 

2)  (r.'(0-*.)=0, 

bezüglich  an  den  Grenzen  statt. 
Beispiele. 

1)  Sei  ( die  Abscisse,  x die  Ordinate. 
Es  wird  die  kürzeste  Linie  zwischen  zwei 
Punkten  gesneht,  deren  Abscissenwerthe 
gegeben  sind.  Dieselben  seien  a nnd  ß. 

Es  muss  das  Integral,  welches  den 
Bogen  ansdrückt: 

u=f^  y(i+x,>)  dt, 

a 

ein  Minimum  sein.  D^r  entwickelte  Theil 
rersebwindet,  da  die  Grenswertbe  fest 
sind.  Man  bat : 

also  nach  Gleichung  1)  : 

^1  —c 

Vd+n:,*)-'’ 

also  wenn  man  für  x^  seinen  Werth 
dx 
Tt 


/ Ax\  * 

\Ti) 


oder  wenn  man 


r = a setzt: 


Kl-c«)- 
*=zal  + 4, 

die  Gleichung  einer  graden  Linie.  Sie 
ist  rollig  bestimmt,  da  zwei  Fnnkte, 
< = a und  t = ß,  gegeben  sind. 

Wird  aber  nur  angenommen,  dass 
diese  Grade  von  zwei  gegebenen  Cnrren : 

* = »i(0.  * = <ir,(0. 
begrenzt  werde,  so  geben,  mit  Bflcksicht 
darauf,  dass  man  hat : 

Ä;=vdi‘^)’ 


die  Gleichnngen  2): 

= «'/i'(0  = l. 

was  zeigt , dass  die  Grade  auf  beiden 
Cnrren  senkrecht  steht. 


II)  Gegeben  eine  beliebige  ebene 
Cun-c,  deren  Gleichung  sei  * = </(»).  Es 
wird  eine  zweite  ron  gegebener  Lünge 
C gesucht,  derart,  dass  der  zwischen  bei- 
den enthaltene  Inhalt  ein  Maximum  sei. 

Dass  cs  eine  sulche  gebe,  ist  au  sich 
ersichtlich.  Da; 

f{x-i)dt 

der  Ausdruck  für  den  Inhalt  des  zwi- 
schen zwei  Cnrren  liegenden  Fllcben- 
stückes  ist,  so  muss : 

px-tf(t)]dl 

ein  Maximnm  sein  unter  der  Bedingung, 
dass  in  denselben  Grenzen: 


/V(l+*.*)<"  = C. 

also  constant  ist.  Wir  haben  nach  C) 
des  Torigen  Abschnittes  somit: 
f=x-,,(t)+ay(i  + x,>), 
und  die  Gleichung  1)  wird: 

^=“Ttiy(i+\,')’ 

also: 


d.  h: 

, dx 

al0O  wenn  man  ^i  = j^  setzt: 

(t-4)rft 

(<-4)>-f-(x-e)’  = a>. 


Die  Cnrre  ist  ein  Kreis.  Znr  Bestim- 
mung ihrer  Endpunkte  weiss  man,  dass 
auf  denselben  z = >/  (!)  ist,  nnd  es  folgt 
übnlich  wie  in  der  rorigen  Aufgabe,  dass 
in  den  Schnittpunkten  beide  Curren  auf 
einander  senkrecht  stehn.  Znr  Bestim- 
mung ron  a,  4,  c hat  man  die  Gleichun- 
gen 2)  in  Gemeinschaft  mit: 

f V(1+*.’)  <^'=0- 

Uebrigens  bleibt  eine  Constante  unbe- 
stimmt. 

Ist  die  gegebene  Cnrre  eine  Grade, 
so  ist  leicht  zu  sehen,  dass  sie  ein  Durch- 
messer des  Kreises  sein  wird. 
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III)  Zwischen  zwei  gegebenen  Fnnk-  Setzen  wir  aber  Torans,  dass  die  Carve 
ten  eine  Curve  zu  ziehen,  derart,  dass  eine  gegebene  Länge  habe, 
wenn  letztere  sich  um  eine  Axc  dreht,  Es  muss  dann ; 


die  Rotationsilüehc  ein  Minimum  wird. 
Das  Integral  ist: 

l’x  Y{l+x,')dl, 

also : 

jV  _ __5*. 

dx.  - V(l+X,>)’ 
d.  h.  nach  Gleichung  1): 

= (y(l  + x,>)’ 

Man  bat  jedoch : 

dx  — x^  dtf 

und  wenn  man  dl  climinirt: 


coDstant  bleiben,  und  es  wird  das  Inte- 
gral: 

ein  Minimum.  Dies  stimmt  genau  mit 
dem  Vorigen  überein,  wenn  man  x mit 
x-fA  vertauscht,  so  dass  man  erhalt: 


was  wieder  eine  Kettcnlinie  ist. 

Geht  sic  durch  zwei  feste  Funkte,  so 
kann  man  wieder  durch  deren  Coordinstc 
und  die  Gleichung: 


V(1  + x,»)  _ _£  / ££,  \ 

X.  - dxVv(l+x,»)/’ 


oder  wenn  man 


V(i + *,’)■ 


«xd«+«»rfx=rfx, 

dx 

d.  h. : 

H du  _ dx 

l^r>  “ T’ 

oder; 

X V(l— U*)=  fl, 

woraus  sich  ergibt: 

X . adx 

Ki+x,«)='‘’  -y(x»-fl’)' 

Ein  zweites  Integral  ist  dann: 


( — 4 = fllg 
woraus  sieb  ergibt: 


x+V'(x»-fl») 


yV(l+x,>)d/  = 0 

die  Grössen  n,  A,  k bestimmen.  Es  er- 
geben sich  aber  zweierlei  Werthe  dafür: 
der  eine  gibt  eine  gegen  die  Rotations- 
axe  convexe,  der  andere  eine  concave 
Kettenlinic.  Die  letztere  gibt  ein  Maxi- 
mum, die  erstere  ein  Minimum. 

Bei  Gelegenheit  dieser  Aufgabe  ist 
eine  allgemeine  Bemerkung  au  machen. 
Wenn  man  in  Gleichung  6)  des  vorigen 
Abschnittes  den  mit  dt  niultiplicirten 
Thcil  gleich  Null  setzt,  und  annimmt, 
dass  die  Etinction /*,  wie  hier,  I gar  nicht 
enthalte,  so  kommt : 

d(f-k,x^-k,x,~  . . . -I:^x^)  = 0, 

also: 

3)  /■=*,x,+*,x,+  . . . *^x^-f-const„ 

für  unsom  Fall,  wo  t,=  lk,=  . ..  =0 
ist,  also : 


t-  b 

* + V(x*  — fl’)  = ne  “ , 

_ * 

X— V(x*  — fl’)=a«  ® , 

also: 


Es  ist  dies  eine  Kcltenlinie. 

Die  Bestimmung  der  Grenzen  für  den 
Fall,  dass  die  Endpunkte  durch  gegebene 
Gurren  gehen,  hat  keine  Schwierigkeit. 


3a)  X, + const. 

Diese  Gleichung,  welche  mit  2)  gleich- 
bedeutend ist,  ist  also  bereits  einrosl  iu- 
tegrirt.  — Machen  wir  noch  eine  An- 
wendung : 

IV)  Die  Carrc  SU  finden,  welche,  «enn 
sie  um  eine  Axe  rotirt.  den  grössten  oder 
kleinsten  Inhalt  umschlicsst. 

a)  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  die 
Curve  von  constanter  Länge  sei. 

Da  der  gesuchte  Inhalt  gleich : 
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i>t,  and : 


/ 


coniMnt  sein  soll,  so  ist; 

^=i*+o  V'(l  + *,’). 

Üf  0*1 

57;  "Hl +*,’)’ 

also  wegen  3 a)  : 

ai,’ 


oder: 


d.  h.; 


dt  = . 


(x’-i)  dx 


Es  ist  dies  die  Differenzialgleichung  der 
elastischen  Linie.  Ist  y der  Krfiminnngs- 

radias,  so  ergibt  sich  = 

b)  Wird  aber  vorausgesetzt,  dass  die 
Oberfläche  constant  sei,  so  ist; 


also: 


/■=x»+nx  V(l+x,  0. 


dx.  V(l+r,»)' 
und  man  bat  nach  3 a): 

d.  h.: 

ox  = (A-x«)  V(l+x,«). 

EId6  lategrfttioD  ist  nicht  mOglich,  doch 
teigt  sich  leicht,  dass  die  Somme  der  beiden 
Krümmongen  der  Rotationsfläche  gleich 

— — ist. 

a 

Was  die  Corve  selbst  anbetrifft,  so 
bat  Delaonay  geteigt,  dass  sie  von  einem 
Brennponkte  einer  Ellipse  oder  Hyper- 
bel beschrieben  wird,  welche  auf  einer 
Oraden,  der  Kotationsaxe,  rollt. 

Man  kann  in  diesem  Beispiele  anneh- 
men, dass  einer  der  Endpunkte  fest  sei, 
der  andere  aber  beliebig  verschoben  wird. 
In  der  Gleichung  1 a)  sind  dann  dt  und 
dz  unabhängig  von  einander,  also  gleich- 
seitig ihre  Coeffleienten  Null.  Es  ist 
also  für  diese  Grenze: 

/ = 0,  ^ = 0. 

Diez  kann  nnr  etattiinflen.  wenn  j = 0 
ist.  Für  diesen  Fall  also  bat  man  statt 
der  obigen  Gleichung; 


a+xV(l+*t’)  = 0, 
woran«  sich  ergibt: 

(<-r)’+x*  = o>; 

man  hat  also  jetzt  einen  Kreis.  Uebri- 
gens  können  für  die  bewegliche  Orenie 

nur  dann  f=.0  und  ^^=0  sein,  wenn 

X = 0 ist. 

Sind  beide  Grenzen  beweglich,  so  An- 
det  fOr  die  andere  ein  Gleiches  statt. 

F.S  kommt  der  Fall  vor,  dass  die  Func- 
tion f unter  dem  Integralzeichen  von  den 
Grenzwurlhcn  abhängig  ist. 

Seien  z.  B.  ir,  ß die  Grenzen  von  t, 
n,  b die  zugehörigen  Werthe  von  x, 
und  diese  Grössen  in  x enthalten,  so  irt 
auch  die  auf  sie  bezügliche  Variation 
zu  nehmen.  Es  kommt  also  zn  dem 
Integral  ein  Tbcil  hinzu : 

Die  Variationen  von  a,  ß . . , sind  hier 
aus  dem  Integralzeichen  herauszuziehen, 
da  diese  Grössen  für  die  Integration  con- 
stant sind.  Dieser  Theil  ist  dann  zu 
vereinen  mit: 

der  sich  ja  auch  auf  die  Grenzen  be- 
zieht. Ein  Beispiel  wird  dies  klar 
machen. 

V)  Diejenige  (vertical  gedachte)  Curve 
zu  linden,  welche  ein  fallender  Körper 
in  der  kfirxesten  Zeit  znrQcklegt.  Die 
Zeit  wird  hier  aasgedrückt  durch  das 
Integral : 

“ r/I±^  dt, 

I X— o+A 

wo  h die  Fallhöhe  ist,  welche  der  An- 
fangsgeschwindigkeit entspricht,  a der 
Worth  von  x,  welcher  der  untern  Grenze 
l = n entspricht.  — Setzen  wir  also: 


^ tt 


ax,  ]/(l  +X,*)  (x-o+A)’ 

Es  gibt  somit  die  Gteichong  8 a); 
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(x-n+A)(l  + *,>)  = 0. 
Um  diea  zu  integrircn,  wird  gesetzt. 

X— 0+4  = -^  (1— cos  9). 

Oie  Differenzialgleichung  wird  dann; 

c d9  _ sin 
2 dt  1— cos  9' 

deren  Integral  ist: 


~ {9—ain9)=t-n+e, 

welche  in  Gemeinschaft  mit; 

Y (1— cos»)  = x— o+* 


eine  Cycloide  gibt. 

Bcdnde  sich  jetzt  der  Anfangspunkt  und  Endpunkt  dieser  Cycloide  auf  zwei 
Cnrren,  deren  Gleichungen  sein  rnOgen: 

x = y,(/)  für  < = rt,  x = /y,(l)  für  l = fl, 


so  ist  der  von  den  Grenzen  abb&ngige  Theil  nach  dem  Vorigen: 


wo  die  Zeichen  und  I"  andeuten,  dass  in  den  betreffenden  Ausdrücken  be- 
züglich l = ß und  t = tt  gesetzt  werden  soll.  Offenbar  aber  sind,  da  dß  und  da 
von  einander  unabhängig  sind,  diese  Ausdrücke  einzeln  gleich  Null. 

Nun  ergibt  sich  leicht: 


9 


x,=cot-^,  f= 




da  2 V(*— u+*)* 


Vc(sin  |)‘ 

m+^i») 


dz, 


cot- 


Vc 


wo  9„  9,  die  den  Grenzen  n und  ß entsprechenden  Werthe  von  9 sind.  Setzt 
man  dies  in  die  beiden  Theile  des  obigen  Ausdrucks  ein,  die  der  Null  gleich 
sind,  so  kommt; 

also: 

d.  b. : In  den  beiden  Schnittpunkten  der  Cycloide  sind  die  Grenzenrvon  parallel. 

Da  cot  -^  = x,  ist,  so  ist  die  zweite  Curve  auf  der  Cycloide  senkrecht  (dies 

ist  übrigens  schon  nach  dem  Früheren  klar). 

Es  ist  oft  bei  geometrischen  Problemen  besser,  statt  der  Gleichung  in  recht- 
winkligen Coordinaten  andere  Beziebnngen  einzuführen. 
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VI.  Diejenige  Cnnre  xn  finden,  welche  in  Gemeinschaft  mit  der  Erolnte  und 
den  Krümmangsradien  im  Anfangs-  nnd  Endpunkte  den  kleinsten  Inhalt  ein- 
Bchliesst. 

Der  Ansdruck  für  diesen  Inhalt  ist  ^ j' q d$,  yto  ^ der  Krümmungsradius,  s 

der  Bogen  ist.  Sind  x und  y die  rechtvrinkligen  Coordinaten,  x,,  die  ersten 
Oifferenxialquotienten  nach  s,  x,,  y,  die  zweiten,  so  ist  bekanntlich: 

= - h = ^ 

da: 

ist  Diese  Gleichung  ist  eine  Bedingung  zwischen  x,  y und  i ; es  muss  also, 
wenn  i ein  unbestimmter  Factor  ist,  sein: 

ryi’+*i’ 

In  Gleichung  6)  des  vorigen  Abschnittes  ist  ( mit  s zu  vertauschen;  auch  treten, 
wie  daselbst  angedeutet,  die  anf  y bezüglichen  Theile  hinzu.  Man  hat  dann,  da 

d f 

f von  X und  y frei  ist,  für  die  mit  ix  und  iy  multiplicirten  Theile:  ^ = 0,  also: 


Es  ist  aber: 


woraus  sich  ergibt: 


dT  = °’  ■*  =°’  '‘  = *- 


t -IL-^  i 

* dx  ^ </*  ’ * öyj  dt  * 


k 1-^ 


k,  = -x,g\  /,  = -y,e». 


Eliminirt  man  X hierans,  so  kommt: 


oder: 


■<(*.?•)  j iklill-av  -bx 
Hi—, *1— j;^-<«yi-‘*i. 


(yi*i-xi  y>)  (yi*s-*iyi)=<»yi-i*. 


und  durch  Integration,  da: 


*1  1 
x.-x,y.  =-  =--- 


(Vi  »i-*i  y«)  e*  =ay-bx+c, 

oder : 

p’  = bx—ay—c. 

Wenn  man  aber  die  Wertbe  von  a und  b bezüglich  mit  x,  nnd  y^  multiplidrt 
und  addirt,  so  ergibt  sich,  da: 

jfi**+yiy*=o 

ift: 


do 


also  da: 
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2^  = nx,+  Ay„ 

also  durch  IntegralioD: 

2j  = nx,  +4yj+«. 

Sei  l der  Winkel  der  Tangente  mit  einer  festen  Linie,  so  ist; 

<f»  , . , 

V — 4t,=cosi,  y,=sini, 

also  «renn  a—m  coa  h,  t — mainM  gesetzt  wird: 

2 dl  = (m  cos  (/  — A)+  e)  dl, 

also  durch  Integration: 

2s  = m sin  (/— A)+e/. 


Die  Curvc  ist  die  Evolvente  einer  C^cloide  (vergleiche  den  Artikel:  Trajectorie). 
Der  vom  Integralzeichen  freie  Theil  ist; 

' ü 


Als  untere  Grenze  ist  Null  genommen,  da  im  Anfangspunkt  der  Bogen  s immer 
gleich  Null  gesetzt  werden  kann.  Es  ist,  da; 

^i’+yi’  = l 

ist,  an  der  Grenze  f=i;.  Wir  nehmen  an,  dass  die  Endpunkte  fest  sind,  dann 
ist  noch:  dz  = ify  = 0,  i/x,  und  tfy,  aber  sind  ganz  willkürlich,  also  ihre  Coeffi- 
cientcu  der  Null  gleich,  d.  h. ; 

t**t=e*»«=0, 

oder: 

e’*i  = e’yi=o, 

und  da  in  der  Gleichung:  x^^  + y|*  = l nicht  x^  nndy^  verschwinden  können, 
^ 0.  Nun  war: 

e*  =6x-ay  — c, 

also  an  beiden  Grenzen:  t 

ix  — fly  — c=0. 

Ist  die  Verbindungslinie  beider  Endpunkte  Axe  der  x,  so  sind  die  entsprechenden 
y gleich  Null,  also  an  den  Grenzen: 

6^1  = fr  fl  = 

wenn  die  entsprechenden  Abscissen  sind,  d.  b.: 

i(|,— fi)  = 0,  und:  i = c = 0. 

Die  Gleichungen  der  Curve  werden  in  diesem  Falle: 

= — dy,  und:  2p  = oXp 

oder : 

2 /2s  = d cos  / <//,  2s  = a sin 

Die  Curve  ist  eine  Cycloide.  In  der  Tbat  ist  ja  eine  Cycloidenerolvente  selbst 
eine  Cycloide.  Liegen  die  Endpunkte  aber  auf  gegebenen  Carven,  so  ergibt  sich 
wie  oben : 


6x  — oy— c = 0, 

also  wenn  man  für  die  Endpunkte  noch  y = >7|  und  317,  nimmt: 

ti-ti  _ 1t- h 
a b 
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Aossordcm  aber  ist  nun: 

A*,  cfy  = 0,  *3.  h. ; «df ,+ = 0, 

und  wenn  die  Gleichung  der  einen  Grcnicurvc  ist: 

d.  h.  wie  leicht  zu  sehen,  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  steht  auf  beiden 
Grenzconren  senkrecht. 

VII)  Die  Curvc  von  bestimmter  Länge  zu  finden,  die.  den  tiefsten  Schwer^ 
punkt  hat. 

Lassen  wir  die  Dichtigkeit  der  Curve  zunächst  einem  beliebigen  Gesetze 
folgen,  und  sei  dieselbe,  so  ist  der  Schwerpunkt  gegeben  durch  die  Formel : 

1 

äI, 

i*ß 

'KO  Ar:  j 9 dt  die  Mnsso  ist , welche  also  constant  sein  muss.  Dazu  kommt 
a 

die  zweite  Bedingung,  dass  ßcii  ^ wird  nun  Function  too  s sein. 

Es  ist  also  : 

Die  mit  Jx  und  <fy  multiplicirten  Theile  sind  nun: 

dx  (fs  * ^ ' 

A . 21  X j,  /j=rT“  = 2ly|, 

‘ dx^  dyi 

K=«- '4=»- 


«Iso: 


2i*,=n,  J'»dt—2lyi  = —b, 


d.  h.: 


2ty,  = :tf+4, 

M — j' 9 ds.  M ist  von  A za  unterscheiden,  da  dae  erstere  Integral  ein  un- 


bestimmtes ist. 

Durch  Quadriren  der  beiden  Gleichungen  erhält  man: 

2I  = V(u’+(^»+i)*)- 

nod  dann: 

ads  , (Af+A)rfs 


dx  = 


21 


’ "y=^2r- 


Die  Integration  setzt  voraus,  dass  Af,  also  d bekannt  sei. 
Ist  die  Dichtigkeit  constant,  so  ist  9=1,  Af=s. 


Setzen  wir  ^ = cos  /,  ~ = sin  /,  so  kommt : 

äs  ät 

di 


» d.  h.:  ‘-±^=coU. 
dx  !H+  4 a 

Die  Cnrve  iet  eine  Kettenlinie  (vergleiche  den  Artikel:  Transformationscoor- 

dinaten).  ,r  ~ j .•  v 

In  den  louten . Aufgaben  iet  oft  der  Bogen  als  unabhängige  Veränderliche 
angenommen,  ln  diesem  Falle  ist  immer  die  Bedingnngsgleichung : 

ds->^ds’~ 
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hiDsazufflgcn,  auch  dann,  wenn  mir  eine  der  Coordinaten  vorkominen  Bollte;  dies 
aus  dem  Grunde,  weil  ohne  diese  Bedingung  nicht  immer  eine  Gleichung  awisdien 
reellen  x und  s eine  Curve  vorstclit,  da  y imaginär  werden  kann. 

Die  folgenden  Aufgaben  beziehen  sich  auf  Curven  im  Baum. 

VIII)  Die  kürzeste  Linie  auf  einer  Fläche  zu  finden. 

Ein  Minimum  ist  der  Bogen  / rfs,  wenn  i die  Bogenlänge,  Xy  y,  z die 
Coordinaten  sind.  Die  hinsugefügte  Bedingung  ist: 

y.  *)  = 0, 

wenn  dies  die  Gleichung  der  Fläche  ist 
Ausserdem  muss  sein : 


dx  du  dz 

gesetzt  wird.  Also : 

Mögen  der  Grösse  für  x,  die  Grössen  /,  für  y,  m,  für  z enUprechen,  so  ist: 

df 

*1-^— =2/uz-,,  l,=2fty^,  = 

1/- ■ If 


dx  dx  * dy 


also  die  entsprechend  mit  dx,  dy,  dz  multiplicirten  Glieder  geben : 

Diese  Gleichungen  werden  mit  X|,  y,,  multiplicirt  und  addirt.  Es  kommt: 

0 = 2(ar,>+y,«+z,«)^+2^(*,x.+y,y,+  z,z,)- 

Das  letzte  Glied  verschwindet,  also: 

^ = 0,  ^ = c, 

nnd  somit: 


d F dF  dF 


di  dy  ’ dz 

*11  y«;  *i  «ind  proportional  den  Cosinus 
der  Winkel,  welche  das  Loth  auf  der  in 
der  Krümmnngsebenc  befindlichen  Nor- 
male der  Curve  mit  den  Axen  macht, 
dF  dF  dF 

^ »her  den  Cosinus  derjeni- 
gen \^inkel,  weiche  die  Normale  der 
Fläche  mit  den  Axen  macht.  Hieraus 
folgt  die  aligemeine  Eigenschaft  der  kür- 
zesten Linie: 

„Ihre  Krümmnngsebenc  geht  in  jedem 
Punkte  durch  die  Normaie  der  Fläche.“ 

Es  ist  leicht  zu  zeigen , dass  für  die 
Kngel  der  grösste  Kreis  diese  Bedingung 
erfüllt. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  kürzesten 


= x,  :y,  :Zj.. 

Linien  wollen  wir  unmittelbar  aus  dem 
Begriff  der  Variation  ableiten. 

Lege  man  nämlich  durch  jeden  Punkt 
der  kürzesten  Linie  eine  die  Fläche  be- 
rührende Ebene  so,  dass  alle  diese  Ebe- 
nen eine  abwickelbare  Fläche  einhüllcn, 
durch  deren  Abwickelung  die  kürzeste 
Linie  in  eine  ebene  Curve  verwandelt 
wird.  Im  Begriff  der  Berübrnngsebene 
liegt  cs  nun , dass  die  nach  einer  Seite 
der  kürzesten  Linie  derselben  unendlich 
nahe  gelegene  Curve  auf  der  Fläche 
ebenfalls  in  dieser  abwickelbaren  Fläche 
liegt,  denn  jede  Tangentialebene  mnss 
so  gedacht  werden,  als  wenn  sie  die  dem 
Berührungspunkte  unendlich  naben  Punkte 
der  Fläche  mit  umschliesst.  So  wird 
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denn  bei  Abwickelungen  diese  nächste  gebildeten  abwickelbaren  Fl&chc  sogleich 
Corre  mit  abgewickelt.  Ihr  Unterschied  die  kürzeste  Linie  in  die  Ebene  ge- 
Ton  der  kürzesten  ist  eben  die  Varia-  wickelt  wird,  so  entsteht  eine  Grade.“ 
tion,  und  diese  muss  gleich  Null  sein.  Diese  Eigenschaft  besieht  sich  auch, 
Also  auch  für  die  abgewickelte  Curvc  da  die  Schlüsse  nngeändert  bleiben,  auf 
ist  die  Variation  gleich  Null,  und  diese  andere  Linien,  auf  Flachen,  denen  Mi- 
mithin eine  kürzeste  in  der  Ebene,  d.  h.  nimum  - und  Maximum- Eigenschaften 
eine  Grade.  Also  : zukommen. 

„Wenn  durch  jeden  Punkt  der  kür-  An  den  Grenzen  ist  nun  noch  f=\, 
sesten  Linie  eine  Uerühmngsebene  ge-  da  F und  r , »-f-y  ,*-f- 1 ,’ = 1 verschwin- 
legt  wird,  und  mit  der  von  allen  diesen  den,  und  man  erhalt  ans  der  Gleichung : 

I ' (f-k,  i,  — f,  Vi— «1  ii)  >^»+*1  itx+k,  ‘ty+k,  <fz  = 0, 
wo  I,  und  s,  die  Grenswerthe  sind: 

I ‘[(l-2c)<fi-l-2c(x,(fx-fy,  (fy-hs,  tfz)]=0. 

' s 

ii  ist  anabhängig  von  Jx,  <fy,  ifs,  also  an  beiden  Endpunkten: 

X,  tfx-l-y,  <fy-fz,  (fz  = 0. 

Ist  s.  B.  auf  der  Fläche  eine  Gurre  gezogen,  in  der  der  eine  Endpunkt 
liegt,  so  sind  efx,  cfy,  tfi  die  dieser  Gurre  entspreehenden  Aendernngen  der  Goor- 
dinaten.  Dieselben  sind  proportianal  den  Gosinas  der  Winkel,  welche  die  Tan- 
gente daran  mit  den  Axen  macht,  und  die  Grenzgleichung  drückt  wieder  ans, 
dass  die  kürzeste  Linie  auf  dieser  Gurre  senkrecht  steht.  Allgemein  aber  drückt 
der  Ausdruck: 

I * (1— 2c)  df-h2c(x7  dx+yi  tfy-l-»i  dz) 

' »l 

die  Variation  des  Bogens  s,  also  ds  aus,  da  der  unentwickelte  Tbeil  verschwun- 
den ist.  Das  Nämliche  ist  offenbar  die  Bedeutung  des  Ausdruckes  d(«,  — s,), 
also: 

2c(x,  dx+y,  dy-Fs,  dz), 
s, 

oder  i 

/«, 

(x,dx-|-y,  dy-fa,dz). 

*• 

Denkt  man  sich  nun  unendlich  viel  kürzeste  Linien  neben  einander , und  sei  o 
du  durch  ihre  Endpunkte  gebildete  Bogenelement,  so  ist: 

dx  du  , « ds 

dx=-dc,  dy  = ^d«,  dz_^do, 

also  wenn  y-,,  y,  die  Winkel  sind,  welche  diese  Gurren  bezüglich  mit  der  kür- 
zesten Linie  machen,  so  ist: 

da  = cos  y , de— cosy  , dö„ 

wenn  y„  anf  den  andern  Endpunkt  geht.  Sei  dieser  fest,  so  dff,=0,  steht  die 
zweite  Grenzeurre  auf  den  kürzesten  Linien  senkrecht,  so  ist  cos  y,  = 0,  also  m 
beiden  Fällen : 

df  = cos  y , de. 

Sind  alle  kürzesten  Linien  gleich,  so  ist  ds  = 0,  also  cosy— 0,  d.  h.: 

„Wenn  man  ron  einem  Punkte  oder  ron  einer  beliebigen  Gurre  aus  senkrecht 
anf  derselben  eine  Schaar  kürzester  Linien  von  gleicher  Länge  zieht,  so  ist  die 
Verbindungslinie  der  Endpunkte  senkrecht  auf  allen  kürzesten  Linien.“ 


Digilized  by  Google 


Variationsrechnung. 


126 


Variationsrechnung. 


IX)  Auf  einer  Fläche  ist  eine  Curvc  gegeben.  Es  wird  eine  zweite  gesucht, 
die  in  Gemeinschaft  mit  ihr  bei  gegebener  Länge  den  grössten  Inhalt  einschliesst. 

Sei  F=0  die  Gleichnng  der  Fläche,  ^=p.  — = q die  daraus  gezogenen 


partiellen  Differenzialquotienten  von  z,  so  ist  der  gesuchte  Inhalt  j'tdx,  wo: 

n = f^  V(l+/>’  + ?>)  dy, 

S» 

und  Vq  » y die  bezüglich  der  gegebenen  und  gesuchten  Curvc  entsprechenden 
Werthe  von  y sind,  e ist  also  eine  Function  von  x und  y.  Nimmt  man  den 

/*! 

^ d$  das  zu  unter- 
st 

suchende  Integral,  und : 

/■=«*, +IF+/4(x, ’-l), 


df  äF  du  Af  AF  Av  Af  AF 

L»  ^ — L— 1 L !■  «i.— 

Ox  dx  ' dx  dy  dy  *■  dy*  dl  dz  * 


h,=^=r  + 2ux„  /,  =2uy„  n,=2juz„ 


Ax 

und  die  mit  de,  dy,  dt  mnltiplieirten  Theile  werden: 


AF  Av  _ d(v  + 2/ix,)_ 


^57  + '’ d^- 


di 


= 2uar,  + 2x,  -£  + 


de 


dt  dt' 


^ F rt  n d JU 


dy 

dF  du 

Multiplicirt  man  mit  ^pygt  Z|  und  addirt,  so  kommt,  da: 

di;  dr  de 


^•^+»‘57= 


Ay  ds 


tat: 


also : 


0 = *, 


, ÄF  Av 


dF 

ä,-  = 2c.„ 


und: 

~ = V{l+P'+9')- 

Sind  Ti,  k,  p die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Tangente  an  die  Fläche,  welche 
anf  der  Curve  normal  ist,  mit  den  Axen  macht,  so  erhält  man,  da  x,,  y,,  z, 
die  Cosinus  der  Winkel  sind,  welche  die  Tangente  an  die  Curvc  selbst  mit  den 
Axen  macht,  ny,  — tx,  als  Cosinus  des  Winkels,  welche  die  durch  beide  Graden 
gelegte  Ebene  mit  der  Ebene  x y , also  die  Normale  an  die  Fläche  mit  der  Axe 
der  z macht,  und  deshalb  ist; 

z _ 1 

»y.  **t- 
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Holtiplicirt  man  nun  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Gurre  geben,  bezfiglich 
mit  n,  t,  (>,  so  kommt; 


2c(nx,+/ty,+(ii,)  = l. 

Ist  r der  Haupt-Krümmungsradius  der  Cnrve.  so  sind  rx, , ry,,  rs,  die  Cosinus 
der  Winkel  derselben  mit  den  Axeu,  also: 

•■  ("  1 +f  * j)  = 

wenn  9 der  Winkel  ist,  welchen  die  Hanptnormale  mit  dar  Normalo  an  die  Gurre 
macht,  welche  die  FUche  berührt,  und  somit: 


2c  cos  = r, 


oder; 


r 

cos  .7 


_1_ 


so  dass  dies  Verhaltniss  constant  ist.  — Wie  bei  der  rorigen  Aufgabe  folgt  übri- 
gens. dass  di«  Gurre,  in  gleicher  Weise  abgewickelt,  dieselbe  Maximnmeigen- 
schaft  in  der  Ebene  beh&lt,  also  einen  Kreis  gibt. 

Ist  die  gegebene  Fiache  eine  Kugel,  also: 


x’-f-y’-b  s*  — n*  =0, 


^■=2x. 


3^  = 2y,  ^ = 2., 


V(1+f*+?’)  = y. 


also 

21 X t— y,  =2cx,  t,  21y  i-l-x,  =2cy,  t,  21t  = 2ct„ 


also  wenn  man  l eliminirt: 

2c(xs,-x,i)=yj,  2c(yt,-y,a)  = -x„ 

und  durch  Elimination  ron  z,  : 

2c(yx,-xy,)  = i,. 

Diefe  drei  Oleichungen  lassen  sich  integriren; 

2c(xt,-x,t)  = y-|-;J,  2c(ry,-yi,)  = x,-f-nr,  2c(yx,-ry,)  = a-l->', 

ond  wenn  man  ans  den  beiden  ersten  z eliminirt: 

— 2cs(yx,-xy,)  = x*+y*-b-ox-|-^  y, 
also  nach  der  dritten  Gleichung: 

*’+y’+*’+<«^+,Jy-l-y  t = 0, 
ttx+ßy-\-yi  = -\. 

Die  Gurre  ist  eine  ebene,  somit  ein  Kreis. 


X)  Die  Gurre  des  kürzesten  Falles  (Brachystochrone)  anf  einer  gegebenen 
Oberfläche  zu  Anden. 

Sei  ein  materieller  Funkt  auf  der  Fl&che  einer  Kraft  unterworfen,  deren 
Componenten  bezfiglich  gleich  X,  F,  Z sind.  Ist  t>  die  Geschwnndigkeit , so  hat 
man  rermöge  des  Satzes  ron  den  lebendigen  Krkftcn : 


•-r,*  = 2 J“  {Xdx+Ydy+Zdi), 


wenn  wir  annchmen,  dass  die  Grösse  unter  dem  Integmlaeichen  ein  yoUst&ndiges 
Differenzial  ist.  r,  ist  die  Anfangsgeschwindigkeit. 

Die  Zeit,  in  der  der  materielle  Punkt  den  Raum  zwischen  zwei  gegebenen 
anf  der  Fl&chc  durchlauft,  ist  gegeben  durch  die  Gleichungen:  dt^tdty  und 

(= J* Ist  also  F die  Gleichung  der  Fläche,  so  mns  sein  j' ^ ein  Mini- 
mum, unter  den  Bedingungen: 

F=0,  = 

also: 

r=l-MP-f-^(x^*-t-y.*-|-s,*-l), 
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1 dv  , dF 


dx  t’  dx 


--L—  — 

!;•  *5y  * 

__  j_a«  >)f’ 


tl 

dy 

dz 


i,  = 2u*,,  /,=2,uy„  n,=2f4t^. 

Die  mit  Jx,  Jg,  Jz  maltiplicirten  Theile  geben  die  Gleichungen: 
1 de  ^ ^ 


c«  dy'^^dy 


0»  ot  di 


und  der  mit  ds  moltiplicirte  Theil : 

i = 2t4(*,«+y,*+»,*)+c, 


d.  h.; 


— -2u  = c. 
r 


Et  iit  diel  anch  eine  Folge  der  obigen  Gleichnngen. 

Durch  Unteraaebnng  der  Grenzbedingungen  findet  man  leicht  e = 0,  alio : 


e*  dx^  dx  d$\v  /’ 

V*  dy  dy  dt  \ v /' 

v*dz'  dz  dt\v/' 


Mache  diejenige  Tangente  A an  die  Fliehe,  welche 
Winkel  mit  den  Axen , deren  Coainni  « , ß,  y aeien 


anf  der  Cnnre  normal  iit, 
so  hat  man,  wenn  diese 


Gleichungen  bezüglich  mit  o,  ß,  y mnltiplicirt  und  addirt  werden : 

1 / de  de  de\  1 coa » 

“ r di+'*  d]; + y dii  - T T“  ’ 

7 der  Winkel  ist,  welchen  die  Grade  A mit  dem- 


wo  r der  Krümmungsradius, 
selben  macht. 

Nun  ist : 


also ; 


'**  V V 

e — =A,  eT-=r,  «t- 
dx  dg  dt 


— (X  «t+ 1'  /J+Z  yj+cos  7—0, 


oder  wenn  9 der  Winkel  ist,  welchen  die  Mittelkraft  R von  X,  F,  Z mit  der 
Graden  A macht; 

e* 

A cos  - — — cos  7. 

Der  letzte  Theil  der  Gleichung  ist  die  nach  A zerlegte  Centrifugalkraft.  der  erste 
die  nach  A zerlegte  wirkende  Kraft,  also  die  Spannung,  welche  der  Punkt  nach 
Richtung  A erleidet,  rerdoppelt  sich  bei  der  Bracbystochrone  gegen  die,  welche 
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•ttUtflhide,  wenn  Kraft  R allein  wirkte,  wenn  r=:0,  also  der  Punkt  in  Ruhe  wäre. 
Förden  Fall,  dass  die  Schwere  allein  wirkt,  hat  man  A=>'  = 0,  Z = alio; 

, n / 2(5— Alcoa./ 

c>  = 2y(5-A),  r = — i — -1. 

Wird  die  Grade  A bis  in  einer  Hurizonlalebcnc  verlängert,  deren  Gleichung 
5 = A ist,  nnd  welche  durch  den  Punkt  gehen  würde,  von  welchem  aua  sich  der 
materielle  Punkt  bewegt,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Kuli  wäre,  so  ist  die 

Llngo  dieser  Graden  gleich  * , nnd  die  doppelte  Länge  der  Projection  dieser 

Linie  auf  die  Krflmmungscbene  gibt  also  den  HaupikrUmmnngsradius. 

Wir  haben  oben  selion  die  Brachysloehronc  in  der  Kbcne  betrachtet,  im  Falle, 
wo  nur  die  Schwere  angreift.  Nehmen  wir  jetzt  den  allgcnicinsten  Fall,  wo  also 
nur  die  Bestimmung  statttihdet,  dass  X dx-\- Yd  g -\-Zdz  ein  vollständiges  Diffe- 
rential ist,  aber  die  Curve  nicht  gezwungen  ist,  auf  einer  Fläche  zu  bleiben.  Die 
Gleichung  F=U  fällt  dann  weg,  und  man  bat; 

Ov  n 

— -e,z,4-ex,  = 0,  ^-r,y,+ry,=0,  z,+e z,  =0, 

wo  v,=^  ist.  — Seien  a,  b,  c die  Cosinus  der  Winkel,  welche  die  Kriimmnngs- 
ds 

ebene  mit  den  Coordinatenebenen  macht,  so  erhält  man,  wenn  man  bezüglich  mit  a, 
i,  c mnltiplicirt  nnd  addirt; 

fl  ^-|-fr^-|-C;^  = 0,  oder:  aX-fAF+cZ  = 0, 

vx  dy  oz 

d.  h.  die  Rcsnltante  R liegt  in  der  KrUmmungsebene.  Mnltiplicirt  man  mit  x,, 
z,  und  addirt,  so  kommt,  wenn  r der  Hauptkriimmungsradius , w der  Winkel 
desselben  mit  der  Resultante  ist; 

II 

R cos  0}— . 


Dieser  Gleichung  lässt  sich  eine  Auslegung  ganz  wie  oben  geben. 

Hat  man  nur  eine  Centralkraft,  nnd  ist  deren  Ansgangspunkt  Anfangspunkt 
der  Coordinaten,  so  bat  man: 

de  „ Rx 
t— =X  = — , 

ox  p 

nnd  ähnliche  Gleichungen  für  die  andern  Componenten.  p ist  hier  der.  Radius- 
rector. Unsere  drei  Gleichungen  werden  dann;. 


Rx  , n . A I 

— -ö,  x,+rx,  = 0,  y,-(-By,  = 0,  — -B,z,4-ez, 

Durch  Elimination  von  r kommt ; 


= 0, 


-I),  (yi,-zyi)-f-c(y  s,-zy,)  = 0, 
und  zwei  symmetrische  Gleichungen.  Integration  gibt  dann; 

yz,-zy,=eu,  sx,-xz,=/‘e,  iy,-yx,=Ae. 
e,  f,  h sind  Constanten.  MuUiplicirt  man  mit  x,  y,  z und  addirt,  so  ist: 

ex+fy + bz=.0. 

Die  Curve  ist  eine  ebene.  Wirkt  nur  die  Schwere,  so  wird : 

R — y,  r*  = 2y(s— A),  r = 2(z— Ajcosiu. 

Diese  Gleichung  charaktcrisirt  die  Cycloide. 

XI)  J)ie  Bracbystochrouc  im  widerstehenden  homogenen  Mittel  zu  finden. 
Dass  diese  Curve,  wenn  die  Schwere  allein  wirkt,  sich  in  der  Vcrticalebene 
befinden  muss,  ist  leicht  einznsehen.  Ist  wieder  y die  Geschwindigkeit,  so  ist  der 
Ansdmck  für  die  Fallzeit; 

9 
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Es  sei  ferner  7 (e)  der  Ausdruck  fttr  den  Widerstand,  der  jedenfalls  eine  Function 
Ton  V ist.  Man  bat  dann ; ' , 

gVi-'l  = 

rfr 

f|=:—  ist.  Üie  Bcdingungsgleichungcn  also  sind:  . . 

»i’+yi*-l  = 0,  rr,+7(t>)-jy,=0, 

(=~  + l{vv,+'i  (c)-sy,)+/r  (^,’+yi’-l). 

Man  hat  hier  drei  von  s abhängige  Variablen  x,  y,  r.  Belieben  sich  /,,  «, 
beaüglich  anf  diese,  so  ist; 

l*^=:2ux,,  ^i  = 2^«yi— 

Die  mit  (fy  muliiplicirten  Theilc  geben  dann:  ^ 

^^(2/4X,)  = 0,  • 


integrirt: 


2uaTi  = o,  ^ (2,uyi— jA)  = 0.  2,uy,— ji  = 4. 


Der  mit  efs  multiplicirtc  Tbcil  gibt  noch: 

' 1 

— = 2u-yiy,+J.  rii,+e- 

f 

a»  hj  e sind  Constanten.  Setzt  mau  in  die  letzte  Glcichang: 

Jl/i  =7  W+cu,, 

so  kommt : . 

— = 2u— i.'/  (r)+e. 


Ans  den  Orenzbetrnchtungen  aber  ergibt  sich,  dass  c = 0 ist. 

Diese  Gleichung  verbindend  mit  den  beiden  andern  Integralen  and  den  beiden 
Bcdingungsglcichungen,  kann  man  Ui  Xj,  elimisiron,  und  erhalt: 

^l_  6a  7 (r)y  + y r’(l-  — ' '' 

Diese  Gleichung  gibt  r als  Kunctiün  von  s,  und  in  Verbindung  mit: 
rrid-7  W-^yi=0 

auch  y als  Function  von  j. 

Betrachten  wir  noch  die  Grcnzgleichung.  Sind  die  Grenzwerthe,  so 

hat  man  für  den  entwickelten  Thcil: 


I 1^-^— 2u+i(jy,+cr,)(/s+2ux,  <fx+(2.oy , -yi)  Jy  + ir  <fc^, 

d.  h.: 

c (/(f  , — » i)-)- / (a  cTj-j-idy-i-jlr  <fr). 

*1  • 

Da  — sj  willkürlich  ist,  so  muss,  wie  bereits  oben  angenommen  wurde,  e = 0 
sein.  Ist  am  Anfungäpunkte  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  gegeben,  so  ist 
daselbst  tfe  = 0;  am  andern  aber,  wo  de  veränderlich  ist,  muss  ä = 0 sein,  da, 
wenn  mau  i.  im  Allgcmeineu  bestimmt  hat,  dr  als  von  dx  und  <fy  ganz  anab> 
hängig  EU  betrachten  iat.  Es  ist  also  in  dresem  Punkte: 
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2;<x,  = a,  2,uy,=*,  ^=X’ 

ab 

d.  h.  die  Tangente  an  der  Curvc  in  dioseni  Pnnkte  macht  Winkel  mit  den  Axen, 
deren  Cosinus  sicli  wie  b und  a verhalten.  Sind  von  der  Bracjiystochrone  nicht 
die  Endpunkte  gegeben,  sondern  nur  zwei  Curvco,  durch  welche  sic  geht,  so  lehrt 
die  Gleichung  aJx-f-6(/y  = 0 wieder,  dass  beide  auf  der  Brachystochrone  in  ihren 
Endpunkten  senkrecht  stehen. 


XII)  Ein  biegsamer  Faden  befindet  sich  auf  einer  gegebenen  Fläche.  Wann 
ist  sein  Schwerpankt  am  tiefsten  ? 

Ist  die  Axe  der  z der  Schwere  gleich  gerichtet,  so  ist  der  Aasdruck  Tür  den 

r 

Schwerpunkt  . «her  # ds  i»t  die  gegebene  Llnge , die  wir  gleich  c setzen, 

7"* 

also  constant.  FzzO  sei  wieder  die  Gleichung  der  FUche.  Man  hat  also: 

dx  ßx'  dy  dy  * dt  . *5t^ 

F,  = 2ux,,  n,=2/4t„ 

also  die  mit  dx,  dy,  di  multiplicirten  Alisdriicke  sind: 

uod  der  mit  dt  mnitiplicirtc  Theil  gibt: 

» — e = 2,u, 

wo  e eine  Constante  ist. 

Mache  die  Grade  A,  die  wir  wie  in  X)  bestimmen,  die  Winkel  ,•  deren  Cosi- 
nus <r,  ß,  y sind,  mit  den  Axed,  so  erhält  man  wie  dort: 

. y = 2u(nx,-f^y,-f-/t  J, 

oder:  ■ ^ 

z—  e . „ 

r = sin  .7, 

Y ' 

wo  & der  Winkel  des  ilauplkrümmung.sradias  r mit  der  Flächcnnormale  ist. 


4)  Zn  rUck  füh  rtin  g der  Theorie  der  Maxima  und  Minima  ein» 
facher  Integrale  auf  eine  partielle  D i f fe  r e n z ia  1 g 1 ci  c h n ng. 

Nach  Hamiltou’s  Betrachtungen  nnd  derjenigen  Deutung,  welche  ihnen  Jakobi 
gegeben  , ist  jede  mechanische  Aufgabe  zurÜekzufQhren  auf  eine  partielle  Diffe- 
renzialgleichung zweiter  Ordnung  Jakobi,  indem  er  nachweist,  dass  der  Grund 
davon  der  sogenannte  Sats  von  den  kleinsten  Wirkungen  sei  (siehe  den  Artikel: 
Dynamik),  welche  die  mechanischen  Probleme  zu  einer  einzigen  Abwendung  der 
Variationsrechnung  machen , zeigt,  dass  jedes  Maximum-  oder  Minimumprohlem, 
welches  auf  cm  einfaches  Integral  führt,  derselben  Betrachtong  zugänglich  ist. 

Wir  wollen  diese  Theorie  hier  noch  geben.  Zu  dem  Ende  w'ollen  wir  den 
Variationen  der  Integrale  aber  eine  einfachere  Form  geben. 

Sei  I die  unabhängige  Variable.  Xj,  x,  . . . abhängige  Variablen,  so  war 

ein  Integral  von  der  Form  r.n  betrachten: 

^=J" («I 

M,,  u,  . . . enthalten  x, , x,  , . . z^,  beliebige  Difforenzialquoticnten  dieser 
Gr&sien  nach  I nnd  I selbst.  Setzen  wir  also : 

dt  ~’’n+l'  dl  ~*n+»  ■ ■ ' dt 

9* 
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rfx  , dx  . ^ </x . 

~~dt  ^«+1*  ““’S  *“  Sn-f-i  ‘ * * 


dx 

u 

rfr  = J'> 


<‘^1, 

rfr  = y> 


dt 


Unter  y,  . . , sind  hier  die  höchsten  DifTerenzialqnoiienten , welche  Vor- 
kommen, bezüglich  von  x,,  x,  . . . verstanden.  Mit  Hölfe  dieser  Gleichun- 
gen lassen  sich  alle  UitTerenzialquotientcn,  nUo  auch  die  Cuefllcicnteii  i/x,  =-^'  dt. 
n.  8.  w.  ehminiren,  und  man  hat: 


^=f.dt, 


wo  r eine  Function  der  Grössen  x,  deren  Anxahl  tn  sei,  die  n Grössen  y und  t 
enthält. 

Non  können  noch  andere  Bcdingungsgleichangcn  swiseben  x und  y,  jedenfalls 
aber  weniger  als  n,  vorbaxidcn  sein.  Sei  ihre  Anzahl  p,  so  eliminircn  wir  mittels 
derselben  die  GrOssen  y^,  ^n—\  * ' ' ^n—p—V  können  dann  die  gegebenen 

’ u.  s.  w%  auch  schreiben; 


Werthe  von 


dt 


dx. 


dx. 


dx 


dl  dt  dt  m 

Die  Grössen  ir,  . . . sind  Functionen  der  x und  der  noch  übrigen  y,  an 
Anzahl  n—p,  wenn  man  der  Symmetrie  wegen  für  auch  setzt 

IT|,  ir,  . . . 

Führt  man  nun  m unbestimmte  Factoron  ein,  so  hat  man 

nach  dem  Obigen  die  Variation  zu  nehmen  von:  ^ • 

«f-,  r = m » r = m 

Die  Grenzen  t^  und  t sollen  hier  der  Allgemeinheit  wegen  völlig  willkürlich  sein, 
also  nicht  etwa  coustant  oder  beschränkt  durch  irgend  welche  Annahme.  Non  er- 
hält man: 


.t  p,  r = m V r = m 


L(ä7  -57  ■'' 

Ldx^  s=:l  V dx^/  dt  a 


» = m / dir 

w~.i.  ("■v;)]“’’' 


Da  die  Anzahl  der  ^ grösser  als  die  der  y Ist,  so  können  zur  theilweisen  Be- 
stimmnng  der  erstem  die  mit  cfy  multiplicirten  Glieder  gleich  Null  gesetzt  werden, 
also: 

5 m / dir 


% s =:  m / VW  V 

£i=  z (ft  —t). 

.=  I ^ * öy/ 
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Diese  Gleichungen  geben  die  Werthe  aller  y,  und  nach  deren  Elimination  ent- 
halten die  Ausdrücke  r und  ic,,  ic,  . . . dann  j-„  x,  . . . /u,  ■ ■ ■ /u' 

und  i. 

Findet  ein  Maximam  und  Minimum  in  irgend  welchen  Grcnacn,  die  jedoch 
und  t umschliesaen,  statt,  eo  werden  die  Ausdrücke  unter  dem  Integralzeichen 
Null,  uno  man  hat  dann  nur  noch : 


oder  wenn  wir: 

r=m 

r-  S Ql  IC  ) = y 
rr:  I 

tetsen,  und  ...  als  diejenigen  Werthe  von 

//,,  /r,  nehmen,  welche  entsprechen: 

lfS  = JU,J'x^+/u,  i/x,+  . . . -1-1/ dt— . . . 


«ft.. 

Diese  Gleichung  ist  aisreicbcnd,  damit  ein  Maxironm  oder  Minimum  stattfinde. 
Denn  wird  eie  vorausgesetst , so  verschwindet  auch  der  Thcil  unter  dem  Integral- 
zeichen — Ihre  Auflösung  aber  geschieht  folgendermaassen.  (Vergleiche  über 
diese  Auseinandersetzung  den  Artikel : Quadraturen  — ZurUckführung  der  par- 
tiellen Differenzialgleichungen  auf.)  ' 

Man  denkt  ...  t,  in  Bezog  anf  die  Aenderung  <f  constant,  so 

hat  man : 


dS=/i,  d*,-f-,u,dx,-|-  . . . vd», 

wo  d anzeigt,  dass  das  Zeichen  <f  der  obigen  Beschränkung  unterliegt,  also: 
dS  dS  ' dS 

dT.=^‘’  dT=^'  • • ■ 

Setzt  man  diesb  Werthe  in  die  Gleichung ; 


so  bat  man  eine  partielle  Differenzialgleichung  erster  Ordnung,  welche  die  abhän- 
gige Variable  5 selbst  nicht  enthält,  und  diese  löst  das  Problem.  Sie  führt  näm- 
lich auf  ein  System  totaler  Differenzialgleichungen  zurück,  deren  Hanptintegrale 

die  Werthe  von  x,^**^  . . . l,  sind. 

Dieses  System  muss  selbstverständlich  mit  dem  sich  durch  die  Haximnm- 
oder  Minimum- Aufgabe  ergebenden  identisch  sein,  und  dies  wollen  wir  noch  di- 
rect naebweisen,  was  ein  zweiter  Beweis  des  hier  gegebenen  Satzes  ist.  — Es 
handelt  sich  dabei  nur  darum,  aus  den  Ausdrücken; 


dr  rfc 


r = m . 

(''r  dT — äT-y 


a «=m/  die  d u K 
1 {u  -1  - 
dx^  \ * dx^  dt  ) 


die  Grössen  y,,  y,  •••»«. 


dt  ) 

zu  eliminiren.  Setzen  wir  noch; 


r ~ m 

V-  £ Qt^ie^-y  = if, 

rr:  1 


so  ist  nach  dem  Obigen: 


,=0 
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jcl»t  die  Diffcrcnaialquoticnten  nach  t und  vor,  wenn  man 
die  y eliminirt.  Es  ist  also: 

-P  dr  •'y. 


h.  11 

di  \d  1/  , _ j dy^  rf(  ’ 

dx^“\dxj  ^ TT' 


und  gleiche  Ausdrücke  finden  Tür  die  Ausdrücke  tr.^ 
tigt  ntan  nun  die  Gleichungen : > 


statt.  Uerücksich- 


di> 


'’y^  j = 


dl 


80  werden  die  zu  untersuchenden  Ausdrücke: 

r=mr  /dir^v  d(ft'^u>^) 


^=m-P,-Xh9)- 


dt 


Die  Einführung  der  Klammer  ändert  also  nichts  in  ihnen.  Man  bat  jedoch : 


s /a  « szzm  /^tc  \ 

„ (_*V 

dt  \dt/  5=1  * » \ d/  I 
V , j»  . s SS  tn  /di£j  V 


^7  h . 

r’  dy— 

d;  rfr  ’■='»  dy  ^ 

dt~dt  r=l  dt  dl~^ 


Auf  diese  Weise  erhält  man: 


...,  '*'“r 

dt  di'  ^ öx  dt 
r 

'Ganz  abgesehen  von  der  Maximum*  oder  Minimum>Aufgabe  kann  man  also 
setzen : 


1)  «=  /,  , :■/*,+/ [{ft  - ft)  " 


r=  I \dx^  dt  } »-J 


WO  die  y eliminirt  sind  durch  die  Gleichungen: 

I rr  ni  dtr 


2) 


dt  _ 

Pi  Ä-’ 

^9r  « = > 


ausserdem  die  Bedingungsgleichung: 
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3) 


V-  1 (jU  = 

r=  1 


staufindet,  und  man  noch  hat  dio  m Gleichungen : 


4) 


dt 


.ii. 


Zu  diesen  kommen  dann , wenn  ein«  Maximum-  oder  Minimum-Aufgabe  stattfin- 
det,  die  m+1  Gleichungen: 

r ^ de/'  tiy  _ dy. 

TT  “ äZ'  Tt  ~ Tt 


dt 


Die  Gleichungen  4)  und  5)  in  Verbindung  mit  der  identischen  Gleichung : 


dt 


bti 


dt  dy 

bilden  aber  das  System,  auf  welches  man  jede  partielle  DifferensEialgleichung  erster 
Ordnung  »urückfuhrt,  wenn  in  ihr  die  aohSngige  Variable  nicht  vorkommt  (ver- 
gleiche den  obigen  Artikel).  Auch  sonst  ist  die  Form  1),  di©  wir  der  Variation 
gegeben  haben,  von  Wichtigkeit.  ' ' 

5)  Unterscheidung  der  F&llc,  wo  Maxima  und  wo  Minima, 
oder  keines  von  beiden  eintritt  (Criterien). 

Das  Critcrium  aufznfindcn,  wann  ein  .Maximum  oder  Minimum  oder  keines 
von  beiden  eintritt,  und  zwar  zunächst  für  den  einfachsten  Fall,  wo  nur  eine  ab- 
hingige  Variable  und  ihre  Differenzinlquoiientcn  vorhanden  sind,  ist  von  mehre- 
ren Mathematikern  versucht  worden,  namentlich  von  Lcgendre.  Insofern  hat  der- 
selbe auch  eine  Lösung  herbeigeführt,  als  er  gezeigt  hat,  dass  dies  Criterium  von 
der  Auflösung  gewisser  Differenzialgleichungen  abhängt,  deren  Auflösung  er  selbst 
fwar  umgehen  tu  können  meinte,  was  aber,  wie  Lagrange  bemerkte,  auf  einem 
Irrthum  beruht.  Es  ist  Jakobi's  grosses  Verdienst,  gezeigt  zu  haben,  dass  diese 
Differenzialgleichungen  schon  gelöst  sind  durch  die  Gleichungen,  welche  das  Mezj- 
mum  oder  Minimum  selbst  bestimmen.  Mit  dieser  Bemerkung  ist  eine  neue  Theorie 
der  Criterien  geschaffen,  welch©  wir  l»ier  geben. 

Es  sind  zunächst  einige  einleitende  Betrachtnngen  zu  geben. 

Sei  tf  eine  ganze  homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  den  Grössen  i, 

t',  z"  ...  wo  s',  s"  . . . 
welche  letztere  Grösse  in  beliebiger  Weise  in  y 

Diffcrenzialquotienten  bezüglich  nach  z«  t',  i'’ 
lässt  sich  zeigen,  dass  der  Ausdruck : 


die  Dififereniialquotientcn  von  t nach  z sind, 
Weise  in  <t  enthalten  ist.  Seien  jetat  7.' (i). 


dx 


sich  anf  die  Gestalt  bringen  lässt: 


äz^ 


dz" 


+ ±^V-’ 

dx  dx* 

'KO  A,  A , . . . A nur  x enthalten.  Es  ist  nämlich: 

' * #1 


+ 
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a , « ...  Functionen  von  *,  und  zwar  n , = 

0,  0’  u,  I >,  ( 


hat  dann: 


d,(*)a»(0 


ist.  Man 


'/'«  = %,  0 = + %,  1 + 2 "''+  • • ■ +“0,» 
V'(0  = «,,o  »+«,,  , ‘'  + »1,2  *"+  • • • +»,,„»^"^. 


,,/(sW)  = a„  „ + »W 

Diffcreosürt  man  bezüglich  die  zweite  GIcicbong  einmal,  die  dritte  zweimal  u.  s.  v. 
nach  Xf  und  addirt,  nachdem  man  die  Vorzeichen  der  graden  Glieder  ge&ndert 
hat,  80  haben  die  in  der  Diagonale  stebenden  Glieder  schon  die  vorgeschriebene 
Form : 


II) 


“o,  0 ' - ± 

ax 


Die  andern  Glieder  aber  gnippiren  sich  zu  zweien  von  der  Form : 


(_1)F  z(9))(_i)?  jCp)). 

dzP 


Sei  jetzt: 


nnd  setzen  wir: 


, A+i+A=/)+v,  »^‘^  = -t(“h  o)' 


dz 


i ' p»  r 


(A,  = z(*)):^^raC)  n 

rfx*  <ic* 

indem  man  das  obem  oder  untere  Zeichen  nimmt,  je  nachdem  k—k  grade  oder 

ungrade  ist.  Das  betrachtete  Paar  hat  dann  offenbar  die  Form:  (— j)> 
da  i hier  gleich  Null  ist.  Man  verificirt  nun  leicht  die  Gleichung : 

(A,  A)  = (A-1,  A)  + (A-1,  A+1), 
in  welche  cingcschlosssen  ist:  ' 

(Pt  ?)=(P-I.  ?)  + (p-I.  ?+!)• 

Indem  man  die  hierin  angcdcutetc  Zerlegung  wiederholt,  lässt  sich  jedes  Glieder* 
paar  umbildcn  in  solche  von  der  Form:  (m,  m)  und  m).  £s- ist  aber: 

(m,  m)  = 2 — (o(P+« -*"•)» W), 

dx™ 

(„+1,  = („(P  + ?--!«-')  ,(>»)) 

- turi"  t 


dx 


*l”/„(P+?-gn»-0  j('"  + 0)_  _^/„(P+9-»i")  ,(")), 


d.  h. : 


dx" 


dx"' 


(m+l,  m)  = j(m,  m), 

so  dass  in  der  Thnt  das  Resultat  die  bczeichncte  Form  hat. 
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Wir  wollen  aber  noch  den  Werth  von  (p-,  7)  anf  diese  Welse  wirklich  bc- 
Uimmeo. 

Wendet  man  die  Zcrlegungsformcl  wiederholentlich  an,  also  : 

(Pi  9)  = (P-1.  + 9+1)  = (/»-2,  j)+2(p-2,  y+l)  + ö>-2,  j+2), 

SO  sieht  man  leicht,  dass  der  Mccbanismns  des  Verfahrens  der  bei  Bildnng  des 
biaomischcn  Satzes  einzuschlagende  ist,  dass  man  also  hat: 


0>.  9)+»i0>-»>  9+1)+»,  (P-*-  9+2)+  • . • 

+»(p-».  9+»-l)+(p-».  9+»)- 

wo  »i=»i  zu  setzen  ist.  Offenbar  darf  p — s nicht  kleiner  als  y+s 

X * A 

sein.  Nehmen  wir  zunächst  an,  p— 9 sei  grade,  und  setzen  p— s = f+s,  so  ist: 
P — 9 

i = — . Sei:  9+ic=n,  so  kommt: 


(Pi  9)  = C">  ")  + »(".  «-l)  + »,(«'.  «— 2)+  . . . +»s("f  «-»+2) 

+ n-i  + l)+(a,  o-s). 

Fährt  man  mit  den  Gliedern  rechts,  welche  nach  dem  zweiten  folgen,  in  der 
Entwickelung  fort,  so  werden  alle,  mit  Ausnahme  des  ersten,  sich  wie  oben  fort- 
CDtwickeltJ,  also: 

(p,  9)  = («,  n)  + »(o,  « — 1)+»,  («— 1,  «— l)  + (»+l),(«-l,  n — 2)  - 

+ (‘  + l)»  1"~1>  « — 3)+  . . . +(«  — 1.  n — 1). 
Die  Glieder  - nach  dem  Tierten  werden  weiter  entwickelt.  Es  kommt  fftr  die- 
lelben : 

(s  + l).  («— 2,  lt-2)+(»+2),  (fr— 2,  «r-3)+(i+2),(«  — 2,  n-4)+  . . ., 

also  wenn  man  so  fortfUirt,  schliesslich: 

(Pi  9)  = («.  nr)  + »i(".  n— l)-fs,(a  — 1,  n- l)-(-(s  + 1),  (o  — 1,  ir— 2) 

+ (s+l),(n— 2,  n — 2)+{s+2),  («— 2,  o— 3)-t-(s+ 2),  (n— 3,  n— 3) 

+ . . , +(«-1-1-1,  o-s). 

Wir  berücksichtigen  non  die  Gleichungen: 

(m-fl,  m)  = l(i»,  m), 

und : 


Dann  ergibt  sich; 


« +4 « 

l-f  t * I 


2n-t+l 
"•  2(t-|-l)  • 


1)  (p.  9)=("1  “) +*2":^  (“~1>  “-!)  + (“^2,  0-2)  , . 

(g  i O* 

+ — 2.6* — 3)+  • • • +»(«—»  + 1,  «— i+l)  + }(“~»'  «— »)i 

wo  in  setsen  ist: 


s 


_^_9 
~ 2 ’ 


Ist  aber  p — 9 ungrade,  so  setzen  wir: 

p-s=  9+t-f-l, 

also; 


,_P-9-l  


and  man  erhält  zunächst; 

(p,  9)  = («-t-l,  o)-l-s(o+l,  o— l)+s,  (o -i- 1,  0—2)+  . 

+s(o+l, 


«-»+!)+ («,  «-»)• 
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Die  Glieder  mit  Aoenahme  des  ersten  sind  wieder  umsuformea.  Man  erhalt: 

»{«.  n)+(«+l)»(''i  «-!)+(»+ “-2)+(‘ + 1).  («,  n-3)+  . . . 

+(<».  «— »)• 

Die  Qlieder  mit  Ausnahme  der  beiden  ersten  geben: 

(*+l)s(“-l.  1)+(»+2).  (n— 1,  «— 2)+  • . . ff—*), 

und  wieder  mit  Ausschluss  der  beiden  ersten  Qlieder:  . 

(»+2).(a-2,  n-2)+(sH-3).{«-2,  n-3)V 

also  icbliesslicb ; 

(p,  y)  = (<t  + l,  n)  + s(«,  n)  + (»  + l),  (n,  «— l)  + (i  + 1),  n-I) 

+ (»+2).  («-l,  ff-2)+  . . . „_s  + l)+(„_,  + l, 

also  mit  Berücksichtigung  der  obigen  Werthe  von : ' * 

(m+ 1,  m),  , 


1»)  0-.  ?)  = ^^  (ff.  ff)  + 


(.  + l),(2s+l) 


2-3 


(<r-l,  «-ly 


+H““*.  «-*)• 


Es  ist  in  diese  Formeln  1)  und  In)  schliesslich  sn  setaen:  . 

d"-“  o(F  + 9-«o+*m)  ,(o-  «) 

<«-«,n-«)  = 2 ? 1 . 

also  das  erste  Glied  der  Entwickelung.  Also  besäglich: 


tu  (^t^) 


(n,  n)  = 2 


/'  + 9 


T *ry.^ 


und : 


djc 

F+T-'  + 

d - ^ 

— U dx  f 


2»  + l /,  . _ P-H 

-3-  (ff.  ff)  - -y- 


P+9-1 


dx 


Der  Differensialquoticni  dieses  Gliedes  ist  jedehfalls  von  niedrigerer  Ordnung  ab 
fl,  da  ist.  Die  Binome,  aus  denen  sich  tf*  susammenseUt,  tragen  also 

d"  *(") 

snr  Bildung  von nichts  bei.  Der  Ausdruck  A besteht  also  nur  ans 

. M fl 

dz 

dem  in  dem  letsten  Gliede  von  Formel  II)  enthaltenen  Theile  und  so- 


mit ist: 


A =a 


d<« 


Hieran  ist  ein  xweiter  Satz  zu  knöpfen. 

Wenn  unter  V.(*)  in  I)  gegebene  Function  von  z,  z und  den  Differeazial- 
qnotienten  von  z Torzlanden  wird,  anderer  Werth  dieser  Function  ist, 

worin  inan  t mit  u rerunscht,  so  ist  der  Ansdmek  n ^(t)— zV'(*)  vollstln- 
diger  Differensialqnotient,  was  auch  < nnd  « seien.  — In  der  Tbnt  besteht  die- 
ter  Anidmek  ans  Binomen  von  der  Form : 


III) 
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1 <irP 


f 


- dP- 


dJ‘- 


WO  gesetzt  worden  ist: 

V =P  A <JP) 

s *>  ' 

wie  leicht  zu  zeigen  ist,  wenn  m«n  von  der  bekannten  Formel : 

dP  A z^'P'^ 

u—P-^={-l)P[A  J-P)-p±(A 

^ P dx'-  P 


auti^ht,  wumit  daun  unter  Satz  bewieien  ist.  — Wir  wollen  aber  jeut  ■eixao; 
i = u z,,  dann  ist:  . ' 

i'  = uz,'+«'z,,  »"  = «z,"  + 2o'z,'+u"z' 


z*P^  = «z,^^+p,  m'z,^ 
dann  iat  V ^ eine  lineard  Function  von  z,,  z,',, 

cient  von  z darin  t- 


+ . . . 

, . und  zwar  ist  der  Coeffi* 


IV) 


1 -2  ...  r. 1-2 


[P0>-1)  . . . (j,-r-,+Y)u^'>  Jp 


-p(p-l)  . . . (p—r+l)p(jf—l)  . . . (p—t+l)u^P  u^P 
ein  Ausdruck,  der  sich  nicht  ändert,  wenn  man  r und  $ vertauscht.  In  den  Wer- 
ihen  von  U,,  V,  ...  V sind  also  die  Cocfficienten  des  a len  Gliedes  von  U 

und  des  rten  Gliedes  von  identisch,  nnd  hierans  folgt  leicht,  dass  man  diese 
Ausdrücke  betrachten  kann  als  die  partiellen  Diffcrenzialqnotienten  einer  homo- 


Wenn  man  nun  die  Ansdrfleko  U,,  tf,  . z . f/^  bezüglich  mit  Sj,  f,',  s,"-. 
nnltiplicirt  nnd  addirt,  so  kommt : 


-t'SZ,'^ 


(Ph-A 


-V 


oder : 


-p,u^-'h/+  . . . 


V)  ’ y - ^*pL(p) 

P 2 I j^p  I 

Wenn  man  hierin  z mit  uz,  vertanscht,  und  die  Ableitnngen  beredinet,  hat  man 
den  schlicssliohen  Wcjrth  von  /. 
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Die  Binome,  aus  denen  u i/i  (s)—z  ^(u)  besteht,  drücken  sich  demnach  aas 
den  Differenzialquoticnten  der  Functionen  jr,,  jf,  . . . ans;  setzt  man  also  : 


/=/.+/.+  • . • +/„. 


so  ist  y ebenfalls  eine  homogene  Function  zweiter  Ordnung  von  , s,'  ..  . 
z,^^\  und  man  hat: 


VI) 


(z , 

dx 


— rf 


cU"-'  I 


Da  übrigens  das  Glied  keinen  höheren  DiCferenzialquuticntcn  als  z,^^^  enthält, 
so  ist  der  Ausdruck  (Z|^^)'  nur  in  y^  enthalten,  sein  Coefficicnt  also  wird  sein 


— u*,  also : 


<>•/ 

(dzW)« 


= - A u«. 


M<Vge  endlich  y ein  Werth  sein,  welcher  die  Differenzialgleichnng  \4>(u)r:0  er- 
füllt, so  ist,  wenn  man  VI)  intcgrirt: 

VII) 

wo  eine  Function  */''(*,')  — • gestellt,  welche  die  oben  aufgc- 

ox 

stellte  Bedingung  erfüllt,  dass  sie  auf  die  Form: 


j" M ./.(i)<ir= -r/.,(z,'). 

• gest 


■ ■ ■ 


dr" 


gebracht  werden  kann,  wo  ßj,  fi,  . . . Functionen  von  x,  u,  u'  . . . sind, 

die  man  ganz  wie  oben  berechnen  kann.  Auch  ist: 

B = = ^ 

" (dz,W)>  " 

Das  Gesagte  ist  jetzt  ünf  nnscre  Aufgabe  anzuwenden. 

Sei  V wieder  der  zu  untersuchende  Ausdruck.  Wenn  man  den  darin  enthal- 
tenen Grössen  x,  < den  Zuwachs  dx,  dt  gibt,  so  wird  nach  dem  Taylor'schen 
Satze  sich  U verwandeln  in  : 


L’-\-  . . 

wo  (W  der  Zuwachs  von  d*  V der  von  JU  ist,  welche  entstehen,  wenn  man 
X und  t um  dx,  d<  vermehrt.  Da  nun  im  Falle  des  Maximum  und  Minimum 
dl/  verschwindet,  so  ist  dann  j d*  t'-|-  . . . der  ganze  Zuwachs,  und  dieser  muss, 
damit  ein  Maximum  oder  Minimum  überhaupt  stattfindet,  für  jenen  unendlicli  klei- 
nen Zuwachs  dx  dasselbe  Zeichen  haben,  und  zwar  im  Falle  des  Maximum  das 
negative,  im  Falle  des  Minimum  das  positive.  Nun  lässt  sich  dx  so  klein  neh- 
men, dass  das  Zeichen  von  d*  das  des  ganten  Zuwachses  bestimmt,  und  auf 
diesen  Ausdruck  kommt  es  daher  an.  Die  bisher  aufgestelltcn  Criterien  sind, 
wie  man  sicht,  denen  der  gewöhnlichen  Maxima  und  Minima  voilkommen  analog. 
So  wie  di^  besteht  auch  d*  C aus  einem  entwickelten,  nur  von  den  Grenzwerthen 
abhängigen,  und  einem  Tbcilc  unter  dem  Integralzeichen,  welcher  letztere  allein 
zu  betrachten  ist,  wenn  die  Grenzen  constant  sind.  — Auf  die  Betrachtung  dieses 
Theilcs  aber  kann  man  sich,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  in  jedem  Falle  allein 
beschränken.  Da  nämlich  d*  1/  sein  Zeichen  für  keinen  Zuwachs  dx  ändern  soll, 
so  wird  dies  auch  nicht  für  solchen  geschehen,  wo  die  Grenzen  der  Integration 
unverändert  bleiben.  Man  kann  also  zunächst  den  entwickelten  Theil  verschwin- 
den lassen.  Auch  kann  man  dann  dt  = 0 setzen,  da,  wie  schon  oben  angeführt, 
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ein  in  ronstantcn  Grensen  enthaltenes  Integral  ja  nicht  von  den  Zwischenwerthen 
der  anabhängigeu  Variablen  abhängt,  vorausgesetzt,  dass  diese  reell  und  conti- 
ninrlich  bleiben.  — Was  nun  die  Veränderung  der  Grenzen  anbetrifft,  su  gibt  die 
Bedingung,  dass  der  nicht  entwickelte  Theil  der  ersten  Variation  verschwindet, 
Oleichnngcn , welche  x und  U selbst  als  Functionen  der  Grenzwerthe  t nnd 
and  gewisse  Integra^ionsconstanten  c,  c,  ...  ergeben.  Mau  hat  also: 

*=/'(<-  C,  C,  ■ . •),  J.=Ai  <•.  «•,),  V = <!  (/,  l„  c,  c,  . . .). 


Lässt  man  nun  die  Grenzen  l und  nach  irgend  einem  Gesetze  sich  ändern,  so 
erhält  man  durch  dies  Gesetz  Bedingungen  zwischen  x und  f,  z.  B.  w'cnn  eine 
Grenze  durch  eine  Curve  gebildet  wird  i deren  Gleichung  x=r  , so  bat  malt 
die  Bedingung  /■(/,  c,  Cj  . . .)  = v(<)  Es  werden  also  / und  /,  durch  die  Con- 
stauten  c,  . . . ausgedrückr,  so  dass  U nur  diese  cmbä}t.  Damit  nun  U ein 
Maximnni  oder  Minimum  ist,  müssen  diese  CuHstanten  c . . . noch  gewisse,  in 
der  Theorie  gewöhnlicher  Maxima  oder  Minima  gegebene  Bedingungen  criUlleo, 
und  dieser  Theil  der  Aufgabe  kann  also  aus  dcu  Anwendungen  der  Variations- 
rechnung ganz  eliminirt  werden.  Wenn  wir  Jetzt  in  Abschnitt  2)  Formel  6)  den 
mit  (f/  multiplicirten  Theil  und  den  entwickelten  Theil  verBchwinden  lassen  , wie 
es  nach  dem  eben  Gesagten  gerechtfertigt  ist,  so  kommt : 


iL 


dt. 


Setien  wir  = P,  so  ist : 

dir  dt 


if>  (/= j JPdx  dt. 

Kimmt  man  noch  anf  die  Gleichungen  5)  des  Ahschnitts  2)  Bflcksicht,  so  ist: 
dx  dt\dxj^dt'\dxj^  ■■■ 


Man  hat  also : 

Kon  setzen  wir : 
Es  ist  dann : 

Hieraus  folgt: 


öT-  diÄr~  + 

s s 's 


(Tx  = z. 


dx 


' dt‘ 


Af 

it  T-  = o z+0  z'+a  z"+  . . . +a  z 

dx  0,  0 0,  1 0,  3 B,  « 

df 

cf  T— = fl  s+a  z'+tt  • • ■ +<»  * 

dx,  1, 0 7 »,  1 • 1,« 

wo  zu  setzen  ist; 


(") 

♦ 

(») 


ö-  = 


d»/- 


dx«dx« 


Nimmt  man  also : 
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a‘’+"o,i“'+''o.2  = ^"+  • 

+ 1 +'‘i,  1 • 

+ 

so  ist  offenbar; 


H 


also : 


dl  dO 

ein  Aaidruck,  dem  man  die  Form  geben  kadn : 


A- 


dr 


dt 


d^A  jW 


+ • ' i ■ 


dr 


ganx  wie  oben  gezeigt  ist,  und  wir  haben ; 

tf*  V :=J  t V'W 

V'(s)  ist  eine  Fanction  von  f,  & und  den  Djfferenzialquotientcn  von  z nach  t. 
denn  x ist  mittels  der  Integrale  der  Gleichung  P^O  eiiminirt.  Die  Differenzial* 
glcichung : 

dP=^.{z)-0 

hat  min  ein  uns  schon  bekanntes  Integra],  denn  cs  muss  gleichzeitig  P^O  und 
dPz:0  sein,  d.  h.  in  P wird  x ein  Zuwachs  dx  gegeben,  so  dass  P{x)  and 
P (x-i-dx)  beide  gleich  Null  sind.  Es  muss  dann  offenbar  xA~dx  denselben  Acs- 
druck  als  x haben,  abgesehen  von  den  Constanten,  was  nur  möglich  ist,  wenn 
man  in  dem  Werthe  von  x,  welchen  das  Integral  der  Gleichung  Px:0  gibt,  di« 
Constanten  variiren  lässt.  Ist  also: 


X-F(l,  c„  c,  . . . 

das  Integral  der  Gleichung  /*  = 0,  so  ist  das  der  Glcidiung  JPxO: 
ü F d F ^ dF  ^ 

oc.  * de.  * de.  •» 


oder  wenn  man  dx=:u,  dc^  “ ® j setzt: 


3) 


AF 

« = --  n, 

oc. 


A F 


AF 


■ ■ ■ +Ac^ 


in 


Setzen  wir  nun  z = wzj,  so  ist,  wie  oben  gezeigt; 
S)  j ..  . i 


Da  an  den  Grenzen  z und  seine  Diffcrenzialquotiontcn  verschwinden,  so  ist  «s 
mit  Z|  ebenso,  aber: 

^=f  / ' t,  V'i(‘i')+y' 

aUo  : 


Digilized  by  Google 


Variationsrechnung. 


143 


Variationsrechnung. 


Dies  Integral  wird  ähnlich  umgerurmt.  Zu  dem  Ende  brancht  man  ein  Integral 
der  Gleichung  g ,(s/)  = 0.  Jedem  Werthe  von  i aber,  der  d>(l)  verschwinden 
lässt,  entspricht  wegen  : = u:,  und  Gleichung  3)  ein  Werth  i,,  der  con- 

stant  macht,  und  derselbe  wird  nach  3)  erhalten,  wenn  man  in ; 


4) 


äF 

^+^*s  + 


WO  b^^  . . . ein  neues  System  von  Constanten  ist«  u = tir|  setzt.  Es  entspricht 

hierin  r der  Grosse  2.  also  r/  der  Grösse  2/.  Setzt  mau  aWo  in  der  That 
für  »/,  so  wird  (2/)  = rpnsl. , und  durch  theilweisc  Beblimmung  der  ConsUn- 

ten  &|  . . . kann  man  (2/)  = 0 machen « wie  hier  geschehen  soll.  Setzt 
man  dann : 


so  ist  wieder: 


t,W 

n 


dt" 


and  wie  oben  erh&lt  man: 


= -V'.  (2."h 


Kon  ist  eben  so  wie  oben  zu  setzen; 

dF  öF 

t'Ä~‘^S+  • 

de,  de. 


dF 

+dT 


und  die  c werden  so  bestimmt,  dass  (z,")  = 0 wild.  Dann  hat  man  durch  eine 
Transformation ; 


also  schliesalich : 


d>U=f  z.'"  Vf.  (z, "')</(  . . •, 
d^U=f  z^«v,„(sj"))d.,  ■ 


and  es  ist  bei  allen  diesen  Rechnungen  keine  neue  Integration  zu  machen,  sondern 
nur  auf  das  Integral  der  Gleichung  f' =0  zurückzukommen. 

Da  übrigens  bei  jeder  Wiedorholung  des  Verfahrens  die  Ordnung  der  Aus- 
drücke V't  V'i»  V'i  ...  um  Eins  f&lll,  so  ist  1/»  {2^"^)  = (>  ^ Auch  war: 
d*/* 

A ^ ^ C = B rr/«  . . 

n dar  *’  n w * « n * * 

A 

wie  oben  gezeigt  wurde,  also  : 

?n  = L.. 

d.  h.  schliesslich : 


d'  f 


Wir  wollen  die  Substitutionen,  die  zu  diesem  Ausdrucke  Hihrcn , nochmals  fest- 
stellen. 

Aus  dem  Integral  der  Gleichung  P=0,  welches  die  Form  hat: 
ar  = i*'((,  c,, 
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findet  rnnn  die  n Ausdrficke ; 

oF 


nnd  setzt; 


dF 


dF  , dF  , , 
r = — 4,+  , . 


de,  ■ ' de. 
dF  dF 


dF 

■ ■ +dT  "n’ 

n 

dF  ^ 

■ • +dT  *«’ 


• • + 


dF 


r = i»rj , w = uif , . . 

Wi'  = r/n-,  . 


de  rt’ 
n 

Z = MZ|, 


Hieraas  werden  die  Werihe  ir,"  . . . berechnet.  Die  Conatanten  <i,  i,  e 

sind  nicht  ganz  willkürlich,  sie  erfüllen  nämlich  die  Bedingungen: 

V-, (<'.')  = <>.  V'.  («i')=0.  V'.(“-i')  = 0 . . ., 

wo  cQ  setzen  ist: 

J' «,t.(z)d(=-^(,,  (z,'),  y'r,  = (t,")  • • . 

Nur  der  Factor  z enthalt  die  Variation  Jx,  und  zwar  ist  er  eine  lineare 

Function  von  z , a',  z"  ...  z'-  , was  man  erkennt,  wenn  man  z/,  z,"  . . ■ 
in  z ausdrttckt,  n&mlich : 

d-  diil 

Heese  gibt  noch  dem  Producte  ur/ir,"  . . . die  Determinantenform. 

Diese  bernht  auf  dem  Satze: 

Sind  a,  h,  c . . . «+1  Functionen  von  einer  Variablen  t,  a',  o"  . . . 4', 
h"  , . , die  Differenzialqnotientcn,  k eine  Fnnction  von  I,  so  ist; 


ka,  (ka)’  . . . .(ka)^’'\ 

o,  o'  . . . 

k6,  (k6)'  . . . (U)W, 

i,  y . . . 6^") 

. ' . 

denn  wenn  man  links  die  DifTcrenzialqnotienten  entwickelt,  nnd,  wie  dies  js  ge- 
schehen kann,  ohne  die  Determinante  zu  andern,  von  jeder  Colonnc  Glieder  sk- 
zieht,  die  den  Gliedern  einer  andern  Colonne  proportional  sind,  so  kommt  mau  auf 
den  Ansdruck  rechts. 

Sei  nun: 

a(") 


D = 


W,  W . . . 

, («) 

r,  e . . . tt'  ' 


»,  t . . . s 


(«) 
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md  letxen  wir; 
■0  kommt: 


u = u,  e = ue,,  ic  = u«'. 


0+1 
— tl  • 


D=u 


. X = wx,, 

(")| 


W 


(«) 


Setxt  man  hierin  dann  fttr  iTj'  , . , Ij'  bezfiglich 
■0  kommt: 


ß = *"+*o/») 


(») 


tlio  schlieulich: 


. . . zJ-\ 

alio  wenn  gesetzt  wird: 


A = 


«,  u' 


V,  V . . . « 


IC,  w ...  IC 


,(«-0 

(»->) 

(H-0 


wo  A also  die  Unterdetenninante  von  D ist,  so  kommt: 
also : 


. . n ,n— 1 «n— > 

A = w w," 


D : „ 


. t 


(») 


worans  sich  ergibt : 

«)  «f*  (!)’*• 


bU 


Der  Nenner  A enthalt  z,  z'  . . . gar  nicht.  Sei  noch:  D = — ^-r,  so  hat  man : 

P dzW 

^ D.z  + fl,z'+0,s"+  ... 

A = 0„.  und:  -=: 

n 

Ans  dem  Ansdmek  5)  oder  6)  ergibt  sich  alles  NCthige. 

Erste  Bedingung  ist,  dass  ^ ^ nnd  — continnirlich  sind , für  alle  Werthe 

n’  ^ 

zwischen  den  Grenzen  der  Integration.  Die  Constanten  a„  a,  ...  i,,  ..  . 

10 
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immer  posi- 


müssen  sich  also  gemäss  den  Bedingungen  so  bestimmen  lassen,  dass  Ä niebt 
Null  wird,  für  irgend  einen  Werth  I swischen  l und  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  braucht  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  stattzutinden.  Ist  diese  Bc- 

tiv,  und  es  findet  also  ein  Maximum  oder  Minimum  oder  keins  von  beiden  sutt, 
je  nachdem  t ~ •“  den  Grenzen  fg  und  I immer  negatives,  oder  immer  poiiti- 

vea  Zeichen  bat,  oder  sein  Zeichen  wechselt.  Keins  von  beiden  aber  Badet  auch 

()>/■ 

dann  statt,  wenn  für  jeden  Werth  innerhalb  der  Grenzen  ^ — j gleich  Null  wird. 

n 

also  die  Gleichung  <!P  = 0 crlüllt  ist.  In  diesem  Falle  sahen  wir  nun,  dass  maa 
haben  muss : 


„ ÖF  , r)F 
» = <f-r  = x—  «i  + v — «,+ 
dp,  oc,  * 


2n 


in’ 


t aber  kann  eine  beliebige  Function  von  I sein,  vorausgesetzt,  dass  an  den  Grea- 
dz  d‘‘  a dT 


**“  *’  dt’  dn 


dt" 


verschwinden.  Lassen  sich  also  die  Constanten  a,, 


o,  so  bestimmen,  dass  an  beiden  Grenzen ; 


d (fx 

~dT 


d*dx 

dl' 


'd» 


= 0 


dt" 


ist,  so  findet  weder  Maximum  noch  Minimum  statt,  die  Untcrsuchürtg  braucht  dann 
also  nicht  weiter  geführt  zu  werden. 

Wir  machen  jetzt  Anwendung  auf  die  cinfaehsten  Fälie.  Enthält  f nur  f 
und  X,  so  ist : 


d'U 


ftLf 

~J  dx' 


dx'  dt. 


Das  Maximum  oder  Minimum  ist  also  lediglich  an  die  Bedingung  geknüpft,  dasi 
d>  f 

contiunirlich  und  bezüglich  immer  negativ  oder  positiv  sein  muss.  — Enthalte 
f noch  und  sei  das  Integral  von  dP=0: 


* = C„  c,). 


Wir  setzen: 


de, 


— 

de. 


ao  ist  znnäcbst  Bedingung,  dass  überhaupt  Maximum  oder  Minimum  stattünde,  dut 
die  Gleichung: 

o,  r, +o,  r, t^O,  oder:  — = m, 

'"t 

wo  m eine  willkürliche  Coustantc  ist,  weder  zugleich  an  'beiden  Grenzen  stattüa- 
den  kann,  noch  für  zwei  willkürliche  Werthe  von  t,  innerhalb  dieser  Grenzen  I, 
und  t, , denn  auch  in  diesem  Falle  wäre  ja  zwischen  I,  und  kein  Maximem 
und  Minimum  des  Integrals,  also  auch  für  den  ganzen  Kaum,  auf  welchen  sich 
das  Integral  erstreckt,  kein  solches  vorhanden.  Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  se 
setzt  man: 


wo  sich  dann  ergibt : 


z = tfx,  it  = Ojr,  + a,r„ 


J dx,*  u* 
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a und  a,  mfiaien  also  solche  Werthe  erhalten  kOmen,  dass  u nicht  gleich  Nnll 
wird,  d.  h.  dass  die  Gleicimng  — = m für  keinen  Werth  von  < in  den  Grenien 
der  Integration  erfüllt  wird.  Dies  ist  immer  der  Fall,  wenn  es  irgend  einen  Werth 
gibt,  den  — innerhalb  der  Grenzen  nicht  annimmt,  da  man  m diesen  Werth  er- 

theilen  kann.  Es  darf  also  innerhalb  der  Grenzen  nicht  von  ~oo  bis  +oo 

gehen.  ~ Dieser  Bedingung  kann  noch  ein  anderer  Ausdruck  gegeben  werden. 

und  r,  sind  ebenso  wie  Specialwerthe  von  = welche  (fFctQ 

machen.  Diese  Gleichung  aber  bat  die  Form: 


A^t  ~ =0, 


es  ist  also  identisch: 


A,r, _0,  .l„r, -ü, 


somit,  wenn  man  A„  eliminirt,  und  integrirt: 

"r  c 

vl.(r.r/-r,0  = C, 

r.  d*/ 

Der  Differenxlalquotient  von  ^ ändert  also  sein  Zeichen  nnr  mit 

r 

Also  — wird  immer  wachsen  oder  immer  abnehmen,  wenn  t — - dasselbe  nicht 
r,  dx^* 

indert.  Im  erstem  Falle  wird  — , wenn  cs  den  Werth  +co  erreicht  bat,  noch 

-CO  überspringen,  um  wieder  besUlndig  su  wachsen,  im  zweiten  Falle  findet  der 

Sprang  von  — oo  noch  +od  statt.  — kann  also  nur  aut  einen  früheren  Werth 

*"1 

znrfickkommen , wenn  cs  olle  Werthe  von  — oo  bis  -f-co  darchlanfon  hat.  Die 
beiden  Beschränkangen  für  — , dass  die  zweite  Variation  weder  Nnll  noch  unend- 
lieh  «'erden  darf,  bilden  somit  eine  cinaige.  Diese  ist,  dass  man  die  obere  Grense 
nicht  von  det  untern  gegebenen  I,  soweit  entferaon  darf,  dass  — , nachdem  et 

**  t 

durch  Unendlich  gegangen,  auf  seinen  früheren  Werth  zarückkommt.  Ist  diese 

Bedingung  cribllt,  so  muss  . . beständig  negativ  oder  positiv  sein,  damit  ein 

d*,  * 

Maximum  oder  Minimum  stattfinde. 

Wir  wollen  jetzt  den  allgemeineren  Fall  betrachten,  wo  die  Aufgabe  gewissen 
Bedingungen  unterliegt,  und  uns  dabei  der  Gleichungen  des  Abschnitts  4)  bedienen. 

Wenn  man,  wie  es  gestattet  ist,  den  entwickelten  Theil  nicht  berücksichtigt 
und  <ff  = 0 setzt,  so  hat  man  für  ein  beliebiges  Integral  S.  nach  Abschnitt  4). 
Gleichung  1): 


und  es  finden  Bedingungen  statt  von  der  Form; 


Bilden  wir  jetzt  die  zweite  Variation,  indem  wir  setzen ; 

<f»r  = V <^/“r  = V 

so  kommt: 
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_r=mf  = mf^,  dal 

= / ^ — 5 — S t + r S U — i — d/, 

j r=l  t=l  ‘ * J 

and  die  Variation  der  ^edingungsgleichungcn  gibt: 

* 1=  I 'J 


Der  EinXaehheit  wegen  setxen  wir: 

^ _ j ^ 

r,  r,  •’  *'r,  f’ 

ao  dass  man  hat: 


d*ff 

=c 


Die  a,  i und  e sind  Functionen  von  I,  die  sich  nach  Integration  der  Gleichnn- 
gen  bestimmen  lassen,  welche  das  Verschwinden  der  ersten  Variation  gibt. 

Der  Ausdruck  unter  dem  Intcgralxcichcn  : 


I ^ da  I 

S {a  z z +b  Z u —S  z TJ 

r,  . I r * r , ^ r j,  j 


soll  nun  mit  Hülle  der  Bedingungsgleichungen : 

in  einen  andern  omgeformt  werden,  welcher  aus  einer  homogenen  Function  zweiter 
Ordnung  von  n Variablen  r,,  r,  . . . besteht,  die  nur  von  I abhängig  sind, 

nnd  wo  die  Coefficienten  selbst  nur  / enthalten.  Wir  setzen  zu  dem  Ende: 

7T= -- dr- +"-• -dT  = - - -dt  - ^ r V.+'r,  . V.)- 
Bei  der  Integration  wird  aus  dem  ersteu  Glicdc  sich  ergeben: 

l'  -MV.) 

•o  ' 

Dies  verschwindet,  da  an  den  Grenzen  gleich  Null  ist.  Man  bat  also  nnr  zu 
nntersnehen  den  Ausdruck : 

8)  JT  (rt  2 z — c w « ).  * 

r,  * ’ * 

Diesen  Anedmck  wollen  wir  gleich  setzen  mit : 

9)  — Z c (w  4*-  fr  , J.)  («  4"-^  « L »z)t  N ' 

' ^ ^ r,  i ' r ' ^ r,  A V ' s ^ s,  * 4'  . 

wo  die  tt  Functionen  von  / sind,  die  wir  bestimmen  werden,  und  die  Summen  sich 
anf  alle  Werthe  von  A und  k von  1 bis  «n  erstrecken.  Durch  Zerlegung  des 
letzteren  Ausdruckes  erhäl^  man: 

— Z c M M — Z c n . i,u  — Z 

r,  i r s r r, s r,  A A f , r.s  s,k  k r 

r,  f ’ r^s^h  * ’ . r,s,  A * ’ 

— Z C « , ff  L i A s t.s 
r,.,h,k  '■’*  *-*  * * 

oder  wenn  mau  im  dritten  Gliede  k für  F setzt  nnd  r mit  t Vertauscht: 


— S e u u —2  S 

r,  , * 


c u , s.a  — .2  c OiOiCi  z«. 
I r,  s r,  h h $ , , r,  t r,  h s,  k h k 

r,i,h  ’ ’ r,t,h,k  ' ’ ’ 


Für  das  zweite  Glied  lässt  sich  nun  schreiben,  wenn  wir  Gleichung  7)  berück- 
sichtigen : 
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I di  \ 

Sc  n)  = 2 2'  ir  .i.(Sb 

, ’ r.*l  ’•-*  dij 


Die  l>i8  jetzt  beliebigen  a unterwerfen  wir  uun  der  Bedingung,  das»^ 

r,  » A,  r 

sein  soll.  Dann  ist  der  zuletzt  geschriebene  Ansdruck  gleich : 

(,  dz  </*.] 

2 2 (b  tt  . z.t  )->r  2 a .^A  _4-s  —1=2  2 Ib  a . t.  i ) 
r.A,.  r,A  dl  ^ r j r,  A, , *-  *• 

,‘'K.A*A*r)  . . . ‘'(“r.A) 

^ ■ . ■ ““  -«S  •»  8 


r,  h dl 

Du  vorletzte  Glied  bleibt  zuaser  Acht,  da  ea  bei  der  Integration: 


dl 


2 a 
r,  A 


z.  ».  = 0 


r,  A ‘A  *r 


gibt.  Snbatitnirt  man  nnn  in  Anadruck  9),  ao  kommt  statt  dessen: 

d c 


10) 


- 2 c_ 


+2  2 b 


r,  I r s 


a , z-  i — 2 Zi  z 
r r,  h h t ihr 


r,  A 


dl 


c o L o . z.  a.. 
r,  a r,  A s,  k A k 


r,  j ■ ’ ' " A,  s 

-2 
r,j,  A,A 

Dieser  Anadruck  ist  dem  in  8)  zu  idcntificiren.  Setzt  man  also  in  beiden  die 
mit  z^  z^  mnitiplicirten  Glieder  gleich,  indem  man  in  den  einzelnen  Summen  den 

: entapreebende  Indices  gibt , also  demgcmilss  Vertauschungen  der  Indicu  vor- 
nimmt, nachdem  man  jedoch: 

2 JT  b a , i,  z — 2 (b  « , z,  i +b,  a Z.  Z ) 
r,h,t  *>*^  '^>*  * * *■' * * a^  A,r  r,  t A $> . 


geschrieben,  so  kommt: 
d tt 

11) 


““r,a+jj'(^,  A \,h~K,h’'i,  h^~^^‘h,k"r,k  \ A‘ 

Diese  Gleicbnng  Ändert  sich  nicht,  wenn  man  r mit  a vertanacht,  nnd  somit  ge- 
rn (ffl-l-l) 

nügt  sie  der  Bedingnng  o =o  . Sie  stellt  ferner  ein  Syatam  von s 

Tf  • tj  1 a 

DlfiTereozialglBichangen  vor,  welche  hinreicheu,  um  die  Functionen  n 

a 

za  bestimmen.  Nachdem  dies  geschehen,  bat  man  dann  die  zweite  Variation  in 
der  Tbat  auf  die  form,  welche  9)  gibt,  nämlich : 

12) 

gebracht,  wo : 


d*S=-f  2 ,t>^  r,^dl, 

'f  r,i  ' 


I)  =»  +2  a_  , a. 
r r ' ^ r,  A A 

iat.  Da  nnn  die  Summe  nnter  dem  Integralzeichen  sich  jedenfalls  in  ein  Aggregat 
von  m Quadraten,  mit  gewissen  Coeffidenten  mnltiplicirt,  zerlegen  lasst  (ver- 
gleiche den  Artikel:.  Quadrat),  so  kann  dieser  Ausdruck  ähnlich  wie  in  dem  Ja- 
kobi'schen  Falle  discutirt  werden,  nnd  namentlich  müssen  die  Coeffidenten  der 
Quadrate  alle  negativ  oder  positiv  sein,  je  nachdem  ein  Maximum  oder  Minimum 
stattfindet.  Der  Ausdruck  11)  ist  derselbe,  ult  der,  welchen  Klebscb  (Grelle, 
Bd.  55  und  56^  gibt.  Da,  um  ihn  zu  finden,  jedoch  die  Anflöznng  neuer  Diffe- 
renzialgleichungen nOtbig  ist , so  ist  uusereZ  Erachtens  derselbe  nicht  als 
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eine  Erweiterung  des  Jakobi*6chen  Verfahrens  aufzufassen.  Das  Letatere  wurde 
verlangen,  dass  festgcstclU  wird,  welche  Erleichterung  beim  Integrircn  dadurch 
erlangt  wird,  dass  man  die  Integrale  der  Gleichungen,  welche  durch  das  Verschwin- 
den der  ersten  Variation  entstehen  , bereits  kennt.  Klebseh  kommt  auf  die  For- 
mel 11)  allerdings  durch  ein  AnknOpfen  nii  diese  Gleichungen  Die  hier  gegebene 
Entwickelung  ist  nichts  als  eine  allgemeinere  Ausführung  des  Legcndrc*Schen  Ver- 
fahrens, da  die  von  demselben  gemachten  Schlüsse  vollst&ndig  Tür  den  allgemei- 
nen Fall  Busrcichcn.  Die  wahre  Verallgemeiiiemng  des  Jakobi’schen  ist  wohl 
noch  als  unerledigt  zu  betrachten. 


6)  Variation  mehrfacher  Integrale. 

Die  Frinsipien,  welche  bei  der  Variation  einfacher  Integrale  anseinandergesetzt 
sind,  reichen  auch  fUr  die  mehrfachen  aus.  Namentlich  das  in  Bezug  auf  die  Be- 
dingungsglcichungcn  und  auf  das  Eliminiren  der  Differensialquotienten  Gesagte 
findet  unveränderte  Anwendung.  Da  die  Bildung  der  Variation  aber  auf  theil- 
weisem  Integrircn  beruht,  so  ist  es  nüthig,  die  entsprechende  Formel  ffir  mehr- 
fache Integrale  zunächst  zu  geben.  Sei: 


f d%o  d9  du  . • . 


Die  Grenzen  rrg,  er,,  y^  sollen  Functionen  einer  Variable  t sein,  dir 

auch  in  f vorkommt,  und  et  ist  die  Grösse  t~  *ti  bestimmen. 

d I 

Geben' wir  den  Orenxen  des  nach  h yenommenen  Integrals  n„  und  n,  einen 
Zuwachs,  so  kommt; 


Dai  Snbstitutionszcichen  hat  die  obige  Bedentnng,  dass  nach  den  Integrationen 

iUr  « gesetxt  werden  soll  a,  nnd  o,,  also  Idr  — auch  und  und  die  DÜ- 

dt  dt  at 

fereni  beider  Werthe  zu  nehmen  ist.  Ebenso  erhält  man: 


‘‘  die  dv  du 


ff  f ' . f 

#/*i  pfi 

.ij. 


dv 

. fdw  du 


Dax  Substhntionszeichen  tritt  also  an  die  Stelle  eines  Inlegralteichens.  Nimmt 
man  noch  den  Zuwachs  von  S hinzu,  der  eich  durch  Integrircn  von  f ergibt,  so 
kommt : 
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S»i  nun  f—Q-if,  so  ist,  wenn  man  den  Ausdruck  I)  in  den  Grenzen  und  t, 
nochmals  nach  I integrirt ; 

..  äii 

O.A  • • • Prf, 

‘o  P*  Yt 

/*i  n?i  i'ti 

I I I dtr  dr  rfu 

ß.-f  r. 

-/*'*  r'  r^  r . . , '^d.doduät 

r r’' 

I,  ß„J  Y„ 

-r‘'  f"'  r\,d«^dud, 

/*l  ^"l  /»i*!  iVx  dto 

Diei  ist  die  Formel  fürs  theil weise  IntegrlrCD.  Sie  entspricht  gensa  der  bekAnn- 
ten  für  einfache  Integrale: 

Mi(  ihrer  Hülfe  wird  es  keine  Schwierigkeit  machen,  die  Variation  eines  mehr- 
fachen Integrals  an  bestimmen.  Wie  der  Ausdruck  auch  beschaffen  sei,  so  l&sst 
er  sich  surückfübren  auf  Integrale  von  der  Form : 


/ ' 


t f # f 

P n p n— 1 pi^  pi^ 

H,./,  f,j ..'‘•■•‘■’  - y- 

n fl— t •*  'i 

/M  fl  ■“  1 n t j *" 

/ . . . / f dt  dt  . . . d/  . 

, t./  , . J , ‘ p-\  p+\  n 

n n-l  '■ 

Hier  sind  ...  unabhängige,  x^,  abhängige  Variablen,  welche 

alle  in  f enthalten  sind.  Die  Grenzen  /|*,  1^',  • . . sind  so  beschaffen,  dass 

I *,  I ' Constanten,  alle  und  , deren  unterer  Index  kleiner  als  n ist,  Func- 

fl  fl 

tionen  von  sind,  ausserdem  slle  (*,  f',  deren  Index  kleiner  als  n— 1,  auch 
Functionen  von  *j,_  j sind  u.  s.  w.,  so  dass  li*,  Functionen  von  t,,  tj  , . . sind. 

Die  Variation  wird  ganz  wie  bei  einfachen  Integralen  gebildet.  Wir  wollen  z.  B. 
von  U und  V diejenigen  Theile  Alf  nnd  A bilden,  welche  nach  genommen 

sind.  Man  erbillt; 

Die  Integralzeichen  sind  dieselben  wie  in  (/. 


AV 


dt 


dl 


~Jf  ' ' f^r  ">+’ 

+//'•  • •/ • ' 

Ffir  den  letzten  Theil  aber  ergibt  sich  durch  theilwcises  Integriren,  da: 


dt 


dt. 
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/ 

J I • 


äJx 

ät  (fx  ) = — ; — d I 
p'  r'  dt^  P 

I ' t 


^ P+1  , P r P-' 

./  / ./(«./  I • 

» p+i  P P-> 

/ »,• 

t ' t ' t • t ' 

/"  r ^ I 

I • J t • ' I • t • 

n p p — 1 p—i 

/»•i* 

• • • / • 

I ' t • t ' t ' 

/n  p p—i  . p—.  p p—2 

I • ''  t * ^ l l • 


rf»  ,dl  , , 
p-l  p+l 


rfl  „ -P-~'  rf« 
P-»  dl  /> 
P 


dt 


dl 


p-t 


■p-3 


pU’ 

• • • J ^ 


dl  -J—Zdt  , 
P-*  dl  P-> 
P 


dl 


/"  p^i  df 

I . J 1,0  ’’ 

M ' » 


<</ 


Es  ist  hier  wie  io  dem  Folgenden  immer  das  Zeichen  </,  also  -7^  genommen, 

p 

wenn  dies  DiffereoKÜren  nach  derart  ausgefohrt  worden  soll,  dass  alle  abhän- 
gigen Variablen  x^y  X|  . . . X als  Fnneuonen  von  f betrachtet  werden,  d^egen 

t>r  " ^ 

geht  nur  auf  I selbst. 

dtp  p 

Soll  U nach  I variirt  werden,  so  braucht  man  in  den  Werthen  von  K für 
P 

X nur  zu  schreiben  l . Soll  V nach  I variirt  werden,  so  erhält  man: 

P P 


dx 


• • <"«• 

p ‘ p 

Ein  zweites  Glied  findet  nicht  statt,  da  dl  selbst  nicht  vorkommt.  Soll  V nach 

P 

1^  variirt  werden,  wo  g nicht  gleich  p ist,  so  schreibt  man  in  V statt  f den 
dx^^ 

Werth:  f und  verfahrt  wie  oben.  Nur  auf  Glieder  dieser  Art  ftlhrt  die  Bil- 
P 

düng  der  Variation. 

Wir  können  uns  jetzt  die  allgemeinste  Aufgabe  stellen. 

Es  ist  zu  variiren  der  Ausdruck: 


I ' 
n 
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wo  f die  nnabhaDgigen  Variablen  I,,  t,  ■ . . , die  abblngigcn  x,,  x,  . , . 

uad  beliebige  Differenxialquotienten  der  letzten  nach  den  ereteren  enthalt.  Diese 
Variablen  sind  noch  verbanden  dnreh  gewisse  Bedingungsgleichnngen  : 

1)  f,=o,  r,=o  . . . 

Zsnichst  lassen  sich  alle  Differenzialqnotienten  climiniren,  indem  man  in  5 and 
den  Gleichungen  1)  setzt. 

dXr 

2)  — =x,  oderr  4l  x —x,  ^dl  =0. 

’ dtp  (f,P)  • P f ('-.P)  P 

Die  Grossen  x^^  hommen  dann  za  den  Übrigen  x hinzu.  Wenn  wir  die  Aas- 
drücke  in  1)  mitFactoren  i„  X,  . . . und  die  Ausdrücke  in  2)  d/^x^— x^^ 
mit  andern  Factoreh  ^ multipliciren  und  unter  den  Integralzeichen  zum  Ar- 
gument von  S addiren,  wodurch  dasselbe  nicht  verändert  wird,  so  ist  der  zu  varii- 
rende  Ausdruck! 


«•»  pt,' 

=f,.  f i"'''' 


' -H  2 i dt  (x  ) dt,  ...  dt  dt  ....  dt  r 
r,p  '■’-P  P '■  p-l  p+1  nJ’ 


wo  zu  setzen  ist: 

4) 


Die  Variation  ist  zu  nehmen  nach  allen  L,  x.  X und  k,  die  mit  dX  und  <lk  mul- 
tiplicirten  Glieder  aber  fallen  Wegen  der  Gleichungen  1)  und  2)  ganz  wog.  itS 
zerfallt  dann  in  zwei  Thelle,  der  erste  ist  eine  Summe  von  n — 1 lachen  Integralen, 
der  letzte  ein  nfaches  Integral.  Wir  setzen: 

‘n  t ' ' ■ ' 

5)  JS  = A+  f"  . . . f'  S{B^dt^+.  Cfy)dt,  dt,  ..  .dt^,  ;• 

WO  A die  Summe  der  n — 1 fachen  Integrale  anzeigt.  Wir  erhalten,  wenn  wir  die 
obigen  Kegeln  anwenden: 

/ t ' t , ' l t ' t ’ 

int*  p 9-)-i  I / ? r 

’ \ « y-t-i  l q q—l 

•••./,.  V?  • • • %-l 

*i  t' 

t ' t ’ t ' 

/?/?-»  r 9-2 

t * i I •*'/  ® 

9 9-1  9-» 

/•'i' 

. . • / (v  k dx  ) dt,  dt,  ...  dt  — I dt 

J t ^ ’ r '■'9  f ‘ ’ 9-*  dt  9 

• I ' q 

t ’ t ' t • t ' 

-T  ’ r r 

./ 1 1 * ' t ‘j  t • " , 

9 9-1  9--  9-3 

«,  r q 


t ’ t ' t ' t ' 
• « r 9-1  / 9-*  r 9“3 


9 9-1  9-1  9-3 

r.«.' 
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n 1 r*i  i 'i’ 

./(• 


(«  <fi  + S k 

'■'fg  ^ r 


ä 1 1 

tx  ) -jr  dt, 
r’  dt  * 


di 


I) 


Für  q sind  alle  Werlhc  von  1 bis  n zu  sclzcn.  Der  Ausdruck  7^  entsteht,  in- 
dem man  in  3)  für  dt^  schreibt  dOl^  und  thcilweisc  integrirt,  mit  HinwegUssang 

des  nfa<‘hcn  Integrals,  welches  nicht  zu  A gehört  Aus  der  in  3)  enthaltenen 
öumme  fallen  dann  diu  Glieder  weg,  wo  = 7 ist,  da  nicht  vorkommt,  sondert 

dt  (z  ).  Es  ist  also: 

p t* 


dx  dx 

'■  + ^ *-r,p  Tl~^  ’^r,gir' 
r,p  p r ? 


^ ft/i  p r 

Da  aber  in  4)  / =0  ist,  so  erhalt  man  mit  Berücksichtigung  der  Gleichongen  2) : 


r =f-^  * 

'?  . r 


1 *('•.?)■ 


Da  ffir  g alle  Werthe  von  y = l bis  f='n  zu  setzen  sind,  so  erhalt  man  eine 
Reibe  von  n—1  fachen  Integralen,  die  soweit  als  möglich  zu  vereinigen  sind. 

In  speciellcn  Fallen  ist  der  Ausdruck  A auch  noch  mancher  Vereinfachung 
fähig.  Da  man  nämlich  bat: 

d I dx  = d (x/  ,d(  ) = X.  d dt  — dt  dXf 

g r '•  (r,v)  g>  (r, })  g g (r,gY 

so  kann  man  setzen: 


ddt 


d dx^ 
dt~ 


*(>■.?)  dt^  ^ 

Setzt  man  dies  ein,  so  wird  ein  Theil  der  Ausdrücke  in  A wieder  theilweiser  In- 
tegration fähig,  man  erhält  fi~2facho  Integrale  u.  s.  w.  Mittels  der  Bedingungs- 
glcichung  und  deren , welche  für  die  Grenzwerthe  gelten , sind  dann  soviel  als 
möglich  von  den  dt  und  cTjc:  wegzuschafifen.  die  übrigen  sind  dann  unabhängig  von 
einander,  also  falls  die  Variation  verschwinden  soll,  ihre  Coeffidenten  einteln 
gleich  Null.  Sehr  leicht  sind  aber  die  Ausdrücke  B und  C zu  bilden.  Man 

q q 

erhält  sogleich: 

dx  dx_ 


B J±-±\ 
g dt  dt  \ 
9 9 l 


F+  £ k j 


?}• 


r,p  p 

also  wenn  man  den  Werth  von  F und  die  Gleichungen  1)  und  2)  bcrOcksichtigt : 


8) 


_ 


^=dT+-KöT-Tr(f-^i^, 

9 » 9 

Ebenso  erhalt  man  : 


9 


9 


V.9^' 


9)  = 

wo  (r,  /9)  = 9 ist.  Denn  du  die  Grossen 


9 * 


dx 


Ä * 

dx  n,B 

9 P 


9.F 


dt 


«,ß 


in  den  Gleichungen  2)  unter  die 


Anzahl  der  z gehören,  so  wird,  wenn  g gross  genug  ist,  (n,  ß)  — g sein  können. 


Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  setzt  man  k 


a,  ß' 


:0. 


Wenn  die  Variation  verschwinden  soll,  so  werden  alle  einzeln  gleich  Null, 

denn  die  dx  sind  entweder  alle  willkürliche  Functionen  der  t,  oder  mit  Ausnahme 
derjenigen,  welche  man  durch  die  Bcdingungsgleichungen  bestimmt,  und  deren 
Coeflicienten  sind  znr  Bestimmung  der  k und  I gleich  Null  zn  sclzcn,  wie  dies 
für  einfache  Integrale  ansgeführt  ist.  — Sehr  aber  würde  man  irren,  wenn  man 
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wie  bei  einfachcD  Inlegraleo  auch  die  cinicln  gleich  Noll  aeUen  und  glauben 

wolllo,  daas  dies  eine  identische  Folge  des  Verschwindens  der  C wäre.  In  der 

1 

That  sind  nicht  die  itt  völlig  willkQrlich,  in  welchem  Falle  das  Verschwinden  des 
gansen  Integrals  auch  nöthig  machte , dass  ihre  Coeflicientcn  Null  wären.  Es 
tritt  vielmehr  die  Bedingung  hinsu,  dass  die  I von  einander  unabhängig  sind, 
mithin  auch  von  t,  . . . • *n  “^abhängig  ist.  Damit 

nnn  das  Integral  verschwinde,  darf  schliesslich  kein  mit  dl^  mnltipljcirtes  Glied 
verkommen,  ausgenommen  für  die  Grenswerthe  von  wo  ja  die  l mit  einander 

durch  Gleichungen  verbunden  setn  können.  Diese  Bedingung  aber  ist  erfüllt,  und 
auch  nur  dann  errüllt,  wenn  man  hat : 


H _*'i  , ■'“i  . I 

^g-dT+dT  + - ■ ■ + 


tin^ 

di 


dn 


»+' 


9-1 


dl 


9+1 


+ ■ • -+77' 


In  diesem  Falle  nämlich,  da  dl^  von  den  I mit  Ausnahme  von  < unabhängig 

iat,  kann  man  integriren,  und  man  erhält  mit  Anwendung  der  Formel  II),  wo 
man  (>  = 1 setat.  eine  Anzahl  ti— ifacher  Integrale,  die  mit  dem  Ausdrucke  A zu 
vereinigen  sind. 

7)  Anwendung  agf  die  Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten 
Diese  etwas  abstrocten  Betrachtungen  sind  leicht  durch  Beispiele  zu  erläu- 
tern. Nehmen,  wir  ein  Doppelintegral,  also  n = 2,  komme  nur  eine  abhängige 
Variable  x,  keinerlei  Bedingungsgleichungcn  1),  und  nur  die  ersten  Differenzial- 
dx 

quotienten  vor,  also  -. — =x,,  — =*,.  Dann  bat  man  x = x,  , x =x-. 

' dt^  ' dl,  ' 0,  I ‘ 0, 2 * 

Selten  wir  auch  F,,  k,  für  ^ und  Die  Gleichungen  9)  und  8)  werden; 

df  dk,  dk,  (.  k k 

^*~dx~  dT,~  dl,' 


Ä.= 


dl. 


Werden  C^  = C\  = C|=rO»  findet  aUo  ein  Maximum  oder  Miaknnni  statt,  so  ist 
gleichseitig  als  identische  Folge: 


j>  _‘'"l  H 


la  der  That  bat  man: 


aber: 


also : 


Af  dx,  df  dx.  dx,  d*. 


dx,  d I,  dx,  dl. 


dl, 


dl,’ 


k 

*'-dx,’ 


F 

*'-dx.' 


B.  = -- 


also: 

Der  Ausdruck 


dk,  dk. 

dz 

dl,  '*'.di; 

. dx 

-k 

; JT^~ 

>d»,  dl. 

dl. 


a,=  -x,  k,. 


ot,  = -X,  F„ 

äl,dl,+ff^  dl,dl,dl, 

•l  •!  •*  *1  * •»  *l 
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kommt  zn  dem  Ausdrucke  A hinzu.  Sei  A,  die  Summe  beider,  so  ist; 

• l,‘J  /.• 

■ • • ' - st; 

Man  hat  n&mlicb  für  9:=!  einen,  für  q = 2 awoi  Theile,  wosa  die  obigen  IdU* 
grale  hinzugefQgt  sind.  Ferner  ist: 

y,  = /■-*,  X,,  ,f,  = f-k,x„ 

also: 


2) 


/*'.  [(^-*‘ *•+*>**  ?t;)  " (** 


//* 


Beispiel  I.  Es  ist  die  Oberfläche  za  bestimmen,  aaf  welcher  der  Aasdruck 
dt.  dt.  ein  Maximum  oder  Minimum  ist. 


m sei  positiv,  x,  l|,  sollen  rechtwinklige  Coordinaten  sein,  P das  Stück 
der  Axe  der  x.  welches  zwischen  dem  Anfangspunkt  und  der  dorch  Punkt  x,  t^, 
<2  gehenden  Tangentialebene  liegt.  Man  hat  also: 

P=*-x,  «,-x,  t„  f=F^r 
Die  Oleicbungeu  1)  geben: 

^ /’"  * ^3in/’+m(m+l)  <, 

Diese  Gleichung  wird  zan&cbst  erfüllt  wenn  P=0,  d.  h. ; 

dx  dx 

ts  t,  f-/.  — 

* d Ij  * d I, 

ist.  Diese  leicht  zu  integrirende  Qlcichang  gibt  einen  Kegel,  dessen  Scheitel  der 
Anfangspunkt  ist. 

Sehen  wir  von  dieser  Lösung  ab,  so  bleibt  noch:  . • 


3P  , dp  ^ 

r»  — 1 df,  dt. 


Dnrch  Integraüon  erhält  man: 


oder: 


x-t, 


und  abermals  integrirt : 


dl, 


dx  1— m 


(f:)’ 
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Ea  ist  hier  f für  — — ^ if  gesetit.  — Ist  die  Begrenzuog  gegeben,  so  lassen  sich 

IW—  3 

SDS  ihr  tf  und  0 bestimmen. 

Sei  jetzt  aber  nur  die  Projection  der  Bcgrenznng  anf  die  Ebene  «,  <,  fest. 
Ea  sind  dann  if<,2cfl,  = 0,  also  in  diesem  Falle; 

»I  ‘f  *i  • 

El  ist  also  wegen  des  letzten  Theils; 

8) 

oder; 

für  die  Werthe: 

welche  auf  der  Begrenzung,  d.  h.  für  /,  = »,  und  =»,'  stattfinden  mOgen.  Da- 
mit dies  stattfinde,  muss  sein : 

».('i)=‘;(V)‘a.  »,'(<,). 

d.  h.: 

«,•  = «/„  l,‘=ßt,. 

Die  Begrenzung  mUssen  zwei  Grade  sein,  die  durch  den  Anfangspunkt  gehen. 
In  jedem  andern  Falle  ist  P=  0,  also  ^ = 0,  d.  h. : 


Eas  erste  Integra)  in  gibt  nielits  Weiteres.  Dasselbe  drückt  aus,  dass  itr,  = 0 
i«  für  alle  Werilic  von  f,  zwisclien  oncl  w.elche  und  ent* 

sprechen,  also  anf  zwei  gvaden  Linien,  parällcl  der  Axe  Da  hier  •— ^=:0 

“ 

ist,  so  ist  diese  Gleichung  in  — nut  inbegriffen. 

SeUen  wir  aber  fest,  die  Grenzen  beiUnden  sich  auf  gewissen  Obcrfl&chen« 
Von  dem  ersten  Theile  in  A^  ist  dann  ganz  abzusehen,  da  dieser  Ausdruck  jiur 
Torhanden  ist,  wenn  ein  Theil  der  Begrenzung  nur  zur  Projection  auf  die  Ebene 
der  Axe  parallele  grade  Linien  hat.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist 
= und  der  Ausdruck  iUlU  ganz  weg. 

üx  Ox 

5ci  anf  einer  der  Oberfl&chcn:  t — tt~=Psi  so  hat  man; 

ot^  i 

Jx=p^ 

Dies  setzt  man  in  den  zweiten  Theil  von  ein,  wo  dann  iJx  nicht  mehr  vor- 
koDimt.  Ffir  den  Theil  der  Begrenzung,  welcher  anf  dieser  Oberfläche  liegt,  sind 
üinn  die  Coefficienten  von  und  ifl,  einzeln  gleich  Nnll  zu  setzen.  Aus-bei- 

>len  Gleichnngen  kann ' man  dann  ^ climmiren,  nnd  erhält: 

al,  j 

*)  ■ /■+*,  (F, -*,)  + *,  l7i-*.)  = 0 

El  ist  zu  bemerken,  dass  auch  der  eritc  Theil  von  A^  in  diese  Betrachtung 

•ingeieblosseu  ist:  er  entspricht  nämlich  dem  Falle,  wo  -r-^=0,  wie  dies  ja  für 

diesen  Ansdmek  der  Fall  ist. 

Die  Gleichung  3)  wird  in  nnserm  Beispiele: 

slso  entweder  BziO,  was  anf  die  Kegelfläcbe  surfickführt,  oder  ■ 

X—x,  t,  —X,  m 

*-Fi  •i-Pz  't  ~ *-1' 
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Diese  Gleichung  lehrt , dass  wenn  man  in  den  Schnittlinien  Tangentialebenen  an 
die  gesuchte  und  an  die  Grcnrflaclic  legt,  die  Stücke  der  z-Axe,  welche  zwischen 
dem  Anfangspunkt  und  einer  dieser  Flüchen  liegen,  da«  constantc  VerhtltnUs 

' haben, 
m — 1 

Beispiel  II.  Diejenige  Oberfl&che  zu  bestimmen,  deren  Flächeninhalt  in 
gewissen  Grenzen  ein  Minimum  ist.  i 

Der  Inhalt  ist: 

Uz 


■/  «.* 


also: 


cl.  h. 


f=Kl+i, • + 


k ~-i.  k 

* 1 — *3—^1 


Diese  Olcichang  drückt  aas,  dass  die  Summe  der  beiden  KrQmmungca  in  jedem 
pQokte  gleich  Null  ist.  Sie  ist  integrirt  in  dem  Artikel:  Quadraturen  — Zurück- 
fOhrung  der  partiellen  Diffcronsialglcichungcn  auf  — . Wir  geben  hier  jcdodi 
eine  andere  Auflösung  nach  Bonnet. 

Möge  die  Normale  der  Fläche  die  Winkel  A,  i< , v mit  den  Axen  machen. 
Lege  man  parallel  der  Axe  r eine  Ebene  durch  die  Normale , welche  mit  der 

Ebene  i^x  den  Winkel  $ mache,  sei  ferner  »j  = lKtg-^.  Betrachten  wir  f und  f 

A 

als  Coordinaten,  so  ist:  c. 

sin  K = — ^ 


co8i<  = itgt^,  i=Ly— 1, 
cos  { 


cos  I = sin  >>  cos  f = 


cos = sin  t'sin{  = 


cos  t tj 
sinf 


cos  I , 


und  nnsere  Gleichung  nimmt  die  Form  an: 


d 

cos  t fl 

COS  ii^ 

«dT+“8 

i , ^cos  f 

oder : 

A) 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist : 

f,  cos  I+(,  cos  ^ 4'®<!08  yz: 

wo  Q die  Entfcmnng  der  Tangentialebene  vom  Anfangspunkt  Ist;  also: 

~ »,  cos{-|-<,  sinf + iisin  iv  = (>cosii). 

Jeder  Fnnkt  der  Oberfläche  kann  nun  als  Schnittpunkt  dreier  unend- 

lich naher  Tangentialebenen  betrachtet  werden.  Er  muss  also  die  letzte  Glei- 
chung erfüllen,  wenn  man  dieselbe  nach  f und  nach  i;  diiTerenziirt,  aber 

constant  denkt.  Also  wenn  man: 

e cos  i j;  = — { 

setzt ; 
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<,  co»{+<,  8rn{+*i«ini7=  — f, 

I,  cos{=^, 

äc 

* COB  • 17  = — . 

"1 

Diese  Gleichungen  geben  I,,  I,,  x.  Differenziirt  man  sic  gleichzeitig  nach  diesen 
Grüssen  und  nach  (,  >),  C>  so  kommt: 

B)  dl,  cos  sin  { = — itg i 7 («</{ + if  d^), 

dl,  sin  {— dl,  cos  f = H d|+cd^, 
d*  cos  i<i  = uili  + wdii, 

wo  gesetzt  ist: 

. df  , d>{  de  d*f 

« = c+.tg.,^^  + ^,  e = «.=i,gi,_  + _ 

Wenn  man  nach  einander  dl,  nnd  dl,  gleich  Null  setzt,  erhält  man  die  partiellen 
Differenzialqnoticnten  von  { und  p/  nach  I,  und  I,,  und  diese  in  die  Gleichung  A) 
setzend,  hat  man : 

tt+ie  = 0. 

Aber  die  letzte  der  Gleichungen  B)  gibt: 

nx  . . dz 

h' 

Wegen  der  Werihe  von  u,  v,  to  aber  ist:  r 

du  / de  fip  d*x  dz 

- = i Igi,  tß  . , ~ + —)+  tg .,  = cos i .sin  i 

Die  Gleichung  u-f-K>  — 0 nach  ij  diflercnziirl, -gibt  also: 

■ + 

^ d,*  ’ 

und  Tür  diese  Glcichutig  ergibt  sich  bekanntlich  das  Integral: 

*=7 

Uebrigens  ist  dies  Integral  allgemeiner  als  die  gegebene  Gleichung.  Man  muss 
daher  noch  setzen : 


t’  = -^  cos  i 7j,  if  = — cos  i 17. 

o;  öfj 


i COS  irj  d/j, 


und  die  durch  diese  lategration  emgeführte  willkürliche  Function  von  | ao  be* 
itimmeo,  dass  ti>|-iß=:0  wird. 

Sei  z.  B:  *'  ' . _ 

= (a-fiA)«,  . 

80  iit ; ■ • ^ ' 

x=rtf+4i),  v=  J (a| -f- 4 ij)co8  — i cosi r,+^, 

X ist  eine  willkürliche  Function  ron  (.  ' 

«=  — 4cosii(+j7"-f-^,  u>  = 4cosii;,  , 
u+w=^"-|-_|'  = 0,  ;(' = ccos{-t-c,  sin  {. 

Setzen  wir  c = c , = 0,  so  ist : 

{=  — (4  {+4  7)1  sini  i;  — 4cos  ii), 

also  hat  man : 

I , = 4 cos  i 7 sin  { -f' <■  * 

I,  =4  cos  iijcosf— aisin  i^sin^,  : • 

* = «{+47. 
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Bei  Einflihning  von  Polarcoardinat«n;‘ 

t,=rsin.9,  »,  =rcosJ>, 
r cos  (9  — {)  = A cos » I),  r sin  (» — f)  = rt  i sin  i i;, 

x = ai+b7l. 

Für  a=0  hat  mani 


r=-2^'  +* 


A 


)• 


Es  ist  die  durch  eine  Kettenlinic  gebildete  Umdrehungtfläche  für  tnO: 

2 a 

Im  aHgemeincn  Falte  erh&lt  man  durch  Elimination  von  { und 

„ a V(r>+n>)+V(r*-i>) 

« arctg  - y ,^+Alg  , 

Ist  dio'Projcction  der  Begrensung  auf  die  Ebene  (,  (,  gegeben,  also  nach  Olei- 
cbnng  3):  j 

k^dl,—k^dt^=0,  ' • 

oder:  ' ' ' 

x^dl,—x,dl,=0, 

d.  b.  die  gesnehte  Flache  schneidet  unter  einem  Techten  Winkel  denjenigen  Cj- 
linder,  welcher  die  Begrenzung  auf  die  Ebene  t,  t,  projicirt. 

Uie  Ebene,  deren  Gleichung  x=0  ist,  erfQllt  diese  Bedingung  und  zugleich 
die  Miniinumgicichung.  Selbstverständlich  ist  dies  die  einzige  Lösung. 

Sei  die  Begrenzüng  anf  gewissen  Oberflächen,  so  gibt  Oleichnng  4): 

l+*.iPi  + *»Pt=0- 

d.  h.  diese  Grenzflächen  werden  von  der  gesuchten  unter  einem  rechten  Winkel 
geschnitten. 

Wir  beschränken  aber  jetzt  dadurch  die  Aufgabe,  dass  wir  diejenige  Ober- 
fläche suchen,  die  von  allen,  welche  dtusclbe  körperliche  Volumen  einschliessen, 
den  kleinsten  Inhalt  haben  soll. 

Es  hommt  hier  die  Bedingung  hinzu,  dass  xdl^  dl'  constant  ist,  also: 
wo  a ein  coustantcr  Factor  ist.  Wir  erhalten: 


*.  = 


und  die  Gleichung  C,  =0  gibt: 

(l  + *z’)  +-j(l+*i*+*,’)*=0. 

Diese  Gleichung  drückt  aus,  dass  die  Summe  der  Krümmungen  constant  ist. 

Beispiel  III.  Diejenige  Oberfläche  bei  gegebenem  Inhalt  zu  bestimmen, 
deren  Schwerpunkt  am  tiefsten  liegt. 

Die  Axe  der  x sei  in  der  Richtung  der  Schwere,  so  ist  der  Inhalt: 

und  die  Ordinate  des  Schwerpunktes : 


also :. 


/■=(*-») 
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wo  a coaitant  ist : 

i (g-n)x, 


Die  Differenzialgleichung  ist: 


k - 

’-m+x, *+*,’)• 


l+x.‘+*.’  = (x- 


-«)  [(1 


Diese  Gleichung  drückt  ans , dass  die 
Somme  der  Krümmungen  gleich : 

1 

(x-o)  V(l+,*,*+x.')’ 

d.  h.  dass  der  mittlere  Krümmungsradius 
doppelt  so  gross  ist,  als  die  Normale 
rerlangert  bis  zn  einer  gegebenen  Ho- 
ritontidebene,  deren  Gleichung  z = a ist. 

Ist  nur  die  Frojection  der  Begren- 
lUDg  oder  die  Oberffachen , auf  welchen 
sie  sich  befindet,  gegeben,  so  findet  Glei- 
ches wie  im  rorigen  Beispiele  statt. 

8)  His  t or  i s che  s. 

Die  Erfindung  der  Variationsrechnnng 
iheiien  Johann  Bemonlli,  Euler  und 
Lagrange.  BemouUi  stellte  1696  die 
erste  hierher  gehörige  Aufgabe , die  der 
Bracbjstocbrone,  und  löste  sie  wie  auch 
andere  Mathematiker.  Ihre  Methode 
bestand  darin,  die  Cnrve  ais  ein  Vieleck 
Ton  unendlich  viel  Seiten  an  betrachten, 
nnd  auch  das  gewöhnliche  Verfahren  der 
Differenzialrechnung,  dass  nämlich  die 
Differenzialqnotienten  nach  allen  Varia- 
blen verschwinden,  auf  unendlich  viel 
Variable  anzuwenden. 

Euler  gab  zuerst  eine  allgemeine  Me- 
thode für  dergleichen  Probleme , eine 
slgorithmiachc  Form  verlieh  ihr  Lagrange. 
Um  die  Anwendung  auf  mehrfache  In- 
tegrale haben  sich  namentlich  Gaues 
nnd  Poisson  verdient  gemacht.  Sarrns 
brachte  die  Grenzbedingnngen  auf  ein- 
fachere Formen  durch  EinfOhrung  des 
such  hier  angewandten  Snbstitutions- 
teichena.  Die  Theorie  der  Criterien 
rührt  von  Legcndrc  her.  Er  führt  sie 
snf  die  Betrachtung  efner  neuen  Diffe- 
renzialgleichung zurück , deren  Losung 
er  jedoch  — irriger  Weise,  wie  Lagrange 
gezeigt  hat  — nicht  verlangt,  Jakobi 
bat  gezeigt,  dass  diese  Gleichungen  er- 
setzt werden  können  durch  die  schon  be- 
kannten Integrale,  welche  das  Verschwin- 
den der  ersten  Variation  gibt.  Jakobi 
hat  seinen  Beweis  (Grelle,  Bd.  17)  nur 
sngedentet,  ansgclührt  haben  denselben 
andere  Mathematiker,  z.  B.  Ilesse  (Grelle, 
Bd.  54).  Bei  der  Darstellung  dieser 
Theorie  (sowie  bei  den  gegebenen  Bei- 
spielen) ist  von  uns  benutzt:  „Calcul  de 


Variation  par  Moigno  et  Lindelöf.  Pa- 
ri, 1861  “ 

Noch  erwähnen  wir  der  ZurückfUhmng 
der  Maxims  nnd  Minima  einfacher  Inte- 
grale auf  eine  partielle  Diflerenzialgioi- 
chung,  einer  Erweiterung,  welche  Jakobi 
der  Hamilton’schen  Theorie  gegeben  hat. 
Sie  ist  hier  ebenfalls  anseinandergesetzt. 

Tkt  (Messkiinde). 

Niederländisches  Hohlmaass , gleich 
1 Hectolitcr. 

Ventil  (Maschinenlehre). 

Ein  Verschluss,  welcher  zwei  Räume 
A und  B derart  von  einander  trennt, 
dass  zwar  von  A nach  B.  nicht  aber  von 
B nach  A Flüssigkeit  oder  Luft  entwei- 
chen kann.  — Man  unterscheidet  Klap- 
penventile, in  einer  nach  einer  Seite  sich 
Öffnenden  Klappe  bestehend , Kegelven- 
tile , abgestumpfte  Kegel  in  kegelförmi- 
gem Gehäuse,  welche  vom  Drucke  nach 
der  grössern  Grundfläche  zn  gehoben 
werden  können,  nicht  aber  umgekehrt; 
zn  ihnen  gehören  auch  die  Muschelven- 
tile,  welche  cjlindrisch  mit  kegelförmigem 
Rande  sind.  Kugelventile,  wo  massive 
Kugeln  in  einem  hohlkugclförmigcn  Ab- 
sätze des  zu  verscbliessenden  Raumes 
enthalten  sind.  Ueberdruck  hebt  sie 
und  gestattet  der  Flüssigkeit,  durch  die 
in  obigen  Raume  enthaltenen  Scitenöff- 
nungen  zu  entweichen. 

Scheibenventile  sind  platte  Scheiben, 
welche  den  Oeffnnngen  des  zu  ver- 
schliesscnden  Raumes  als  Deckel  dUnen 
nnd  durch  Deberdruck  gehoben  werden. 
Siehe  auch  die  Artikel : Sangepumpc, 
Dampfmaschine. 

Tentilätlon  (angewandte  W&rmelehre). 

Mit  dem  Ansdrackc  VentilatioD  kano 
man  jede  Fortsehaffung  der  Luft  von 
einem  Punkte  A zum  andern  B bezeich“ 
ncn.  Ei  geschieht  dies  auf  zweierlei 
Arten,  entweder  indem  man  der  Luft  in 
A durch  ZufÖhrung  von  Warme  eine 
grössere  Expansivkraft  gibt,  oder  durch 
mechanische  Verdichtung  der  Luft  in  Ay 
bezüglich  Verdünnung  der  in  B.  Dieses 
Icutcre  Mittel  liegt  den  Gebläsen  (Ven- 
tilatoren) zu  Grunde  (vergleiche  den  be- 
ll 
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treffenden  Artikel).  Hier  loll  nur  von 
dem  ersteren  die  Rede  sein. 

Denke  men  sich  eine  gebogene  Röhre 
mit  zwei  Oeffnungen  A und  B von  nn- 
gleicher  Hohe.  Sei  h die  Höhendiffe- 
renz, t die  Temperatur  in  B,  I,  die  in 
A,  V die  Geschwindigkeit  des  AusstrO- 
mens,  so  hat  man : 


F z=  2,088  Q.lf  1+0, m T+‘‘ 


j*. 


wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zn 
nehmen  ist,  je  nachdem  t,  oder  l grösser 
ist.  Es  ist  hier  zn  setzen: 

d = 0,00367. 

(Vergleiche  den  Artikel : W&rme.)  Hier- 
bei ist  auf  die  Widerstände  jedoch  keine 
Rücksicht  genommen. 

Sei  l die  Länge  der  ganzen  Leitung, 
d ihre  mittlere  Weite,  C = 0,024  der  Rci- 
bnngscoeflicient  der  Luft,  (|  die  Summe 
aller  übrigen  Widcrstandscoeffidenten, 
so  ist: 

oder  wenn  man  dt  gegen  1 vernach- 
liiasigt: 


('.-»)* 

Sei  jetzt  F,  der  Qncrschnitt  der  Ans- 
mündung,  n=:0,60  der  ContractioDS- 
coeffident,  so  ist: 

wenn  die  Luft  durch  eine  Mündung  in 
der  dünnen  Wand,  etwa  eine  Thür,  geht 
Dagegen : 

oder  nach  der  Erfahrung: 

2)  {.=0,50, 

wenn  die  Luft  in  eine  engere  Leitung 
tritt , also  F—F^  ist.  Ferner  für  den 
Eintritt  in  einen  weiteren  Canal: 


3) 


r = 0,479 


1-1-0,024 


Ist  F der  Röhrenqnerschnitt , so  ist  die 
in  einer  Seennde  dnrehstrOmende  Lnft- 
menge ; 

Q,  = Ft. 

Ist  Q dies  Quantum,  auf  die  Dichtigkeit 
der  äussern  Luft  rcducirt,  also : 

^ l+dl^ 
oder  annähernd: 

0 = [l-<f(t, -!)](?., 
so  kommt: 

Q = 0,06058  F ( 1 - 0.00367  (« , - 4 1)] 


wo  sich  auf  den  engem  bezieht 
Ist  hierbei  t die  Geschwindigkeit  der 
Luft  in  der  engem  , in  der  weitem 
Röhre,  h,  die  Widerstandshöhe,  so  hat 
man: 

i — — — 

2ff  ’ r -F,- 

F, 

Für  kleine  Werthe  Ton  ist  also : 

F 


h 

Bei  Durchgang  durch  ein  rechtwinkliges 
Knie  kann  man  setzen: 


*) 


f.  = l, 


*'=2F- 


(l,-^t)2gh 

H-0,024  -i-f  C, 

Wenn  aber,  wie  gewöhnlich, 
klein  ist,  so  kann  man  setzen: 


4(  nur 


Für  ein  stumpfes  Knie  ist  Ci  Itleiner, 
für  ein  spitzes  grösser.  Ist  der  Ans- 
mündungsqnerschnitt  F^  von  dem  Quer- 
schnitt F der  Leitung  verschieden,  die 
Ansströmnngsgeschwindigkeit  v, , v die 
in  der  Leitung,  so  ist: 

rF-nF  V ***  - 

eF_«F,»,,  23~\f) 

und  da  die  Widerstände  diesem  letztem 
Ausdruck  proportional  sind: 


(?  = 0,=0,479F 


(<.-QA 


r,  =0,479 


l-f0,024 


Hieraus  folgt  anch,  wenn  die  Luftmenge 
gegeben  ist: 


1479  1/ 

die  in  der  Sccande  aasströmende  Laft« 
menge : 
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Sind  iirei  Böhren  von  den  Tempera- 
turen <1  nnd  (, , den  Höhen  A,  und  A, 
rerbnnden  mit  einer  dritten,  deren  Tem- 
jwrttnr  ( itt,  >o  ersetzt  man  ((,  — <)  A 
dnreh  (*,  — 0*1 + (*i  ~ 0 * '**  diesen 
Formeln. 


Beispiel. 

Ein  Zimmer  von  A(  = 20  Fnss  Höhe 
commnnicire  durch  eine  BodenöCTnnng 
ron  24  nnd  eine  senkrechte  Bohre 
Ton  <{=6"  Weite,  A,  = 36'  Lange  mit 
der  Ittssem  Lnft.  Temperatur  des  Zim- 
mers (,=20*,  der  Böhre  l,  = 25*,  änssere 
Lnfttemperatnr  (=10*.  Welches  Lult- 
qnsntnm  wird  in  dem  Zimmer  stQndlich 
drenliren  ? 

Man  bat; 

('i-')*.  + (<i-'.)*.  = 740,  F=24, 

F, = ^ = 28,274  (beides  QnadraUoll), 

e = ^e,  = l,me„ 


Iit  {,  = 03  thr  die  OeCTnung,  so  kommt 
die  Dmckhöhe  fUr  die  Einführung  : 

1,5.1,888^  = 2,08^. 


Sei  { =0,032,  so  ist  die  Dmckhöhe  für 
die  Abfübrang : 


(i+C,-Hc4)^  = 3.80^. 

..=0,479|/^ 


2j 

740 


=5,437', 


2,08-)-3,80 
f’.  =^^  = 0,1963 


0 , = F,  e ,=  5,437  • 0,1963 = 1,065, 


die  stündliche  Menge  =3600^  = 3798 
Knbikfnss.  * 

Jeder  Mensch  braucht  etwa  200  Kn- 
bikfnss frische  Luft.  Das  Zimmer  eignet 
lieb  also  etwa  für  19  Personen. 

In  Schachten  nnd  Gruben  bewirkt  der 
Onterschied  der  Lnftwürme  nnten  nnd 
oben  eine  Ventilation.  Hat  man  zwei 
Tageöffnungen  von  nnglcicher  Höhe,  A 
tieler  als  B,  so  tritt,  da  in  der  Tiefe  im 
Sommer  kühlere  Temperatur,  .im  Winter 
wbmere  stattfindet,  in  ersterer  Jahres- 
seit  ein  Strömen  von  B nach  A,  in  ietz- 
terer  in  umgekehrter  Bichtung  ein. 
^nstliche  Ventilation  durch  Oefen  mnss 
eintretea , wenn  der  Höhennnterschied 
nicht  hinreichend  ist. 


VentiUtor  (Maschinenlehre). 

Siehe  Gebläse. 

Tentilhahn  (Maschinenlehre). 

Ein  doppelspitziges  Kugelrentil,  das 
man  bei  Sangepnmpen  anwendet  (siebe 
den  Artikel  ; Sangepumpe). 

YentUkolben  (Maschinenlehre). 

Ein  durchlöcherter  Kolben , wird  bei 
Pumpen  gebraucht  (rergleicbe  den  Ar- 
tikel: Saugepumpe). 

Tentilstenemng  (Maschinenlehre). 

Eine  der  gewöhnlichsten  bei  Dampf- 
maschinen gebräuchlichen  Steuerungen 
(rergleicbe  den  Artikel:  Dampfmaehine). 

Venns  (Astronomie). 

Von*  den  Hauptplaneten  derjenige, 
welcher  der  Erde  am  nächsten  ist,  da- 
her das  hellste  und  schönste  Gestirn  am 
Himmel  (Sonne  nnd  Mond  natürlich  ans- 
genommen). Sie  entfernt  sich  am  Him- 
mel bis  auf  48*  von  der  Sonne,  ist  da- 
her nie  nm  Mittemacht,  wohl  aber  bald 
am  Morgen-,  bald  am  Abendhimmcl  sicht- 
bar, oft  so  hell,  dass  sie  einen  Schlag- 
schatten wirft.  Aus  Beobachtung  ron 
Flecken  bat  man  eine  Axendrehnng  er- 
mittelt. Schon  Dominiko  Cassini  (1668) 
legte  ihr  eine  solche  von  etwa  24  Stun- 
den bei,  aber  Biunchi  (1726)  behauptete, 
dass  eie  eine  Botationszcit  ron  24  Tagen 
8 Stnnden  habe.  Seit  Vico,  der  in  Born 
1840  — 42  schöne  Versoehe  hierüber 
machte,  ist  Cassini’s  Ansicht  bestätigt. 
Die  Botationszeit  der  Venus  beträgt  etwa 
234  Stnnden , und  wie  in  allen  übrigen 
Verhältnissen  zfigt  sich  also  auch  hier 
eine  höchst  merkwürdige  Aehnlichkeit 
mit  der  Erde.  Auch  eine  Atmosphäre 
kommt  ihr  zu.  Als  unterer  Planet  mnss 
Venns  Phasen  haben,  die  aber  nie  bei 
Nacht  das  volle  Gestirn  zeigen  können, 
weil  nm  die  Zeit  desselben  die  gradlinige 
Stelinng  am  Himmel  entweder  sein  mnss : 
Erde,  Venus,  Sonne,  oder:  Erde,  Sonne, 
Venns,  also  Venus  und  Sonne  gleich- 
zeitig anf-  nnd  untergeben.  Die  Phasen 
entdeckte  Galilei  (1610)  mit  dem  nach 
ihm  benannten  Fernrohr.  Er  verbarg 
seine  Erfindung  in  dem  veröffentlichten 
Satze : „llaec  immalura  a me  jam  frus- 
Ira  legunlur.  0.  Y.“  Diese  an  sich 
keinen  verständlichen  Sinn  gebenden 
Worte  bilden  nämlich  ein  Anagramm 
des  folgenden;  „Cynlhine  figurai  emula- 
lur  mater  omomm.“  — Die  Mutter  der 
Liebe  ahmt  die  Gestalt  der  MondgOttin 
nach. 

11* 
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Wenn  Venns  genau  iwiscben  Erde 
nnd  Sonne  steht,  so  kann  sic  als  schwar- 
zer Fleck  (man  behanptet , selbst  mit 
blossem  Auge)  auf  der  Sonne  gesehen 
werden.  IlOchst  wichtig  sind  diese  Vc- 
nnsdnrobg&ngc  fflr  die  Bestimmung  der 
Sonnenparalinxe  (vergleiche  den  Artikel: 
Parallaxe).  1761  und  1769  wurden  diese 
Durchg&nge  in  der  That  zu  diesem 
Zwecke  benutzt. 

Venns  hat,  soviel  man  bis  jetzt  weise, 
keinen  Trabanten.  Ihre  merkwürdige 
Uebereinstimmung  in  fast  allen  übrigen 
VcrhUtnisseii  mit  der  Erde  ist  bereits 
oben  erwähnt.  Die  unten  folgenden  Ele- 
mente werden  dies  noch  in  helleres  Licht 
setzen. 

Je  nach  der  Zeit  des  Erscheinens  wird 
Venus  in  der  Volkssprache  als  Morgen- 
nnd  als  Abendstern  bezeichnet,  Uas 
astronomische  Zeichen  für  die  Venus 
ist  9. 

Wir  wollen  hier  noch  einiges  Genauere 
über  die  Venusdurchgänge  bringen.  Ein 
solcher  fand  seit  Erfindung  der  Fern- 
rohre zum  ersten  Male  statt  am  4 Uc- 
cember  1639.  Es  folgten  die  beiden 
erwähnten,  9.  Juni  1761 . 2.  Juni  1769. 
Neue  finden  statt:  8.  December  1874, 
6.  Deceniber  1882,  dann  7.  Juni  2004, 
5.  Juni  2012.  10.  December  2117  und 
5.  December  2125. 

Es  ereignen  sich  im  Jahrtausend  der- 
gleichen 16,  je  zwei  sind  durch  einen 
Zeitraum  von  8 Jahren  getrennt,  und 
dann  tritt  eine  Pause  von  105  Jah- 
ren ein. 

Zahlenangaben  für  Venus. 

Halbe  grosse-  Axe 
0,7233317 

Ezcentricität  Jährl.  Veränder.  derselben 
0,0068183  0,000062711 

in  hundert  Jahren. 


Länge  des  Pcrihels 
124*  14'25",6 

Länge  d.  aufst.  Knotens 
75»  11' 29",  8 

Neigung  der  Bahn 
gegen  die  Ekliptik 

3*  23' 31",  4 


Jährl.  Veränderung 
-3",  24 

Jährl.  Veränder. 
-20",  50 

Jährliche  Verän- 
derung 

+ 0,07 


Epoche 
146»  44' 56" 


Umlanfszeit; 

Siderischc  Tropische 

224  T.  16h  49'  3"  224  T.  16"  41' 25" 
Sjnodische 
583  Tage  23  h 


Rotationszeit 

23h  21'  21" 


Neigung  des  Aeqnalon 
gegen  die  Bahn 
11» 


Entfernung  von  der  Sonne; 
kleinste  grösste 


0,7184002 

Mittlere  tägliche 
Bewegung 
59'  8",  3 
S 

kleinste 
9",  3 


0,7282636 

Durchmesser  in 
Meilen 

1717 


Scheinbare  Grösse: 

mittlere  grösste 

17", 1 64" 


Erleuchtung  durch  die  Sonne; 
kleinste  grösste 

1,91  1,94 


Volumen 

1 


Masse 

1 

1,13 


Dichtigkeit 

0,906 


Schwere  Fallzeit 

0,90  13, 6 

Die  Epoche  gibt  die  Länge  1.  Januar 
1800.  Die  halbe  grosse  Axe  ist  in  Thei- 
len  der  Erdaxe  gegeben,  wie  auch  die 
übrigen  absoluten  Zahlen  als  Tbeile  der 
für  die  Erde  geltenden  ausgedrückt  sind. 

Verlnderliche  Grösse  (Analysis). 

Eine  Qrösse,  der  ein  in  gewissen  Gren* 
zen  oder  absolut  beliebiger  Werth  ge- 
geben werden  kann.  Z.  B.  ip  der  Glei- 
chung x* -|-y*  = r*  können  den  Grössen 
X nnd  y alle  reellen  Werthe,  die  kleiner 
als  r sind,  gegeben  werden,  in  der  Glei- 
chung der  graden  Linie  (ur-f-6y  = c aber 
können  x und  y beliebige  reelle  Werthe 

haben.  Der  Ausdruck  hat  einen  Sino, 
welchen  reellen  oder  conjplexen  Werth 
X habe.  Die  Reihe  l-|-x-l-x*-l-x*-l- .. . 
aber  nur  dann,  wenn  x einen  Werih 
hat,  dessen  Modul  kleiner  als  Eins  ist. 


Verbesserter  Kalender  (Zeitmessang) 

Derjenige  Kalender,  welchen  die  deut- 
schen Proifstanten  ira  Jahre  1700  an- 
nahmen,  und  der  sich  von  dem  Gregoria- 
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niscbea  nur  dadurch  unterscheidety  dais 
ia  ihm  der  Ostervollmond  durch  utro> 
nomischc  Rechnung  ermittelt  werden 
sollte,  wlhrend  die  Grcgorianieche  Ostcr- 
r^l  auf  einer  cjrklischcn  Durchschnitte' 
rechnüog  beruht.  Da  aonacb  beide  Con- 
fessionen  nicht  immer  au  gleicher  Zeit 
Ostern  feiern  konnten,  &o  wurde  dies  seit 
1778  insoweit  beseitigt,  namentlich  durch 
Friedrichs  II.  von  Preussen  Einfluss,  dass 
ein  allgemeiner  Keichskalendcr  nach  Gre« 
gorianischco  Prinzipien  gemeingültig  ge- 
worden ist  (vergleiche  die  Artikel:  Ka- 
lender und  Osterrcgcl,auch  Zeitrechnung). 

TerbindangsreDte  (RenteDrechnang) 

Solche  Renten,  bei  denen  die  Lebens- 
dauer zw’cier  oder  mehrerer  Personen  in 
Rechnung  kommt;  z.  B.  Wittwenrenten, 
wo  der  Anfangspunkt  der  Auszahlung 
mit  dem  Tode  des  Mannes,  der  Endpunkt 
mit  dem  der  Frau  zuaammenfallt  (siehe 
den  Artikel:  Rente). 

Terdoppelnng  des  Cnbns  (Geometrie). 


That  führt  die  Auflösung  der  Ictzterm 
wenn  nicht  der  sogenannte  irreductible 
Fall  cintritt,  zu  Cubikwurzeln.  Der- 
gleichen aber  lassen  sich  immer  iiath 
der  eben  gegebenen  Methode  construiren. 
Seien  /,  m,  n Linien,  und: 

I 

y i m n z:  X,  • 

so  kann  man  zunächst  /m  = a*  setzen, 
wo  a eine  gegebene  Linie  ist,  die  durch 
Verwandlung  des  Rechteckes  Im  io  ein 
Quadrat  gefunden  werden  kann,  also : 
x*  = a^  n. 

Nimmt  man  nun  ganz  wie  oben  die  bei- 
den Parabeln  mit  auf  einander  senk- 
rechten Axen : 

x*=ay,  y’  = fix, 

so  ist  für  deren  nicht  in  den  Scheitel 
fallenden  Durchschnittspunkt: 

»X,  X*  =<1*  «, 

also  die  Abscisse  desselben  ist  die  ge- 
suchte Linie  x. 

Was  nun  den  irrcductibcln  Fall  anbe- 


Jencs  unter  dem  Namen  des  Delischcn 
bekannte  alte  Problem:  „Die  Seite  eines 
WOrfels  zu  finden,  der  doppelt  so  gross 
ist,  als  ein  gegebener.** 

Ist  a die  Seite  des  gegebenen  Wür- 
fels, so  ist  2rt*  der  Inhalt  des  gesuch- 
s 

len,  die  Seite.  Eine  Construction 

mittels  der  graden  Linie  und  des  Krei- 
ses allein  ist  unmöglich ; aber  es  gibt 
sehr  einfache  Lösungen  mit  Hülfe  der 
Kegelschnitte,  z.  B.  zweier  Parabeln. 


Sei  — der  Parameter  einer  solchen, 


also  y*=ax  ihre  Scbeitelgleicbung,  so 
ist  die  Gleichung  einer  zweiten  Parabel, 
mit  gemeinschaftlichem  Scheitel , darauf 
seokreebter  Axe  und  doppeltem  Para- 


meter X*  — ^ oy»  Für  den  andern  Schnitt- 
pnokt  beider  gelten  beide  Gleichungen, 


also  wenn  man  x eliminirt: 


y*=2o*y,  y = V2o>, 


trifft,  so  führt  derselbe  bekanntlich  im- 
mer anf  die  Gleichung: 

4 cos  « ’ — 3 cos  fit  — cos  3 a 

zurück,  wo  cos 3 fv  gegeben,  cos«  gesucht 
ist.  Mit  andern  Worten , diese  Con- 
struction führt  auf  die  Drcitheilung  eines 
Winkels.  Auch  diese  Aufgabe  lüsst 
sich  mit  Hülfe  der  Kegelschnitte  lösen. 
Setzen  wir,  um  Homogenität  hervorzu- 
bringen : 

a X 

cos  3 ft  = — , cos  ft  = — , 
m m 

so  ist  die  betrachtete  Gleichung : 

4x*  — 3m*xr:am*, 

Setzen  wir  die  bekannte  Grösse: 


and  verbinden  die  Gleichung  einer  gleich- 
seitigen Hyperbel: 


y ist  die  gesuchte  Seite.  Also:  Ziehe 


a . „ . , mit  der  einer  andern  Hyperbel ; 

mit  Parameter  -;r-  und  a zweilarabeln 

2 . , j , x*-axj=ßy, 

mit  gemeinschaftlichem  Scheitel  und  auf  . « . . x.  u 

einander  senkrechten  Axen;  die  Ordi-  so  ergibt  sich  für  die  Schnittpunkte  durch 
□ate  des  nicht  in  den  Scheitel  fallenden  Elimination  von  y: 

Schnittpunktes  beider  ist  die  gesuchte  x^—aexzzßCy 


Linie. 

An  die  Verdoppelung  dos  Cubns  kann 
man  leicht  die  geometrische  Construction 
derjenigen  Aufgaben  knüpfen,  welche  zu 
cnbischen  GUichungen  führen.  — In  der 


also  wenn  diese  Gleichung  der  gegebe- 
nen identisch  sein  soll: 

4oc  = 3m*,  ißc  = am', 
also  wenn  c=m*  gesetzt  wird: 
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V erfolgangslinie. 


4’ 


4’ 


die  Gleicbangcn  unserer  beiden  Hyper- 
beln sind  also: 

*y  = m«,  ix‘—3xy  = ay. 

Die  Schnittpunkte  derselben,  sind  die 
drei  Wurzeln  unserer  cubischcn  Glei- 
chung, welche  in  diesem  Falle  alle  drei 
reell  sind. 

Teretnsmtnze  (Hetronomie). 

So  heissen  die  dem  deutsch -Österrei- 
chischen Münzvercin  in  Wahrung  und 
Gehalt  gemeinsamen  Münzen.  Es  sind 
der  Thaler  und  das  ZweithalersiQck. 
2 Thaler  gleich  3 Gulden  Österreichisch 
gleich  3^  Gulden  süddeutsch.  Der  Ge- 
halt ist  i*g,  d.  h.  fein  Silber,  Zu- 
satz, der  Werth ; 30  Thaler,  gleich  45  Gul- 
den Österreichisch , gleich  52|  Gulden 
süddeutsch,  gleich  1 neues  Pfund  (500 
Grammes)  fein. 

Terfhllxeit  (kaoftnlnnische  Rechen- 
kaust). 

Die  Zeit,  wann  ein  Capital  füllig  ist. 
— Mittlere  Vorfallzeit  ist  die  Zeit,  wann 
man  mehrere  in  ungleichen  Zeiträumen 
fUiige  Capitale  gleichzeitig  zahlen  kann, 
ohne  dass  EmpÖlnger  und  Zahler  einen 
Nachtbeil  haben  (siche  den  Artikel:  Ter- 
minreebnnng).  — Verfallzeit  der  Wech- 
sel, die  Zeit,  in  der  ein  Wechsel  fällig 
ist.  Wegen  der  Bespeettage  ist  dieses 
nicht  immer  der  Zahltag.  Es  ist  die 
Verfallzeit  entweder  auf  einen  bestimm- 
ten Tag,  oder  auf  eine  Zeit  nach  der 
Ausstellung,  oder  nach  dem  PrSsentiren, 
oder  nach  Cso  bestimmt  (siehe  den  Ar- 
tikel : Uso). 

Terllnstenuig  (Astronoatle). 

Bedeckung  eines  Sternes  durch  ein 
anderes , namentlich  des  Mondes  durch 


die  Erde,  oder  der  Sonne  durch  den  Mond 
(siehe  Finsternisse). 

TerfolgangsUnie  (fieometrie). 

Eine  Curre,  wo  das  von  zwei  beliebi- 
gen Tangenten  abgeschnittene  Stück  der 
Abscissenaxe  zum  zugehörigen  Bogen  in 
constantem  Verhältnisse  steht. 

Der  Name  kommt  von  folgender  Be- 
trachtung her.  Bewege  sich  jemand  auf 
der  Graden  AB  (Fig.  24),  und  etwa  sein 
Bund  gehe  von  Punkt  C immer  nach 
der  Richtung  zu,  in  welcher  sich  der  Herr 
befindet.  Ist  der  Hund  bezüglich  in  C 
und  D,  wenn  der  Herr  in  A und  E ist, 
so  sind  CA  und  DE  Tangenten  an  die 
Cnrve.  Der  Hund  durchläuft  Bogen 
CD,  der  Herr  Linie  AE,  und  wenn  die 
Geschwindigkeit  beider  eine  constante 
ist,  bat  man  also  die  eben  angeführte 
Linie.  Was  ihre  Gleichung  anbetriffl, 
so  sei  AB  Abscissenaxe.  Sind  also  C 
und  D einander  unendlich  nahe,  so  ist 
CD  = d$,  AE  gleich  dem  Differenzial  der 

Subtangente,  also  die 

Differenziale  gleich: 

Setzt  man  für  ds  seinen  Werth , so 
bommt : 

<<»  • 


integrirt:  

lgy  = ulg(|/l4-^’-^)-flgC, 
woraus  sich  ergibt: 


Fig.  24. 
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Verlorener  Punkt. 


I a a 

«I  h/ J}/ 

2 I a-1  «4 


Für  a = l aber  iit: 


dx  = )idy{^-^\ 

* = 1 (e>8  y-i^)  + e- 

TergrOssening  (Optik). 

Beim  kUnatlichen  Sehen  das  Verhült- 
niii  der  scheinbaren  Grösse  des  durch 
die  Vorrichtung  erhaltenen  Bildes,  zu 
der  des  Gegenstandes,  wie  sie  mit  blossem 
Auge  gesehen  würde  (vergleiche  die  Ar- 
tikel; Fernrohr  und  Microscop). 

TerhUtniu  (Arithmetik). 

Aeltere  Mathematiker  nnterscheiden 
arithmetische,  geometrische  und  harmo- 
nische Verhältnisse,  gleichbedeutend  be- 
lüglich  mit  Differenz,  Quotient  und  Dif- 
ferenz der  inversen  Werthe  zweier  Zah- 
len. Im  engem  Sinne  versteht  man  un- 
ter Verhältniss  das  geometrische 

oder  a : b.  Proportion  heisst  eine  Ver- 
bindung zweier  gleichen  Verh&ltnisse, 

4 oder  a:  b = e-.  d,  gelesen:  a zu 
6 d 

t wie  c zu  <f.  b und  c heissen  innere, 
a und  d kussere  Glieder,  a und  c Vor- 
der-, b und  d Hinterglicder. 

Sind  drei  Glieder  einer  Proportion  ge- 
geben , so  kann  man  immer  das  vierte 
(fd 

floden.  Z.  B.  6 = — . Seut  mftD 
c 

60  iit  d=nb.  Hieraas  folgt  leicht  eioe 
Beihe  von  Sätzen,  die  wir  hier  nur  bin- 
ichreiben: 

6c  = a<f,  aic^bidy  6:a  = <f:c, 

tt  ^ c b d <1^6 c+<f 

a b ' a^b  c—d 

Dieselben  sind  leicht  aaszasprechen.  Sind 
die  innem  Glieder  gleich  , so  heisst  die 
Proportion  stetig,  z.  B. : 

a : i = 6 : c,  6*  n c. 

Eine  Verbindung  von  mehr  als  zwei 
glekhen  Verhältnissen  heisst  laufende 
Proportion.  Z.  B. : 

die  man  auch  schreibt: 
a:c:e:^=.  ..  zzb  : di  fi  h * • • 

Es  folgt  leicht  aus  einer  solchen: 


a+c+e-fg  _ /+* 

a ~ b * 

Die  ziemlich  überflüssige  Theorie  der 
Verhältnisse  und  Proportionen  nimmt  in 
älteren  Lehrbüchern  lange  Abschnitte 
ein,  welche  mit  einer  Unzahl  Bezeich- 
nungen und  Definitionen  angefüllt  sind, 
welche  gar  keinen  Nutzen  gewähren. 
Anwendnugen  der  Verhältnisse,  statt  de- 
ren man  aber  immer  Quotienten  setzen 
kann,  bieten  ausser  der  Aebnlichkeits- 
lehre  in  der  Geometrie  die  einfache  uud 
zusammeDgcsetzie  Regcldetri.  Kosten 
s.  B.  a Pfund  b Thalcr  und  c Pfund 
d Thaler,  so  ist  offenbar  c so  oft  in  a, 

als  d \n  b onthalten,  also  — = -r,  so 
c a 

dass  aus  drei  Gliedern  das  vierte  gefun- 
den werden  kann. 

Bei  andern  Aufgaben,  der  sogenann- 
ten umgekehrten  Rcgeldetri,  stehen  zwei 
Grössen  im  umgekehrten  VerbaltnisB  der 
beiden  andern  Z.  B.  sind  zu  derselben 
Arbeit  n Tage  und  an  jedem  b Stunden, 
andererseits  c Tage  und  d Standen  za 
verwenden,  so  ist  ai  = cd,  also  wenn  man 
A d 

will:  — — Der  zusammengesetzten 

Begeldetri  liegen  in  gleicher  Weise  meh- 
rere Proportionen  zu  Grande,  von  denen 
immer  je  ein  Glied  zwei  Proportionen 
gemein  ist. 

TeriflGations-Basts  (6eodisie). 

Diejenige  Linie,  welche  bei  grössem 
Triangnlimngen  ausser  der  Standlinie, 
welche  mit  Zubülfcnabmc  von  Winkeln 
hinreichend  ist,  noch  gemessen  wird,  um 
eine  Probe  der  Richtigkeit  za  buben. 
Man  nimmt  dieselbe  so  weit  als  möglich 
von  der  Standlinie  entfernt. 

TerjttngterHaassstab  (Zeichenkqnde). 

Ein  Maassstab  für  eine  Zeichnung, 
welcher  die  Längen  der  Zeichnnng  anf 
die  dem  Object  entsprechenden  reducirt, 
also  z.  B.  bei  Landkarten  diejenige 
Lange  angibt,  welche  einer  Heile  ent- 
spricht. 

Terkehrte  Regeldetrie  (angewandte 
Aritlunetik). 

Gleichbedeutend  mit : Umgekehrte  Be- 
gcldetri. 

Verlorener  Pnnkt  (■arkscheldeknnst). 

Ein  Funkt  über  Tage,  möglichst  senk- 
recht über  dem  gesuchten  Punkt. 
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Terlnstrechnaog  (kaaftniniiische 
Arithmetik). 

Die  Berechnung  dc8  Verlustes,  gewöhn- 
lich von  Hundert  genommen.  Z.  B.:  An 
2000  Thalcrn  sind  500  verloren  gegan- 
gen; wieviel  betragt^  der  Verlust  vom 
100? 

2000  : 500=100:  j.  x = 25. 

Terminderte  Octove,  dnarte,  dointe 
(Aknstik). 

Bezüglich  das  VerhiUtniss: 

c : ceSy  c : /es,  c : ges. 

FermischangsrechnuDg  (practische 
Arithmetik). 

Gleichbedeutend  mit  Alligationsroch- 
Dung.  Sie  gibt  an,  welchen  Preis  oder 
welchen  Gehalt  ein  Gemisch  von  mehre- 
ren Sorten  hat,,  deren  Preis  ungleich  ist, 
oder  auch,  wie  die  Mischung  zu  machen 
sei,  um  einen  gewissen  Preis  oder  ein 
gewisses  Verhaltniss  zu  erreichen,  z.  B : 
9 Pfund  Silber*  Feingehalt 
8 »1  I»  A 

12  H tt  »»  A 

werden  zusammengetban ; welchen  Ge* 
halt  hat  die  Miaehung? 

7 9*7  63 

9 rfand  zu  — enthalten  = — 

Pfund  feinen  Silbers;  eben  so  hat  man: 

12 -8  _ 96 

10  “ 10’  10  “ 10' 


A ■'  A — i Pfand ; 

Das  Verhaltniss  der  Mischnng  ist  also 

2:1. 

Es  ist  leicht  zu  sehen , dass  man  bei 
Annahme  von  drei  oder  mehr  Sorten  zu 
einer  unbestimmten  Aufgabe  kommt. 

Z.  B.  Wein , das  Quart  bezüglich  zu 
1,  1^  und  2 Tbalem,  soll  so  gemischt 
werden,  dass  das  Quart  1|  Thaler  koste. 

Seien  z,  y,  z die  Mischungszahlen, 
also  der  Preis  des  Ganzen: 


.r+^+2t. 


und  jedes  Quartes : 

«+I+2Z 

z+y  + z 

d.  h. : 


1}. 


2*+3y+4z=  y (*+jr  + i), 
4x+y  = 2s, 
also  wenn  man: 


setzt : 

« = 2e-4. 

V ist  beliebig.  Sc!  z.  B.  c = 3,  so  ist 
u=2,  also: 

u:r  = 3:2,  e:y:s  = l:3:2. 


Tentier  (Messkanst). 

Siehe  Monins. 


also  im  Gänsen : 

9+8+12  = 29  Pfund  Brutto, 


worin : 

63+40+  96 

10 


10 


Pfund  fein. 


also  der  Feingehalt  x wird  gefunden 
durch  den  Ansatz; 


29-1^-1-x 

10“*  ’ 


= 0,686  . . . 


In  welchem  Verhaltniss  ist  Silber  vom 
Geholt  und  -f,  zusammcnzuschmelzen, 
um  solches  vom  Gehalt  zu  haben? 

Nimmt  man  z B.  ein  Pfund  der  ersten 
Sorte,  so  hat  man  Pfund  fein  Silber 
zu  viel,  also  da  man  Silber  vom  Gehalt 
A zusetzt,  so  ist  die  Frage:  Wieviel 
Pfund  von  Feingehalt  werden  durch 
.{>1  Pfund  fein  Silber  Zusatz  auf  also 
um  erhöht?  Offenbar: 


Tersicbenmg  (practische  Arithmetik). 

Die  Bezahlung  einer  Summe  in  einem 
oder  mehreren  Terminen  zum  Zwecke, 
um  für  einen  künfug  cintretendcu  Nach- 
theil , sei  derselbe  unvermeidlich  oder 
nur  möglich , entschädigt  zu  werden. 
Uebor  die  Vcrsichrmngsrochnung  siebe 
den  Artikel:  Rente. 

Versichernngsfemrohr  (Optik). 

Dasjenige  Fernrohr,  welches  an  Mess- 
instrumenten angebracht  ist,  um  sich  von 
dem  unvcrrUcktcn  Standpunkte  des  In- 
strumentes Oberzeugen  zu  können. 

Tersetznngen  (Combinationslehre). 

Gleichbedeutend  mit  Permutationen. 
Siehe  den  Artikel:  Combinationslehre. 

Tertheilnngs Schieber  (Maschinenlehre). 

Diejenigen  Schieber  bei  Dampfmaschi- 
nen, durch  welche  der  Dampf  nur  ab- 
wechselnd zu  beiden  Seiten  des  Kolbens 
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Vieleck. 


geleitet  wird,  im  Qcgeneati  eu  den  Ex- 
ptiuionaechiebcrn,  wo  lugU'icli  eine  eeit- 
weiee  Abeperrung  deg  Uampfes  eintritt. 
(Vergleiche  den  Artikel ; Dampfmaaehinc). 

Vertlkalkrels  (AstroDomieh 

Jeder  durch  den  Zenith  gehende  gröeste 
Kreil,  im  Besondom  aber  derjenige, 
»elchcr  auf  dem  Ortsmeridian  senkrecht 
iteht. 


Excentricitlt  Neignng  gegen  d.  Ekliptik 

0,0a0119  7'>8'17",4 

L&nge  des  l’crihels  Länge  des  aufstei- 
1860:  genden  Knotens 

2M»  W 45",  4 lOS“  25'  46",  2 

Umlaufszeit: 

wahre  synodische 

1321,84  Tage  504,29  Tage 


Terükalkrels  (Optik). 

Beim  Theodoliten  derjenige  Kreis,  auf 
welchem  man  die  llohen  abliest. 

Tertlkalprojectlon  iProjectiOBslehre) 

Gleichbedeutend  mit  Grundriäs,  aUo 
die  Projcction  eines  Gegenstandes  auf 
eine  Uorizontalebeno. 


Stärke  des  Sonnenlichtes: 
Für  die  Erde  1000 
kleinste  mittlere  grösste 

217  180  151 

Tibration  (Optik  nnd  DfDamik). 

Siche  Schwingungen. 


Tertlkalnbr  (Gnomonik). 

Eine  Sonnenuhr,  auf  irgend  einer  Ver- 
tikalebenc  gezeichnet.  Dergleichen  sind 
also  Morgen-,  Abend-,  Mittags-  und 
Miiternacbtahrcn  (vergleiche  den  Artikel : 
Sonnenuhr). 

Tartikalwinkel  (Geometrie  i. 

Gleichbedeutend  mit  Scheitelwinkel. 

Terzahnang  (Mascbinenlehre). 

Die  Art  und  Weise,  wie  ein  Stirnrad 
oder  eine  Stange  mit  Zähnen  versehen 
wird  (siehe  den  Artikel:  Bad). 

Terzngszinsen  (practische  Aritbme- 
Mk}. 

Die  Zinsen , welche  bezahlt  werden 
messen,  wenn  der  Schuldner  nicht  recht- 
zeitig seiner  Verpflichtung  nachkommt. 
Bei  Wechseln  werden  sie  vom  Verfall- 
tage, beim  Acceptanten  jedoch  vom  letz- 
ten Bespeettage  an  gerechnet.  Bei  ein- 
geklagten Schulden  kommen  rechtlich 
in  Preussen  dem  Gläubiger  5 Procent 
Verzugszinsen  vom  Tage  der  Klagebc- 
händignng  an,  zu. 

Vesta  (Astronomie). 

Der  vierte  der  Asteroiden  oder  klei- 
nen Planeten,  von  Olbcrs  entdeckt  am 
27.  März  1807.  Wir  fögon  die  Elemente 
hinzu , wie  sie  von  Enke  (1859)  berech- 
net sind. 

Abstand  von  der  Sonne : 
kleinster  mittlerer  grOsste 

2,14801  2,36074  2,57347 


und  dies  ist  die  Anzahl  der 


Tieleck.  Polygon  (Geometrie). 

Gewöhnlich  wird  mit  diesem  Ausdruck 
ein*  von  einer  Anzahl  Seiten  vollständig 
begrenzter  Theil  der  Ebene  versUnden. 
Im  Allgemeinen  aber  ist  unter  diesem 
Namen  eine  Verbindung  je  zwei  auf 
einander  folgender  von  n Funkten,  und 
des  letzten  wieder  mit  dem  ersten  durch 
grade  Linien,  zu  verstehen.  Ein  n-Eck 
hat  also  n Seiten.  Jedoch  bezeichnet 
man  zuweilen  als  voUsiändigcs  Vieleck 
eine  Verbindung  von  n Punkten  durch 
soviel  Grade  als  möglich,  d.  h.  durch 
fi(n-l) 

2 ' 

Seiten  des  n-Ecks,  zum  Unterschied  vom 
volUiändigeu  Vielseit,  welches  eine  Ver- 
bindung von  n Graden  ist,  die  sich  so  oft 

als  möglich  schDoidco,  also  ■ mal, 

uud  dies  ist  die  Anzahl  derEcken  des  n-Seits. 
Jodes  Vieleck  lässt  sich  in  ein  vollstän- 
diges verwandeln,  wenn  man  alle  Ver- 
bindungslinien der  Ecken  zieht,  welche 
nicht  Seiten  sind.  Diese  heissen  Dia- 
gonalen. Das  n-Eck  hat  also  : 

Diagonalen. 

2 J 

Waa  die  Anzahl  der  Diagonalen  eines 
vollständigen  n-Seits  anbetrifft , so  kann 

man  die  Anzahl  der  ^ ^ Ecken  sich 

zunächst  so  oft  als  möglich  verbunden 
denken,  d.  h.: 

J_n(n-^) 

2 2 V 2 / 

Von  diesen  Eckpunkten  liegen  jedoch 
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immer  n-1  aaf  einer  Seite,  da  diese  sich 
so  oft  als  möglich  schneiden . und  Jeder 
Eckpunkt  gehört  zwei  Seiten  an , also 
jeder  Funkt  ist  mit  ziveimal  n— 2 an- 
dern schon  verbunden.  Es  fallen  also 
von  der  Diagonalen- Anzahl  für  jeden 

Eckpunkt  weg  2(«— 2),  da  aber  — - ~ 

dergleichen  sind,  mit  Berücksichtigung, 
dass  jede  Linie  Funkt  A mit  einem  an- 
dern B und  wieder  B mit  A verbindet, 
also  die  Anzahl  auf  die  Hölfte  zu  redu- 
ciren  ist,  so  fallen  im  Ganzen: 
w(n-l)(ii-2) 


Diesen  Satz,  den  man  gewöhnlich  all- 
gemein für  Vielecke  ausgesprochen  findet, 
wollen  wir  so  erweitern,  dass  er  in  der 
That  für  alle  ebenen  Vielecke  gilt. 

Seien  zunächst  rc,  ßy  y die  inneren 
Winkel  eines  Dreiecks.  Wir  wollen  ne- 
ben diesen  als  ein  System  von  Dreiecks- 
winkcln  auch  bezeichnen  jeden  hohlen 
Winkel,  den  zwei  Dreiccksscitcn  machen, 
also  z.  B.  a = 4K — rr,  in  Verbindung 
mit  zwei  anderen  Winkeln,  die  ihn  zn 
zwei  Rechten  ergänzen.  Man  hat  nun: 

«—/}—)'=  4U-n—/»—y=2B, 

also : 


aus  der  Anzahl  der  Diagonalen  weg. 
welche  somit  beträgt: 

■J'-J) 

' = [.'-»-2-4. +8J 

_ n (n— l)(n— 2)(n-3) 

8 ’ 

also  beim  vollständigen  Vierseit : 

4-3. 2-1 


8 


- = 3 Diagonalen. 


Beschränken  wir  uns  jetzt  auf  ebene 
Vielecke.  Es  ist  gleichgültig,  in  welcher 
Ordnung  man  die  n Funkte  verbindet. 
Jedoch  muss  man  unterscheiden  zwischen 
Vielecken,  die  einen  einfach  und  einen 
mehrfach  begrenzten  Raum  einseblicssen. 
Nur  bei  den  letztem  können  sich  die 
Beiten  durchkreuzen,  gewöhnlich  aber 
betrachtet  man  immer  nur  die  ersten. 
Es  ist  leicht  cinzusehen,  dass  sich  n 
Funkte  entweder  gar  nicht  oder  nur  auf 
eine  Art  so  zu  einem  Vielecke  verbinden 
lassen,  dass  die  Seiten  sich  nicht  durch- 
kreuzen, und  die  nach  dem  innern  Raume 
dos  Vielecks  gekehrten  Winkel  je  zweier 
Beiten  (Folygonwinkel)  alle  hohl  sind. 
Bei  diesen  letztem  werden  die  von  irgend 
einem  Funkte  im  Innern  nach  den  Ecken 
gezogenen  Strahlen  nie  die  Seiten  dnreh- 
k cnzen.  Bei  allen  anticrn  Vielecken 
i t dies  fraglich.  Bind  solche  Strahlen 
möglich,  so  thcilen  sie  das  Vieleck  in 
a Dreiecke,  welche  also  2n  Rechte  ent- 
halten. Diese  bestehen  aus  allen  Foly- 
goDwinkeln,  und  den  um  den  innern 
Funkt  hcmmliegenden  vier  Rechten. 
Daraus  folgt  der  Satz: 

„In  jedem  Vieleck,  wo  ein  Funkt  im 
Innern  gefunden  werden  kann,  von  dem 
sich  Strahlen  ziehen  lassen , welche  die 
Seiten  nicht  kreuzen,  ist  die  Summe  aller 
Folygonwinkel  gleich  2n-4  Rechten.“ 


„Ein  System  von  Dreieckswinkeln  be- 
steht entweder  aus  den  drei  hohlen  oder 
aus  einem  erhabenen  in  Verbindung  mit 
den  beiden  andern  hohlen  aber  negativ 
genommen.“ 

Sei  jetzt  ein  beliebiges  Vieleck  ABCDE 
gegeben  Man  nehme  einen  Funkt  0, 
gleichviel  wo  in  der  Ebene , und  ziehe 
von  ihm  eine  Grade  nach  der  ersten 
Ecke  A,  Linie  OA  drehe  man,  bis  sie 
in  diu  Lage  OB  kommt,  in  demselben 
Sinne  weiter,  bis  sie  in  Lage  OC  ge- 
langt n.  s.  w.  bis  sie  nach  OA  zurück- 
kehrt. Es  ist  dann  nicht  nöthig,  dass 
OA  gerade  4 Rechte  durchlaufen  hat, 
sie  kann  ein  beliebiges  Vielfaches  von 
4 Rechten,  also  4s  Rechte  durchlaufen 
haben.  Z.  B.  in  Viereck  ABCD  (Fig. 
25)  ist  Winkel  BOC  und  DOA  erhaben, 

Fig.  25. 


und  die  Summe  der  Drebnugswinkcl 
gleich  8 Rechten.  Bei  jeder  Thcildre- 
hung  von  OA  nach  OB,  von  OB  nach 
OC  u.  s.  w.  bilden  nun  die  beiden  La- 
gen der  Drehungslinie  mit  einer  Foly- 
gonscite  ein  Dreieck , das  wir  Central- 
dreieck nennen,  und  der  Drcliungswinkel 
ist  ein  Drcic'kswiakel  desselben  im  oben 
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Vielfacher  Stern. 


ingegebenen  Sinne.  — Polygonwinkel 
nennen  wir  den  Winkel  zweier  auf  ein- 
ander folgenden  Seiten , jedoch  so  ge- 
nommen. dase  er  aus  der  Summe  von 
a Dreieckswinkeln  zweier  auf  einander 
folgenden  Centraldreiecke  besteht,  die 
mit  den  Drebungswinkeln  zu  einem  Sy- 
stem geboren.  Dies  bestimmt,  ob  der 
Polygonwinkel  erhaben  oder  hohl,  posi- 
tir  oder  negativ  ist.  Z.  B.  Winkel  OBA 
nnd  —OBC  bilden  zusammen  den  bob- 
len  Polygonwinkel  —ABC,  da  OBC 
mit  dem  erhabenen  Winkel  COB  zn 
einem  System  gehört.  Da  man  nun  n 
Ceotraldreiecke  bat,  welche  stmmtliche 
Polygonwinkel  und  ausserdem  4s  Rechte 
um  0 hemm  umfassen,  so  hat  man  den 
Satz; 

„Die  Summe  aller  Polygonwinkel  be- 
trägt 2a— 4s  Rechte.“ 

ln  unserer  Pignr,  wo  a = 4,  s = 2 ist, 
bst  man  also  0 Rechte,  s kann  immer 
so  bestimmt  werden,  dass  2s  = n bleibt, 
also  im  Viereck  ist  die  Summe  der  Po- 
lygonwinkel 4 R oder  0,  im  Fünfeck  6 
oder  2 R u.  s.  w. 

Regelmässige  Vielecke  sind  solche’ 
worin  alle  Seiten  und  alle  Polygonwin- 
kel bezüglich  gleich  sind.  Deber  die- 
selben siehe  den  Artikel:  Raumlehre. 
Hier  wollen  wir  jedoch  auch  solche  in 
Betracht  sieben,  wo  die  Seiten  sich  durch- 
krenzen  können. 

In  der  That,  wenn  man  beim  ge- 
wöhnlichen (2a+l)-Eck  z.  B.  den  Iten 
nnd  3ten,  3tcn  nnd  5ten  . . . 2ntcn 
nnd  2ten,  2ten  und  4ten  . . . Theil- 
pankt  Yerbindet , bis  man  xom  ersten 
inrückkommt , so  hat  man  ein  neues 
i2n-fl)-Eck,  dom  alle  Eigenschaften  des 
regelmassigen  sukommen. 

Man  hat  für  den  Polygonwinkel  des 
regelmässigen  N*Eck  den  Ausdruck: 

2-i?  Rechte.  Ist  diese  Summe  gleich 

Null»  SO  fallen  alle  Seiten  susammen. 

Han  bat  also  fürs  regelmässige: 

Umlaufszcit 


C im  Herkules  36  Jahr 

ij  in  der  Krone  43  Jahr 

^ im  grossen  Bären  58  Jahr 

0 in  der  Krone  287  Jahr 

y im  Ldaren  1200  Jahr 


Dreieck:  } B, 

Viereck:  IR  oder  OB, 

Fünfeck : | B oder  | R, 

Sechseck : J oder  } oder  0 B, 

Siebeneck : y oder  f oder  f B, 
u.  B.  w. 

Vieleckiger  KOrper  (Geometrie). 

Siehe  Polyeder.  ^ • 

Yielfkcher  Funkt  (Geometrie). 

Derjenige  Punkt  einer  Curve,  worin 
sich  zwei  oder  mehrere  Zweige  schnei- 
den oder  Zusammentreffen.  Man  unter- 
scheidet Doppelpunkte,  dreifache  u.  s.  w. 
In  einem  sulchen  hat  die  Curve  bezüg- 
lich zwei,  drei  u.  s.  w.  Tangenten,  wel- 
che jedoch  einen  Winkel  von  180  Grad 
machen  können.  Ueber  die  Berccbnnog 
der  vielfachen  Punkte  siehe  die  Artikel: 
Besondere  Paukte , und : Analytische 
Geometrie. 

Vielfacher  Stern  (Astronomie). 

Nahe  neben  einander  stehende  Sterne, 
die  dem  blossen  Auge  als  ein  einziger 
erscheinen,  während  das  Fernrohr  sie 
als  mehrere  (Doppelstcrne , dreifache 
u.  8.  w.)  ausweist.  Man  tbeilt  sie  in 
optische,  d.  h.  solche,  die,  obgleich  in 
sehr  grosser  Entfernung  von  einander, 
fast  dieselbe  Gcsichtslinie,  von  der  Erde 
aus  gesehen,  haben,  und  physische,  bei 
denen  man  ans  dem  Grunde  auf  eine 
grössere  Nahe  schlicssen  kann , weil  bei 
ihnen  eine  Bahn  des  einen  um  den  an- 
dern beobachtet  ist.  Diese  Bahn  ist 
eine  relative  ellyptische,  d.  h.  jeder  macht 
um  den  andern  als  fest  gedachten  eine 
Ellipse,  wenn  die  Vereinigung  ein  Dopi^l- 
stern  ist.  Bei  zweien  hat  man  eine 
vollständige  Revolution  beobachtet,  tf  in 
der  Krone  und  { im  grossen  Bären,  bei 
den  andern  ist  die  Bahn  hypotheüsch. 
Die  Stcmkataloge  zeigen  über  10(X)  viel- 
fache Sterne.  Wir  fügen  für  die  wich- 
tigsten einige  Zablcnangabcn  hinzu: 

Halbe  grosso  Axe  Excentricität 

(senkrecht  von  der  Erde 
gesehen). 

1",  2 0,44 

3",  8 0,42 

3",  7 0,76 
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Tielhches  rArithmetik)i 

Eine  Zahl,  in  die  mit  einer  andern 
gegebenen  oline  ließt  dii'idirt  werden 
kann  Z.  B.  12  ißt  daß  3 fache  von  4. 

Yielseit  (Geometrie). 

Siehe  Vieleck. 

Viereck  (Geometrie). 

Im  engem  Sinne  ein  von  vier  Seiten 
begrenztcß  Ebeiicnßtuck,  allgemeiner  vier 
Punkte  durch  vier  Grade  verbunden. 
Vergleiche  auch  den  Artikel ; Vieleck, 
namentlich  über  den  Unterßchied  von 
Viereck,  Vieracit,  vollßiändigee  Viereck 
und  Vicrßcit.  Vergleiche  auch  den  Ar- 
tikel; Raumlehre. 

Tierseit  (Geometrie). 

Siehe  Viereck. 

Vierling  (Hetronomie). 

In  Baden  und  Würtemberg  wird  ßo 
} Pfund  im  gewöhnlichen  Lehen  genannt. 

Viertelkreis  (Geometrie  nnd  Astro- 
nomie). 

Gleichbedeutend  mit  Quadrant. 

Viemng  (Harkscheideknnst). 

Die  Breite  einer  Zeche, 

Vierweghahn  (Maschinenlebre). 

Der  von  Watt  für  die  Dampfmaßchinc 
angegebene  Hahn,  welcher  die  Abßperrung 
dea  Dampfes  und  den  Eintritt  deßßclbcn 
auf  beiden  Seiten  des  Kolbens  bewirkt. 
Neuere  Maschinen  haben  an  dessen 
Stelle  Schicbersteucrungen  (vergleiche 
die  Artikel : WSrme , und : Dampf- 

maschine). 

Tirtaelle  Geschwindigkeit  (Statik). 

Die  Gosebwindigkeiten,  welche  gewisse 
mit  einander  verbundene  Punkt«  gem&ss 
den  Bedingungen  der  Verbindung  an- 
nebmen  können.  Ueber  das  Prinzip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  vergleiche 
den  Artikel:  Statik. 

Tisiren  (Geod&sie). 

Die  Bestimmung  des  Winkels,  welchen 
die  Gesichtslinien  von  zwei  Punkten 
machen,  mittels  des  Diopters,  des  Theo- 
doliten oder  durch  andere  optische  In- 
strumente. 

Tisirkante  (Geodäsie). 

Die  eine  Kante  des  Diopterlineals, 


welche  der  Visirlinie  parmllel  ist,  oder 
in  sie  fallt. 

yisirkunst  (Hesskunst). 

Die  Ausmessung  der  in  Tonnen  oder 
Fässern  enthaltenen  Flüssigkeit  mittels 
des  Visirstabes. 

Man  nimmt  dabei  an,  das  Fass  sei 
gleich  einem  Cylinder  von  gleicher  Höhe, 
dessen  Grundfläche  gleich  ^ der  Boden- 
krcisflache,  -f  J der  Bauchfläche  ist, 
welche  letztere  durch  das  Spundloch  ge- 
messen wird. 

Ist  das  Fass  nm  Halse  weniger  ge- 
wölbt, so  gibt  man  dem  Durchmesser 
dos  Cylioders  ^ des  Bauchdarebmessers, 
i des  Bodendurchmessers.  Der  Visir- 
stab  gibt  den  Inhalt  des  gefüllten  Thei- 
les  des  Fasses  in  Flaschen  oder  Kannen 
durch  blosses  Eintanchen  des  Stabes  nnd 
Ablesen  von  einer  darauf  gezeichneten 
Scala  unmittelbar  oder  durch  leichte 
Rechnung,  natürlich  nur  annähernd. 

Tisirtafel  (Geodäsie). 

Gleichbedeutend  mit  NivcllirtaTel. 

Vistawechsel , SicMwechsel  (kauf- 
männische Rechenkunst). 

V 

Wechsel , deren  Zahlungstag  von  dem 
der  Präsentation  abhängig  ist,  z.  B.  nach 
Sicht,  a pista  d.  h.  nach  dem  Vorzcigen 
zahlbar,  3 Tage  nacii  Sicht  u.  s.  w. 

Vifianlsche  (aach  FloreDtlnische) 
Aafg;abe  (Stereometrie). 

Ein  von  Viviani  io  Florenz  (1622  bis 
1703)  den  Mathematikern  im  Jahre  1692 
gestelltes  Problem.  „In  einem  hemi- 
sphärischen Gewölbe  sollen  vier  Fenster 
so  angelegt  werden,  dass  der  Rest  des 
Gewölbes  geometrisch  quadrirbar  ist,“ 
Da  diese  Aufgabe  nqr  durch  Curven 
doppelter  Krümmung  gelüst  werden  kann, 
so  gab  sic  zuerst  den  Mathematikern 
Anlass,  sich  mit  solchen  Corven  zu  be- 
schäftigen und  hat  insofern  einige  Be- 
rühmtheit in  der  Geschichte  der  Mathe- 
matik erhalten.  Mit  der  Lösung  haben 
sich  beschäftigt  Lcibnitz  (Acta  erudito- 
rum  t 1692,  S.  275),  Jakob  Bernoulli 
(ebendaselbst  S.  3^),  Grandus  und 
Wallis. 

Tölligkeitscoefflcient  (Hydraulik). 

• Das  Verhältniss  des  Inhalts  des  Hanpt- 
querschnitts  eines  Schiffes  zu  dem  es 
umschliessendeu  Rechtecke,  auch  das 
Verhältniss  des  eingotauebten  Volumens 
zu  dem  cs  nmscbliessenden  Parallelepi- 
pedoD. 
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Iit  n der  Tiefgang , 6 die  grösste 
Breite,  / die  grösste  L&nge  des  einge- 
Uaebten  Schifftheilcs,  F der  Inhalt  des 
eingetauchten  Theilcs  des  Hauptspanters, 
G der  Inhalt  der  Schwimmflache,  V das 
Volumen  des  verdrängten  Wassers , so 
sind  die  VOlligkeitscocfficientcn: 

« = 4 = 0,82  bis  0,92, 

ab 

i = 4 = 0,80  bis  0,65, 

b l 

7 =-7-.  = 0,60  bis  0,45, 

abf 

Die  ersteren  Zahlen  beziehen  sich  auf 
Seeschiffe,  die  letzteren  auf  Flussschiffe. 

Togelparspective  (Pn^actioBBlehre). 

Gleichbedeutend  mit:  Orihogrnphischc 
Projection,  Die  Projcction  eines  Gegen- 
standes aof  eine  Kbcnc  mittels  prrnllc- 
1er  Linien,  die  durch  jeden  Punkt  g hcn. 

Tollkommene  Zahl  (Arithmetik). 

Eine  Zahl,  welche  der  Summe  ihrer 
Factoren  gleich  ist,  z.  B. : 

28  = l+24-4+7-fl4- 

Eino  solche  ist  z.  B.  1)2”,  wo 

n ganz  beliebig,  wenn  2"*^'  — 1 eine 
Primzahl  ist,  denn  dann  hat  diese  Zahl 
die  Factoren : 

1,  2,  2*  . . . 2",  (2"+'-l), 
,2"+* -1)2,  (2"+' -1)2»  . . . 
(2"+'-l)2’*“', 


und  deren  Summe  ist; 

2"+’-l+(2"+*-l)(2“-l) 

= (2”+’ -1)2". 
Vollmond  (iotronomle). 

Der  Mond  zn  der  Zeit,  wo  sich  die 
Erde  iwisrhcn  ihm  und  der  Sonne  be- 
findet. Er  ist  dann  180*  von  der  Sonne 
entfernt,  eulminirt  um  Mittemseht  und 
geht  auf  bei  Sonnenuntergang.  Die  Sonne 
erleuchtet  ihn  dann  vollständig. 

Volnmen  (Geometrie). 

Der  Inhalt  einer  begrenzten  Fläche 
oder  eines  KOrpers. 

Voraussetzung,  Hypothesis  (allge- 
meine Mathematik). 

Bei  einem  mathematischen  Satze  das, 
was  angenomiucn  wird.  Z.  B.  bei  dem 
Satze ; 

„Im  gleichschenkligen  Dreieck  sind 
die  Winkel  an  den  Qrundlinien  gleich,“ 

ist  die  Voranssetzung  die,  dass  das 
Dreieck  gleichschenklig  ist. 

Vorgelege  (Maschinenlehre). 

Eine  Verbindung  von  Rädern,  welche 
die  Bewegung  der  Umtriebsmaschine  ab- 
ändem,  and  dann  auf  die  Arbeitsmaschinc 
flbertragen. 

Vorrheken  der  Hachtgleichen  (Astro- 
nomie). 

Siehe  Fräcession.  ' 
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Wuge  (SUtlk  und  ■nschinenlehre). 

Instrument  znm  Hessen  des  Qewichta 
der  Körper,  ist  im  Wesentlichen  ein 
tweiarmiger  Hebel,  an  dessen  einem 
Arme  der  seinem  Gewichte  nach  zu  be- 
stimmende Körper  P,  am  andern  dos 
Aeqnivalent  Q in  bekannten  Gewichten 
angebracht  wird.  Sind  a und  b die 
Ärmlingen,  so  hat  man  bekanntlich: 
ttP=bQ,  damit  Gleichgewicht  stattfinde. 

Es  ist  also  dann  P = — . Man  nnter- 
a 

scheidet  gleicharmige  Waagen,  wo  b — a^ 
also  P = Q ist,  nnd  nngicicharmige. 

Die  glei  charmige  Waage  be- 

Fig, 


steht  ans  dem  Waagebalken  AB  (Fig. 
26),  der  Zunge  CD,  der  Scheere  CE, 
der  Axe  C,  welche  in  einem  sebarfge- 
schnittenen  dreiseitigen  Stahlprisma 
besteht,  und  den  mittels  der  Schnüre 
oder  Kelten  befestigten  Waagcschaalen, 
welche  den  zn  wogenden  Gegenstand  und 
die  Gewichte  anfnehmen.  Der  Vereini- 
gungspnnkl  der  Krifte  P nnd  Q geht 
durch  die  Verbindungslinie  der  Punkte 
A nnd  B,  also  durch  die  Mittellinie  des 
Waagebalkens,  nnd  wenn  Gleichgewicht 
herrschen  soll,  muss,  falls  Pnnd  0 gleich 
sind,  der  Mittelpunkt  von  AB  unter- 
stützt sein,  was  nur  mOglich  ist,  wenn 
er  sich  unterhalb  des  Anfhängepunktea 

26. 
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Fig.  27. 


E der  Sehoere  nnd  der  Axc  C befin- 
det, d.  b.  wenn  der  Balken  horiiontal 
iit,  nnd  die  Zunge  in  der  Scheero  sieb 
befindet  (einapielt).  Ist  «Iso  in  der  Tbat 
/’=(>,  so  treten  Schwingnngen  ein,  bis 
diese  L<4;e  erreicht  ist.  Die  Richtigkeit 
der  Waage  beruht  zanichst  auf  der 
ToUstlndigcn  Gleichheit  der  Arme  a und 
i.  Diese  wird  dadurch  geprüft,  dass 
nuui  Kraft  nnd  Last  /'  und  Q ver- 
tauscht, wo  sie  dann  immer  noch  oin- 
ipielen  muss. 

Soll  auf  einer  Waage,  die  nicht  voll- 
kommen richtig  ist,  doch  genau  gewogen 
werden,  so  bringe  man  zuerst  den  zu 
wiegenden  Körper  auf  die  Scbaale  A, 
und  auf  die  Schale  B eine  Masse  feinen 
Bleischrotes,  bis  Einspielen  erfolgt.  Dann 
vertansche  man  P mit  den  Gewichten 
Q,  welche  ebenfalls  mit  P'  im  Gleich- 
gewicht sind;  offenbar  ist  dann  P=Q. 

Die  Axe  besteht  darum  aus  einem 
Prisma,  welches  auf  hartem  Metall-  oder 
Slahllager  ruht,  damit  die  Waage  sich 
frei  bewege  und  die  Axenreibnng  sehr 
klein  sei.  Auch  die  Sebaalen  müssen 
an  schneidigen  Axen  aufgebängt  sein. 

Man  verlangt  von  einer  Wange  aber 
auch  Empfindlichkeit  nnd  Stabilitit , d. 
b.  wenn  ein  sehr  kleines  Gewicht  beim 
Einspielen  zugesetzt  wird , so  soll  sie 
sogleich  eine  Neigung  annehmen,  und 
wenn  dies  Gewicht  entfernt  wird,  so- 
gleich wieder  einspiclen. 

Erste  Bedingung  der  Stabilitlt  ist, 
dus  der  Schwerpunkt  S sich  unter  dem 
Aufhängepnnkt  befinde.  Sei  also  (Fig. 
27)  D die  Drebaxe,  S der  Schwerpunkt 
des  leeren  Balkens,  C der  Dnrchschnitts- 
pnnkt  von  OS  mit  der  Verbindungslinie 
AB  der  Punkte,  an  welchen  die  Schaa- 
len  angebracht  sind.  Dann  muss  D im- 
mer über  S nnd  zum  Mindesten  nicht 
unter  C sein,  da  man  annebmen  kann. 


dass  die  Gewichte  in  A und  B wirken, 
also  sich  in  C vereinen.  Der  Winkel, 
welchen  der  Waagebalken  bei  irgend 
einer  Belastung  mit  der  Horizontalen 
macht,  heisst  Ansschlag,  er  misst  die 
Empfindlichkeit  der  Waage.  Sei . 

CA=CB  = l,  CO  = a,  SD=$, 
der  Ansschlagswinkel  =7,  das  Gewicht 
des  leeren  Waagebalkens  =C,  das  Ge- 
wicht einer  Scbaale  nebst  Kette  nnd 
Haken  =Q,  befinde  sich  in  A das  Ge- 
wicht P+7^,  in  B das  Gewicht  P,  so  ist 
das  statische  Moment  auf  der  einen  Seite : 
(P+Q+Z)ÜH 

= (7’+0  + Z)(/co87  — (I  sin7) 
und  auf  der  andern  (hierher  stehenden)  : 
{P  -t-  Q)  0 7 -i-a  sin  7)-!-  Cs  sin  7. 

Also  für  das  Gleichgewicht  sind  diese 
Ausdrücke  gleich  zu  setzen.  Es  ergibt 
sich : 

ZI 

^'>=12{P+Q)  + Z]a+G,- 
Der  Ausschlag,  also  die  Empfindlich- 
keit, ist  der  Lftnge  des  Balkens  propor- 
tional; sie  nimmt  ab,  wenn  a,  0 und  s 
zunchmen.  Es  muss  also  der  Schwer- 
punkt des  Waagebalkens  nnd  die  Anf- 
hlngeiinie  AB  dem  Drehpunkte  sehr 
nahe  sein.  Ist  a = 0,  also  die  Waage 
in  C aufgehängt,  so  hat  man: 

ZI 

die  Empßndlichkcit  aleo  von  den  auf* 
gelegten  Qcwicbiea  unabhängig.  Solche 
Waagen  sind  also  besonders  brauchbar. 
Um  die  Empßndlichkeit  zn  reguliren, 
kann  ein  Ober  D angeschranbtes  Qe- 
wicht  dienen. 

Was  die  Stabilit&t  anbetrifift|  so  hat 
man  ihr  dieselbe  offenbar: 
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S = 2(/’+y)«/i+6’-  DF, 

ulso: 

S = [(/'+  /*)  2a +(.'«]  Bin./. 

Sio  wichst  mit  den  Ucwiclitcn  und  ist 
TOn  der  L&ngc  des  Balkens  unabhängig. 

Die  nngleicharmigeii  Waagen,  auch 
Sehnellwagen  genannt,  werden  getheilt 
1}  in  solche  mit  Laufgewicht , 2)  in 
solche  mit  verjfingtem,  3)  mit  festem 
Oewieht. 

Die  Waage  mit  Laufgewicht 
ist  ein  ungleicharmigcr  ilcbel  AB  (Fig. 
28).  Am  kürzeren  Arme  CA  befindet 
sich  die  Schaalc,  am  längeren  mit  einer 
Scala  versehen  das  verschiebbare  Ge- 
wicht G.  Ist  dasselbe  gic'ch  P,  Q die 
Last  an  A,  Befindet  sich  das  Laufge- 
wicht in  0,  so  ist  die  leere  Schaale  im 
Gleichgewicht.  Sei  = f’A  = a und 
f diejenige  Entfernung , in  welcher  das 
Gewicht  der  helastetcn  Schaale  Gleich- 
gewicht hält.  Man  hat  dann  offenbar: 


6(f-/.)  = ya. 

Die  Last  Q ist  also  dem  Wege  l—l, 
des  Laufgewichtes  proportional.  Als 
Einheit  kann  man  die  l^st  Q'  nehmen, 
welche  dem  am  Ende  B angebrachten 
Laufgewicht  das  Gleichgewicht  hält.  Ist 
also  OB  in  n Thcile  getheilt,  und  (f  be- 
findet sich  im  sten  Theile,  so  ist: 

Q'a  = Gr,  Qa  = Gt, 


Bei  der  Schnellwaage  mit  ver- 
jüngtem Gewicht  (Fig.  29)  hängt 
die  Last  aif  einem  kürzeren  Arme  CA 
als  das  Gewicht,  welches  den  Arm  CB 
hat.  Das  Verhältniss  der  Arme  ist  ge- 
wöhnlich 10:1.  Die  Waage  wird  dann 
Decimalwoagc  genannt.  Die  leere 
Waageschaale  wird  durch  ein  anderes 
Gewicht  (Tarirgewicht)  in  Gleichgewicht 
gebracht.  Ist  dann  wieder  Q die  Last, 


Fig.  29. 
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G das  Gewicht,  a und  6 die  Arme,  ao 
bG 

hat  man;  {f  = — , also  bei  der  Decimal- 
Waage  0 = 1OC. 

Die  Schnellwaage  mit  fettem 
Gewicht  (d&nitche  Waage)  hat  ein 
fett  aufgehingtes  Gewicht,  aber  eine 
Teranderliche  Urebaxe  C (Fig.  30).  wel- 
che mit  einer  Handhabe  gehalten  wird, 
wihrend  man  den  Arm  so  lange  schiebt, 
bis  Gleichgewicht  erfolgt.  Am  Arme 
befindet  sich  eine  nngleichtheiligc  Scala. 

Sei  G das  Gewicht,  Q = nG  die  Last, 
I die  Lange  des  Armes,  a die  Entfer- 
nung des  Gewichtes  vom  Aufh&ngepnnkt 
C,  so  ist: 

itO  (f—a)  = Ca,  o — — T“r. 

Setzt  man; 


n = l,  2,  3 . . ., 

so  bat  man:  , 

_ / 2/  3/ 

““  2’  T 4 ■ • ■ 

Setzt  man: 

» = 1.  1.  i • • •• 

so  hat  man; 

_ I I I 
3’  4’  6 • • 

also  tr&gt  man  von  A an  die  Enifernon- 

gen  ^ beaeichnel 

die  Endpunkte  mit  1,  2,  3 . . .,  dage- 
gen wenn  man  -g-  abtrigt,  die 

Tbeilpnnkte  mit  1,  1,  i,  »o  gibt  die 
Zahl  beim  Drehpunkte  unmittelbar. 


Fig.  31. 
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wievielmal  grosser  die  Last  als  das  Ge- 
wicht ist. 

Von  snsammengesetzten  Schnellwaagen 
geben  wir  nur  einige. 


1)  Die  Brückenwaage  des  Qain- 
tenz  besteht  aus  drei  Hebeln,  ACD,  EF 
und  II K (Fig.  31).  In  A hängt  die 
Schaale  für  das  Gewicht  G,  ausserdem 
ata  ersten  Hebelarm  noch  die  Stangen 
Bll  nnd  Eü,  DE  trägt  den  zweiten,  um 
F drehbaren  Hebel,  BH  den  dritten,  um 
Axe  K drehbaren,  welche  auf  EF  auf- 
sitzt.  Diese  beiden  letzten  Hebel  sind 
gabelförmig  um]  ihre  Axen  schneidig. 
Auf  HK  ist  die  Brücke  ML  befindlich, 
auf  welcher  die  Last  ruht.  Vor  dem 
Abwägen  ruht  der  Hebel  HK  auf  drei 
Stiften,  nnd  der  Waagebalken  wird  durch 
eine  Arretlrung  S gestützt.  Diese  wird 
nach  Auflegen  der  Last  ansgehoben,  nnd 
Gewicht  C aufgelegt,  so  dass  AD  zum 
Einspielen  kommt.  Vor  dem  Abnehmen 
der  Last  tritt  wieder  Arretimng  ein. 
Zeiger  Z gibt  den  Horizontalstand  an.  Ein 
verschiebbares  Gewicht  T tarirt  die  leere 
Waage 

Die  Angabe  der  Waage  muss  von  der 
Stellung  des  zu  wägenden  Körpers  un- 
abhängig sein.  Dies  wird  erreicht,  wenn 
das  Verhältniss  der  Arme  dos  zweiten 


EF 


Hebels  dasselbe  ist , als  das  der 


Arme  des  Waagebalkens  Sei  Q die 
Cd 

Last  auf  der  Brücke,  X der  Druck  in 
B auf  den  Waagebalken , Y der  in  A' 
aof  EPf  Z der  in  £,  so  ist: 


(?=X+K. 


Es  wirken  nan  auf  AD  in  A die  Last 
(?,  in  B Last  X und  in  E Last  Z,  also: 


G . AC=  L^  cD+X  • VB. 

Damit  nicht  F und  X einzeln  Vorkom- 
men , sondern  nur  X F =s  ^ , must 
sein: 

KF‘  CD=EF-  CB, 

Diese  Bedingung  ist  zu  erfüllen,  nnd 
dann  ist: 

G.  AC=Q-  CB, 
wie  bei  der  einfachen  Waage. 


2)  Die  Schwil  guesehe  Waa^e  be- 
steht in  einem  zweiarmigen  Hebel  ACB 
(Fig.  32),  einem  einfachen  einarmigen 
nnd  zwei  gabelförmigen  ein- 
armigen Ä,S,flS,  n.  8.  w.  Die  Dreh- 
axen  dieser  vier  Hebel  sind  C,  C,.  D^, 
D,.  Nur  der  eine  gabelförmige  Hebel 
ist  hier  sichtbar.  Gewöhnlich  ruht  die 
Brücke  auf  vier  Bolzen,  K,,  K,  , . ., 
während  des  Wägens  aber  auf  vier 
Schneiden,  S,,  . . . Es  ist  nämlich 

das  Gestell  E der  Waage  beweglich  nnd 
kann  durch  eine  Kurbel  auf-  nnd  nieder- 
gestellt  werden.  Das  Hebel  verhältniss 
ist  ^wohnlich: 


^-9  £l«-a  ö«. 

CB-*'  CB,~°'  ~DS 


= 10. 


Man  tarirt  die  leere  Waage.  Die  Kraft 
in  B oder  A^  ist  dann  gleich  dem  do]>' 
pcltcn  Gewicht  die  in  B^  =5nial 
der  in  A^^  also  =10(7,  endlich  die  Last 
Q in  S =10-10(7,  also  ^=100  (7. 


3)  Die  Schiffswaage  besteht  aas 
swei  übereinander  h&ngeiiden  ungleich* 
armigen  Waagebalken,  so  mit  einander 
verbunden,  dass  die  Kraft  des  untern 
als  Last  des  obem  wirkt.  Sind  bei  bei* 


Fig.  32 
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dan  ^alken  also  die  KrafUrme  lOmal 
grAsier  als  die  Lastannc,  so  hat  man 
Q = 100G. 

Sehr  schöne  nnd  höchst  empfindliche 
Wasgen  hat  nach  einem  eigenthOmlichen 
Principe  Schönemann  in  Brandenburg 
constmirt.  Bei  dieser  Gelegenheit  er- 
wlbnen  wir  auch  der  Waagen  desselben 
si^m  Messen  horizontal  wirkender  Kräfte 
durch  Gewichte. 

Die  Zeigerwaage  ist  ein  ungleich- 
armiger  Hebel  ACB  (Fig.  33).  In  A 


Fig  33. 


befindet  sich  ein  festes  Gcivicht,  in  B 
die  Schaale.  Wird  dieselbe  belastet,  io 
wird  A eine  gewisse  Lage  an  der  Scaia 
einnehmen,  welche  das  Gewicht  Q der 
Lut  angibt. 

Sei  S der  Schwerpunkt  der  nnbelaste- 
ten  Vorrichtung,  so  wird , wenn  Gleich- 
gewicht bergcstellt  ist,  S unter  C sich 
befinden.  Möge  Winkel  ACB  = >f  ^ sein. 
Wird  nun  die  Scbaalc  belastet , so  geht 
Winkel  7,  in  7 Ober,  nnd  Linie  CS 
macht  eine  Drehung,  die  gleich  7—7, 
ist.  Sei  CB  = a,  CS=t,  so  sind  die 
statischen  Momente  von  Kraft  G,  welche 
dem  Gewichte  der  ganzen  Vorrichtung 
gleich  ist,  also  in  S wirkt,  nnd  ß,  wel- 
ches in  B wirkt,  bezfiglich: 

ßasin7  nnd  C sin (7— 7»), 

also : 

_ Csin  (7-7,) 
asiu7  ’ 

Da  Winkel  7,  bekannt  ist,  so  kann  die 
Scala  so  gemacht  werden , dass  die 
Theilpnnkte  1,  2,  3 den  Werthen  von 

entsprechen. 

sin  7. 

Deber  Federwaagen  siehe  den  Artikel : 
Dynamometer,  Ober  Seilwaagen  den  Ar- 
tikel: Seilcnrven. 


Wuge  (Astronomie). 

, Das  siebente  Sternbild  des  Thier- 
kreises. 

Wsigerecht  (Statik  nnd  CoodAsio). 

Gleichbedeutend  mit  horizontal. 

Waaren  • Rechnnng  (kanAnAnnische 
Arithmetik). 

Bestimmung  des  Kaufpreises  einer 
Waare  nebst  allen  Unkosten.  Dem  Frin- 
cip  nach  ist  die  Rechnung  natürlich 
höchst  einfach,  und  es  kommt  eben  nur 
darauf  an , dass  keine  Bestimmung 
auraer  Acht  gelassen  werde.  Da  in  je- 
dem Falle  sich  dies  anders'  gestalten 
wird,  so  unterlassen  wir  hier,  ein  Bei- 
spiel zu  'geben. 

Waaren-lGoatro  (kaoflnAiinlacheArith 
metik). 

Dasjenige  Buch,  welches  ein  Conto 
für  jede  Waare  enthalt,  den  Zn-  und 
Abgang  angibt,  nnd  so  zur  Controlle  des 
Waareplagers  dient. 

W’Adar  (Chronologie). 

Der  jüdische  Schaltmonat ; er  folgt 
dem  Adar,  nnd  hat  29  Tage. 

WAhnug  (Hotronomio). 

Die  .Eintheiluog  der  Münzen,  seien  es 
wirklich  geprügte  oder  Bechnungsmünzen. 
z.  B.  der  Thaler  zn  30  Silbergroschen, 
der  France  zn  100  Centimes. 

WAlzendes  Pondol  (DTnnraik). 

Siehe  Wiege. 

WAlxondo  Roibug  (SUtlk). . ' 

Siehe  Reibung. 

WArme  (Inthematiuho  Ph|sik). 

1)  Einlei  tnng. 

Wir  lernen  die  Würme  znn&chst  durch  - 
ihre  Einwirkung  auf  die  GefOhlsnerven 
kennen.  Diese  Wirkung  in  ihrer  quali- 
tativen Beschaffenheit  ist,  wie  jede  an- 
dere Empfindung,  nicht  zu  definiten  und 
eben  nur  als  von  jeder  andern , z.  B. 
Gesichtssinn,  Gehörssinn  verschieden  hin- 
zustellen. Die  Einwirkung  auf  das  Ge- 
fohl  ist  indesB  eine  zn  allgemeine,  dem 
Ort  und  der  Intensität  nach  zu  wenig 
bestimmte,  als  dass  sie  zu  wesentlichen 
Untersuchungen  über  die  Natur  der 
Wirme  weiter  benutzt  werden  könnte. 
Wichtiger  sind  zwei  andere  Einwirkun- 
gen, die  uns  allerdings  nur  mittelbar 
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bewusst  werden.  *—  nie  Wärme  ändert 
die  Ausdehnung  der  Körper^  und  unter 
gewissen  Bedingungen  ihren  Aggregat- 
zustand, d.  h.  sic  macht  feste  flüssig, 
flüssige  luftfArmig. 

Wir  haben  uns  liier  zunächst  an  die 
ersterc  Eigenschaft,  weif  sic  stets  und 
bei  allen  Körpern  stattfindcn,  zu  baltcn, 
um  das  Wesen  der  Wärme  näher  kennen 
zu  lernen. 

Der  Umstand , dass  ein  Körper  sieh 
immer  mehr  ausdehnen  und  nueh  wieder 
zusammenzielien  kann,  führt  uns  darauf, 
dass  sein  Wärmezustand  sieh  verändern 
kann,  der  andere  Umstand,  dass  unter 
dem  Einflüsse  eines  anderen  Körpers 
der  crstcre  an  Ausdehnung  gewinnen 
kann,  wahrend  der  letztere  nbnimnit,  dar- 
auf, dass  die  Wärme  von  einem  Körper 
zum  andern  überströmt.  Findet  eine 
solche  Aenderung  der  beiden  Körj>er 
nicht  statt,  so  sagen  wir,  sic  hätten 
gleiche  Temperatur,  ohne  deshalb  den 
jedenfalls  falschen  Schluss  zu  machen, 
dass  ihr  Wärmezustand  derselbe  sei. 
Dagegen  kann  von  jedem  Körper,  so 
weit  wir  wissen,  Wärme  auf  einen  an- 
dern Überströmen  , falls  die  Wärmezu- 
stande aDgemessen  sind.  Demjenigen 
von  beiden,  dem  hierbei  Wärme  zuströmt, 
schreiben  wir  die  geringere,  dem,  von 
dem  sic  nbströmt,  die  grössere  Tempe- 
ratur zu.  Wir  erkennen  die  crstcre  an 
dem  Zunehmen,  die  letztere  an  dem  Ab- 
nehmen des  Volumens.  Aus  diesem 
Verhallen  aber  schliessen  wir,  dass  die 
Warme  nicht  absperrbar  sei,  und  ihr 
Ueberströnren  durch  keine  Kraft  zu  ver- 
hindern. 

Dass  die  Temperatur  nicht,  wie  cs  an- 
fänglich scheinen  möchte,  mit  der  Wärme 
identisch  'sei , schliessen  wir  aus  folgen- 
dem Verhalten. 

Wir  haben  schon  oben  angeführt,  dass 
die  Wärme  auch  den  Aggregatzustand 
der  Körper  verändere.  Wasser  z.  B. 
bis  zu  einem  gewissen  Grad  erwärmt, 
geht  in  Dampf  über,  wenn  noch  mehr 
Wärme  zuströmt.  Während  dieses  Ueber- 
gangs  aber  ändert  die  Temperatur  des 
Wassers  sich  nicht,  obgleich  die  des 
Körpers,  welcher  dem  Wasser  Wärme 
mitthcilt,  sich  vermindert.  Wir  müssen 
also  annchmen , dass  dem  Wasser  eine 
gewisse  Wärmemenge  abgegeben  ist,  seine 
Temperatur  sich  aber  nicht  erhöbt  habe. 

Ohne  für  jetzt  eine  Hypothese  über 
das  Wesen  der  Wärme  sowie  der  Tem- 
peratur zu  machen,  bietet  sich  das  Be- 
dürfniss  dar,  zunächst  die  letztere,  als 
dasjenige , dessen  Aenderung  uns  zu- 
erst in  die  Augen  fällt,  zu  messen. 


Hierzu  aber  sind  neue  Principien 
nöthig. 

2)  Temperatur  und  Thermo, 
mctc  r. 

Mögen  zivei  Körper  .4  und  B gleiche 
Temperatur  haben,  also  von  keinem  von 
beiden  dem  andern  Wärme  Zuströmen. 
Setzen  wir  beide  jetzt  einer  Wärme- 
quelle aus,  bis  beide  wieder  in  TemjM*- 
ralurglcichgcwicht  stehep ; möge  dabei 
das  Volumen  von  A sich  von  1 bis  auf 
1-f«  vermehrt  haben,  das  von  ß auf 
indem  wir  die  anfänglichen  Volu- 
mina mit  1 bezeichnen.  Wir  schliessen 
daraus,  dass  dieselbe  Temperaturzunahme 
dazu  gehöre , um  den  Körper  A um  a, 
als  um  den  Körper  ß um  ß zu  ver- 
grössern.  Diese  Temperaturzunahmc 
betrachten  wir  als  Einheit. 

Setzt  man  nun  den  Körper  A wieder 
einer  Wärmequelle  aus,  bis  seine  Zu- 
nahme «ft  beträgt.  Es  fragt  sich,  ob 
man  dann  sagen  kann,  seine  Tempera- 
tur habe  um  n Einheiten  zugenommen. 

Das  Critcrium  dafür  ist  leicht  zu  An- 
den. Bringt  man  B mit  A wieder  in 
Wärmegleichgcwicht,  und  beträgt  dann 
die  Volumcnzunahmc  von  ß:  n'ß^  so 
müsste  ß um  Einheiten  an  Tempe- 
ratur zugenommen  haben.  Da  aber  die 
Zunahme  bei  A und  ß gleich  ist,  muss 
n~n^  sein.  Dies  flndet  nun  zwar  nicht 
völlig  genau  statt,  jedoch  annähernd  für 
die  meisten  Körper  und  bei  denjenigen 
Temperaturen , in  welchen  sic  von  den 
Punkten,  wo  sic  ihren  Aggregatzustand 
andern,  cinigermaassen  entfernt  sind. 
Also  bei  eonstanlen  Gasen,  so  weit  wir 
beobachten  können,  immer,  bei  Dämpfen, 
die  nicht  der  Temperatur,  wo  sic  con- 
densiren,  nahe  sind,  bei  flüssigen,  die 
dem  Erstarrungs-  und  Verdampfungs- 
punkte nicht  sehr  nahe,  und  bei  festen 
Körpern,  wenn  sic  dem  Schmelzpunkte 
eich  nicht  nähern. 

Hieraus  folgt  also : 

„Ein  Körper  hat  eine  Temperatur  von 
« Einheiten,  wenn  sein  Volumen  um 
das  «fache  desjenigen  gewachsen  ist,  nm 
welches  er  bei  einer  Temperaturzunahme 
wächst,  die  wir  als  Einheit  willkürlich 
annchmen , und  von  einer  Temperatur 
aus,  die  wir  ebenfalls  willkürlich  als  den 
Nullpunkt  bezeichnen.“ 

Selbstverständlich  aber  muss  sich  der 
Körper  in  dem  oben  näher  angegebenen 
Zustande  beflnden. 

Es  kommt  jetzt  zunächst  auf  Bestim- 
mung des  Nullpunktes  und  der  Tempe- 
raturcinheit  an. 

Wir  haben  schon  oben  der  Eigenschaft 
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der  KO^r  erwähnt,  bei  Aenderung  ihres 
AggregatzostADdes  keine  Tenipcraturzu- 
Dahme  so  zeigen.  Sie  werden  also  beim 
bchmeieen  und  beim  Verdampfen,  wenn 
ihnen  auch  Wärme  zuströmt , an  einen 
Körper,  der  mit  ihnen  im  Teroperatur- 
gldichgewicht  ist,  weder  Wärme  abgc'ben, 
noch  ihm  solche  entnehmen.  Man 
nimmt  daher  als  Nullpunkt  die  TempC' 
rainr  des  schmelzenden  Eises , als  Ein- 
heit die  Temperatur,  welche  dos  eben 
geschmolzene  Wasser  bis  zum  Ver- 
dampfen, also  bis  zum  Siedepunkt  er- 
hitzt. 

Thermometer  heisst  ein  Instrument, 
welches  zum  Messen  der  Temperatur  be- 
•tinunt  ist.  Das  gewöhnlichste  ist  das 
Qaecksilbertbermoroetcr,  bekanntlich  aus 
einer  engen  Glasröhre  bestehend,  die  in 
ein  weiteres  Gefäss  ansmQndct,  genau 
eingetheilt  und  mit  Quecksilber  gefüllt 
iit.  Taucht  man  das  Instrument  in 
schmelzendes  Eis,  so  wird  die  Quecksil- 
bersäule bis  zu  einem  Punkte  sinken, 
den  man  als  Nullpunkt  der  Scala  (Ge- 
frierpunkt) annimmt.  Taucht  man  sie 
in  siedendes  Wasser,  so  hebt  sich  die 
Stule  bis  zu  einem  Punkte  (Siedepunkt), 
der  die  Tcmpcraturcinbcit  abgibt. 

Die  Höhe  der  Säule  vom  Nullpunkt 
bis  znm  Siedepunkt  heisst  Fundnmental- 
abstand;  er  wird  nach  der  Cclsius*schcn 
(Ccntcsimal-)  Eintheilung  in  100  Grade, 
nach  der  iUanmur’schcn  in  80  getheilt, 
derart,  dass  geringere  Temperaturen  als 
der  Gefrierpunkt  durch  negative  Zahlen 
bezeichnet  werden.  Nach  Fahrenheit 
theilt  man  den  Fandamentalabstand  in 
180  Grad,  nimmt  aber  den  Nullpunkt 
32  Grad  unter  dem  Gefrierpunkt,  so  dass 
der  leUtcre  mit  -f-32 , der  Siedepunkt 
■nit  -f-212  bezeichnet  wird. 

Möge  ein  Körper  bezüglich  ir , ß,  y 
Grade  nach  Celsius,  Böaumnr  und  Fah- 
rerheit  haben,  so  hat  man  die  Verwand- 
Inngsformcln : 

ß = if,  y = la+32, 

y = iß+3% 

n=5(/'-32),  ß=i(y-32), 

wo  natürlich  auf  das  Vorzeichen  zu  ach- 
ten ist. 

Quecksilber  gefriert  bei  —40“  C,  und 
siedet  bei  400*  C,  es  ist  also  nur  etwa 
reu  —36  bis  -f360*  zum  Messen  der 
Temperatur  zu  gebrauchen.  Für  niedere 
Temperaturen  gebraucht  man  Weingeist- 
ihermometcr,  die  ganz  wie  die  .Qücck- 
silberthermomcter  eingerichtet  sind. 

Di«  aus  festen  KCrpcrn  bedtehenden 
Thermometer  übergehen  wir,  da  sie  nicht 


als  PriteisionsinstrnmeDte  zu  betrachten 
sind.  Eben  so  sind  die  meisten  zum 
Messen  hoher  Wärmegrade  dienenden 
Instrumente  Pyrometer  von  geringer  Ge- 
nauigkeit. Nur  das  Luftthermometer 
kann  zu  diesem  Zwecke  mit  einiger 
Sicherheit  gebraucht  werden.  Ueberhaupt 
aber  ist  dies  Instrument  wichtig  zum 
Vergleicheu  der  übrigen  Thermometer, 
da  nur  constante  Luftarten,  wie'wir  ge- 
sehen haben,  sich  in  allen  uns  bekann- 
ten Grenzen  der  Temperatur  proportional 
ausdehnen.  Es  muss  aber  zunächst  auf 
das  Verhalten  der  erwärmten  Luft  noch 
etw'as  genauer  hier  eingegangen  werden. 

Nach  dem  Mariotte^schen  Gesetze  ver- 
halten sich  die  Vuluininn  einer  gegebe- 
nen Gcwichlsmengc  Luft  Fund  F,  um- 
gekehrt wie  die  Druckkräfte  p und  yr,, 
welchen  sie  susgesetzt  ist,  also  die  Dich- 
tigkeiten y und  y,  direct  wie  diese 
Drnckc,  d.  h.: 

f=PjZi; 

P p> 

Hierbei  ist  auf  die  Aenderung  der  Tem- 
peratur keine  Rücksicht  genommen. 
Setzen  wir  voraus,  dass  die  Luft  im  An- 
fänge 0 Grad  Temperatur  habe,  und  für 
joden  Grad  Temperaturzunahme  sich  das 
Volumc’n  von  1 auf  t-prt  vermehre,  jo 
wird,  wenn  die  Temperatur  auf  t Grade 
steigt,  ohne  dass  der  Druck  sich  ändert, 
F„  übergehen  in  r,(l-f-a().  Man  hat 
also ; 

, i._  (l+«0Ps 

P ’ 

wo  F,  sich  auf  die  Temperatur  0 be- 
zieht. Beziehe  sich  aber  F„  auf  die 
Temperatur  und  sei  F,'  das  auf  die 
Temperatur  0 bezogene  Volumen  beim 
Drucke  />,,  so  ist: 

F.'(l  + „t.)=F„ 

also  wenn  man  in  der  obigen  Formel 

f'o 

F,  mit  — vertauscht: 

p- 

,._y.  (i+«<.)p 
(1  + «0p. 

Diese  Formeln  sind  unter  dem  Namen 
des  Mnriottc-Gay-Lnssac'schen  Gesetzes 
bekannt. 

R heisst  der  Ansdehnungscoefficient. 
Wir  beziehen  ihn  auf  Centisimalgrade, 
und  es  ist  nach  Regnanlt  und  Magnus: 
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für  alle  consUnten  Gaie.  Derselbe  än- 
dert sich  nach  Regnaalt  indess  am  ein 
Geringes  bei  sehr  hohen  Temperaturen, 
auch  Tom  Drucke  ist  dieselbe  einiger- 
maassen  abhängig.  Die  hier  gegebene 
Zahl  bezieht  sich  auf  den  Barometer- 
stand 0,76  Meter.  Jedoch  ist  diese  Aen- 
derung  so  gering . dass  bei  0,1097  Me- 
tern ci  = 0,00365.  also  fast  anvertndert, 
und  erst  bei  ^6556  Metern  Druck 
« = 0.00371  beträgt.  Die  Aenderung 
des  Volumens  Tür  den  ganzen  Fundamen- 
talabstand  beträgt  100  « = Für  Bdau- 
mur’sche  Grade  würde  sich: 

.=  0,OM59 


der  äiissern , und  der  Temperatur  0, 
so  ist  das  Volumen  beim  Barometer- 
stände p,  und  der  Temperatur  f: 

K=K„(1-|-«I)^, 
also  die  Volumcnzunahme: 

K-  K.  = K.  « H-  K.  (1  -)-« I) 

P 

Das  letzte,  sehr  kleine  Glied  rechts  ist 
als  Correction  zu  betrachten , und  ent- 
spricht demnach  das  Volumen  V,n  der 
Rühre  einer  Volumenzunahme  um  1 Grad. 

Lnftpyrometer  haben  eine  etwas  com- 
plicirtere  Einrichtung.  Es  ist  (Fig.  34) 


ergeben.  Wir  setzen  jedoch  hier  immer 
Centisimsltheilung  voraus.  W''''* 
p,  = 0,76  Meter  gesetzt,  und  bemerken 
wir,  dass  bei  Null  Grad  Wärme  und  die- 
sem Barometerslande  das  Gewicht  eines 
Cuhikmeterg  atmosphärischer  Luft  gleich 
1,2935  Kilogramm  ist,  so  erhält  man, 
wenn  man  f,  = 0,  p,  = 0,76  setzt: 

1.702p 

>^  = 1+0.00367. 

Ist  p in  Tbeilen  des  mittleren  atmosphä- 
rischen Druckes  p,  =0,76  gegeben,  so 
kommt: 

_ 1,2935p., 

1-fot  ’ 

gibt  man  aber  p in  Pariser  Zoll,  und 
setzt : 

p.  = 0,76  Meter  = 28,075  Zoll, 
so ' kommt : 

0,002849p  . 

^"1-f  0,00^1 

Wftsserüarnpf  hat  etwa  | der  Dichtig- 
keit der  atmosphärischen  Lnft , älsa  für 
denselben  ist: 

0,78Ölp 

’'=T+ÖÖ(^.  Kilogramme, 

_0W^p_ 

^ l-f0,00367(  ’ 

wo  in  der  letzten  Formel  wieder  p in 
Zollen  gegeben  ist. 

Ein  Luftthermonieter  besteht  in  der 
einfachsten  Gestalt  in  einer  gewöhnlichen, 
horizontal  liegenden  Thermometerröhre, 
welche  calibrirt  und  an  einem  Ende  offen 
ist.  Sie  ist  mit  Luft  gefüllt,  welche  von 
der  äussern  Luft  durch  eine  kleine 
Quecksilbersäule  getrennt  ist.  Vernach- 
lässigt man  die  Ausdehnung  der  letztem, 
ist  V,  das  bekannte  Volumen  der  ab- 
gesperrten Luft  beim  Barometerstände 


Fig.  34. 


A eine  hohle  Flatinkngel,  woran  sich 
eine  enge  Röhre  AB  setzt.  Diese  mün- 
det in  die  weitere  Rühre  BC,  welche 
mit  einer  anderen  DE  communicirt.  Die 
Messingfassung  CFD  ist  mit  einem  Hahn 
versehen,  welcher  nicht  allein  das  Com- 
municiren  der  Röhren  unter  einander 
bewirkt  und  aufhebt,  sondern  wodurch 
man  auch  Quecksilber  ausfliessen  lassen 
und  eingiessen  kann.  AB  ist  mit  Luft 
gerüllt,  in  BFE  befindet  sich  Quecksil- 
ber. Fuhrt  man  A in  den  Feuerraum, 
dessen  Temperatur  untersucht  wird,  so 
dehnt  sich  die  Luft  in  AB  aus.  Sei 
K,  das  Volumen,  y,  die  Dichtigkeii 
derselben  bei  0 Grad  und  dem  Barome- 
terstand p,,  sei  V das  Volumen  bei 
Temperatur  t und  dem  Drucke  p 
wo  A durch  die  . QuecksUbersäule  EH 
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gciDttscd  wird,  welche  »im  Drucke  der 
MuerB  Lufi  p,  hiniukommt,  so  wird 
die  Dichtigkeit  sein: 

Po  + * 

p.  (l  + «rO’ 

slso  de  sich  das  Gewicht  nicht  ändert: 
p„  a+ai)  • 

Nehmen  wir  no,  ^ass  bei  0 Grad  der 
Ranm  AB  mit  Luft  gerüllt  ist,  so  ist 
die  Voinmensunahme  also: 

y=v.+v„ 

also; 

^p.(i+«0  = (^  + »".)(p.+  *) 

und  es  ergibt  sich  für  die  Temperatur 
des  Fenerranmes : 

, (>^.4-K.)(p.  + »)-K.p, 

»y,p. 

aV,p, 

Wenn  man  nach  Pouillet  das  lostrriment 
so  einrichtet,  dass  so  viel  Quecksilber 
abfliesst,  dass  es  in  beiden  Rohren  gleich- 
ilebt,  so  ist  A = 0,  also  : 

V, 

^ » 

« ^ 0 % 
oder  wenn  su  viel  Quecksilber  ^ugeler- 
tet  wird  (nueb  Regoauh) , dass  das 
Qnecksilber  in  der  HAhre  BN  auf  der- 
selben Höhe  atchen  bleibt,  soistVi^O: 

I-JL 

Man  kann  die  Kraft  berechnen,  welche 
sin  fester  Körper  bei  seiner  Ausdehnung 
durch  die  W&rme  auszuüben  im  Stande 
ist.  — Ist  E der  Elasticit&tsmodul  des 
Körpers,  F sein  Querschnitt,  I seine 
Lange  nnd  l seine  Ausdehnung,  voraus- 
gesetzt, dass  der  Körper  prismatisch  ist, 

so  ist  die  Aosdebnungtkraft 

aber  da : 

ist,  hat  man  dafür: 

atE'F. 


pers  bei  verschiedenen  Temperaturen 
sind,  so  verhalten  sich  die  entsprechen- 
den.  Flächen  wie  die  Quadrate,  und  die 
cttbischcn  Inhalte  wie  die  Guben  von 
und  /,.  Sind  also  F|  und  die 
Flächeninhalte,  V^  und  die  cubiseben 
Inhalte  der  Körper  für  die  Temperatu- 
ren und  I,,  so  ist: 

f,  “ V/,/  “\l  + ol,/  ’ 

K,  “ \/,/  ■~\l+n(,/  ■ - 
Da  n für  feste  Körper  and  auch  für 
flüssige  nur  klein  ist,  kann  man  setzen : 

^ = (l+2«/,Xl-2..i,)  = l + 2«(«.-<.), 
^ < 

V I 

Sonach  wkre  die  Volumenzunahme  dem 
Temperaturunterschiede  proportional  zu 
setzen,  wenn  derselbe  nicht  sehr  gross  ist. 

■ Bei  Flfissigkeiten  in  einem  Gefässe 
muss  man  die  wahre  Ausdehnung  von 
der  scheinbaren , d.  h.  von  der  im  Ver- 
hältniss  ZU  dem  Gefässe  unterscheiden, 
da  auch  letzteres  durch  die  Wärme  aus- 
gedehnt ist.  Nehmen  wir  an,  dass  die 
Temperatur  von  «,  in  t übergehe,  K, 
das 'anfängliche  Volumen  der  Flüssigkeit 
und  -des  Gefässcs  bis  zum  Spiegel  der- 
selben sei,  y die  sebliesslichc  Tempera- 
tur der  Flüssigkeit,  le  die  des  Gefässcs, 
rc,  a,  die  bezüglichen  lAngenausdch- 
nungKOefficienten.  Es  ist  dann: 

Sei  G,  der  Querschnitt  des  Geflsses,  A, 
die  Höhe  der  Flüssigkeit  für  Tempera- 
tur G,  h diese  Grössen  für  Tempe- 
ratur I,  so  ist: 

V=Gk,  V,  = G,h„ 

aber  wegen  der  Ausdehnung  des  Ge- 
fässes: 


Die  Metalle  haben  sehr  grosse  Elasti- 
dlätscoefficienten , nnd  somit  ist  für  sie 
dis  ansdehnende  Kraft  der  Wärme  sehr 
bedeutend.  Cry stalle,  die  nicht  znm  rc- 
gelmäasigen  System  gehören , dehnen 
sich  auch  nicht  nach  allen  Richtungen 
gleicbmlssig  ans,  bei  den  andern  Kör- 
pern aber  ist  dies  der  Fall,  und  somit, 
wenn  f,  und  /,  die  Längen  eines  Kör- 


woraus  sich  ergibt: 


s-S  a + «0*(l+«r,  o» 


oder  nähcrungsweisc: 

A = A.I1+(3«-2«, )(<-».)]. 
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Wsim  kber  die  Soa]a  eich  auf  dem  Ge-  Petit  durch  Vergteicbang  der  Ebbe 
Asse  befindet,  so  wird  die  scheinbare  sweier  cunimunicirendcn  QnecksilbersäQ- 
Ansdehnnng  nicht  in  Theilen  von  len  von  ungleicher  Temperatur: 
sondern  von  *,  gegeben,  wo  sich  *,  von  q bis  100  Grad: 

auf  die  Längenansdehnung  des  GeAsset  nnnniortio 

bezieht.  Es  ist:  d«-,j'js-O.WÜlö01», 

I von  100  bis  200: 

3«  = jj*j5  = 0,00018133, 

^,Q.  von  200  bis  300: 


Ai-foO(i+o>,>.n» 

oder  nbhernngsweise : 

* = *.  [1 -1-3(0-«, ){l-01, 

so  dass  die  wahre  und  scheinbare  Lln- 
genausdehnung  bezüglich  betragen: 


3«  = „'„  = 0,00018868. 

Dagegen  für  die  scheinbare  Ansdehnung: 
3 («- n ,)  = ,/„  = 0,00015432, 
woraus  sich  der  Ausdehnnngscoelficient 
des  Glases : 

«.  = 0,00000862, 


*-k.=  (3«-2«, )(!-».), 

A_*,  = 3(«-«.)(»-».). 

Die  Differenz  beider: 

A,  — A,  = rt,  (t— 

gibt  also  den  Ansdehnnngscoefficienten 
des  Gerässes. 

Für  Quecksilber  finden  Dnlong  und 


ergeben  würde.  Nach  Regnault  ist  der- 
selbe sehr  unbestimmt,  und  man  hat: 

3«,  =0,000019026  bis  0,000026025. 
Man  kann  aber  auch  eine  Formel  Ar 
Flüssigkeiten  suchen,  welche  höhere  Po- 
tenzen von  t enthält,  derart,  dass  sie  in 
weitern  Grenzen  die  Ausdehnung  gibt. 
So  findet  Regnault  fürs  Quecksilber: 


K=  V.  (1  0,000179007  t-f 0,000000252316  t«) 
wo  V,  sich  auf  die  Temperatur  Null  bezieht. 

Andere  Flüssigkeiten  dehnen  sich  noch  weniger  proportional  der  Temperatur- 
Zunahme  aus.  . 

Die  ganze  (cubische)  Volumenznnahme  von  0 bis  100  Grad  beträgt  Ar: 


Oliven-  nnd  Leinöl 

0,080 

Schwefelsäure  von  1,85  spec.  Gewicht 

0,060 

Alkohol  von  0,817  spec.  Gewicht 

0,1112 

Schwefeläther 

0,0700 

Kochsalzlösung  (gesättigt) 

0,050 

Quecksilber 

0,018018 

Wasser 

0,04775 

Am  rcgelmässigsten  ist  die  Ausdehnung  des  Wassert.  Seine  Diehtigkeit  nimmt 
zwischen  0 und  4 Grad  sogar  zu. 

Dieses  Verhalten  sucht  man  durch  empirische  Formeln  anszudrücken.*  So 
findet  HellstrOm  Ar  die  Temperaturen  von  0 bis  30  Grad  das  cubische  Volumen: 


V=  V„  (1-0,000057577  i-t- 0,0000075601 1*  -0,00000003509 1*), 
dagegen  zwischen  30  und  100  Grad : 

V=  K,  (1-0,00000941781-1-0,00000533661  t‘-0,0000000104086t*), 
wo  V,  anl  0 Grad  geht. 

Hiernach  ist  bei  3,9  Grad  die  grösste  Dichtigkeit.  Kopp  findet  dagegen 
zwischen  0 und  25  Grad: 

V=  (l-0,000061045(-f0,0000077183 1*  -0,00000003734 1«), 

und  danach  die  grösste  Dichtigkeit  bei  4.08  Grad. 

Für  feste  Körper  ist  die  Volumenzunahmo  noch  viel  kleiner  als  bei  fiüssigen. 
Die  folgende  Tafel  gibt  die  Längenzunahme  einiger  Körper,  wenn  die  Temperatur 
von  0 auf  100  Grad  steigt. 
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Platin,  nach  Borda 

„ nach  Uulong  nnd  Petit 


1 


Glu 

1161 

Suhl,  uogeh&rtet 

1 

927 

,.  gehärtet 

1 

807 

' Gusseisen 

1 

901 

Stabeissn 

1 

846 

Gold 

1 

682 

Kupfer 

1 

582 

Messing 

1 

535 

Silber 

1 

524 

Blei 

1 

351 

Zink 

1 

34Ö 

Zink  hat  also  die  grösste,  Flatina  und 
Glas  die  kleinste  Ansdehuung. 

3)  Wirme,  specifische,  ge- 
bundene und  freie  Wirme. 

Bei  den  vielen  Lücken,  welche  die 
Theorie  der  Wirme  nnd  namentlich  die 
Definition  der  darin  rorkommenden  Ans- 
drficke  bietet,  scheint  Cs  gerathen,  die 
Entstehung  dieser  Ausdrücke  zu  ver- 
folgen. 

Nach  dem  im  vorigen  Abschnitte  Ge- 
sagten müssen  wir,  nm  die  Temperatur 
scharf  an  definiren,  von  einem  ganz  hc- 
sthnmten  Stoffe , am  besten  von  einem 
loftförmigen,  z.  B.  von  der  atmosphiri- 
schen  Luft  ansgehen.  Wir  bezeichnen 
also  als  Temperatureinheit  der  atmosphä- 
rischen Lnft  eine  gewisse  Volnmenzo- 
nahme.  Ein  beliebiger  Körper  aber  iiat 
eine  Temperatur  von  n Einheiten  oder 
Graden , wenn  er  an  atmosphärische 
Lnft,  welche  vom  Nullpunkt  aus  nm  n 
Einheiten  ausgedehnt  ist,  weder  W&rme 
abgibt.  noch  solche  von  ihr  empfängt. 

Et  ist  jetzt  auf  die  Definition  nnd 
Messung  der  Wärme  selbst  näher  ein- 
zngeben. 


Der  früheren  Vorstellnng,  dass  die 
Wärmo  ein  Stoff  sei,  schliesst  sich  die 
Betrachtung  an,  dass  dieselbe  zwar  von 
Körper  zu  Körper  über-,  aber  nie  ver- 
loren gehen  oder  sich  vermindern  könne. 

Man  muss  nun  annehmen,  dass,  um 
einem  Körper  eine  gewisse  Temperatnr- 
zunabme  zu  geben , wenigstens  in  den 
Grenzen , wo  er  sich  dieser  Zunahme 
proportional  ausdebnt,  auch  eine  dersel- 
ben und  seiner  Masse  proportionale 
Wärmemenge  nötbig  sei,  dass  ferner,  um 
eine  gewisse  Masse  eines  Körpers  von 
dem  festen  in  den  fiOssigen,  und  von 
dem  flüssigen  in  den  luftförmigen  Zu- 
stand zu  bringen , eine  bestimmte  Wär- 
memenge, die  dieser  Masse  proportional 
ist,  gehört.  Dies  ist  folgcndermaassen 
durch  die  Erfahrung  zu  begründen. 

Um  z B.  eine  gewisse  Masse  Eis  zum 
Schmelzen  zu  bringen , verliert  die  Wär- 
mequelle, welche  die  dazu  nöthige  Wärme 
abgibt,  eine  gewisse  Anzahl  von  Tem- 
poraturgraden,  welche  ihrer  eigenen  Maste 
umgekehrt,  der  des  schmelzenden  Eises 
also  direct  proportional  ist.  Das  schmel- 
zende Eis  aber  erhält  dabei  keine  Tem- 
peratnrzunahme.  Ist  m die  Temperatur 
des  Eises,  ,W  die  der  Wärmequelle,  * 
die  anfängliche,  < , die  schlietslichc  Tem- 

peratur,  so  ist  immer  -jj^  (I  — • ,)  ooo 

constante  Grösse,  also,  wenn  M gleich 
der  Einheit,  m(t— «,).  Wir  scbliessen, 
dass  m (!—(,)  das  Maass  der  auf  das 
Schmelzen  verwendeten  Wärme,  die  man 
gebundene  Wärme  nennt,  ist.  In  der 
Tbat  wissen  wir,  dass  wenn  eine  Ge- 
wichtseinheit Wasser  friert,  der  Masse 
m die  Temperatur  l—t,  wieder  zuge- 
führt  werden  kann,  was  man  auch  ans- 
drflekt.  die  gebundene  Wärmo  sei  wieder 
frei  gewonlcn.  Ferner  weiss  man,  dass 
wenn  diese  Wärmemenge  m(f—»,)  einem 
andern  Körper  von  der  Gewichtseinheit 
zngefQhrt  wird,  er  nm  eine  gewisse  An- 
zahl von  Graden  r erwärmt  wird,  wobei 
r von  der  Natur  des  erwärmten  Körpers 
abhängt,  Wenn  derselbe  aber  weder 
seinen  Aggregatzustand  ändert,  noch 
sich  anders  als  der  Temperatur  propor- 
tional ausdehnt  (womit  wir  jetzt  eine 
bestimmte  Vorstellung  nach  dem  Vori- 
gen verbinden),  so  wird  die  «fache 
Wärmemenge  nm(l— <,)  (d.  h.  diejenige, 
welche  die  Temperatur  der  Masse  m um 
«((—(,)  Grad  erniedrigt,  oder  die  der 
Masse  nm  um  t — l,  Grad  steigert)  seine 
eigene  Temperatur  um  ni  Grad  erhöhen. 

Hieraus  ist  zu  folgern: 

„Die  einem  Körper  in  den  Grenzen, 
wo  er  sich  der  Temperatur  proportional 
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Miidehnt,  xngeflihrte  and  von  ihm  abge- 
gebene Wärme  iit  seiner  Hasse  and  sei- 
ner Temperatnrändemng  proportional.“ 

Die  einem  scbmelsenden  oder  verdam- 
pfenden Körper  sugefBhrte  gebnodene 
Wirme,  welche  seine  Temperatnr  nicht 
ändert,  ist  der  Maste  des  in  seinem 
Aggregaunsunde  veränderten  Körpers 
proportional  und  gleich  deijenigen,  welche, 
wenn  der  Körper  seinen  alten  Aggregat- 
znstand  wieder  annimmt,  wieder  frei 
wird,  also  die  Temperatnr  eines  anderen 
Körpers  erhöhen  kann. 

Da  gleiche  Wärmemengen  die  Tem- 
peraturen verschiedener  Körper  verschie- 
den erhöhen,  so  müssen  wir  nns,  um  die 
Wärmemengen  zu  messen,  auf  einen  ganz 
bestimmten  Körper  beziehen.  Gewöhn- 
lich nimmt  man  datu  Wasser  (also  im 
flOtsigen  Zustande).  Die  Wärmemenge, 
welche  ein  Pfund  Wasser  um  1 Grad 
erhöht,  ist  die  Wärmeeinheit  (Caloric). 
Sei  m eine  Gewichtsmenge  Wasser,  die 
von  t auf  Grad  sinkt,  und  während 
dessen  also  die  Wärmemenge  m((— I,) 
an  einen  Körper  abgibt,  der  dabei  von 
r auf  r,  Grade  steige,  und  die  Masse  ft 
habe,  so  braucht  man  also  eine  Wärme- 

191 

menge  Masseneinheit 

dieses  Körpers  von  r auf  r,  Grad,  folg- 
lich die  Wärmemenge  — , um 

diese  Masseneinheit  um  einen  Grad  Tem- 
peratur zu  erhöhen.  Diese  Wärmemenge 
nennen  wir  speciösche  Wärme  oder 
Wärmecapacität  des  bezeichneten  Kör- 
pers. Die  specifische  Wärme  des  Was- 
sers ist  also  gleich  1.  Ein  Beispiel  wird 
dies  klar  machen. 

Man  mische  1 Pfund  Wasser  von  10 
Grad  mit  2 Pfund  Eiten  (in  der  Gestalt 
von  Eisenfeile)  von  36  Grad.  Nach  Her- 
stellung des  Temperaturgleichgewichts 
möge  das  Gemenge  die  Temperatur  von 
15  Grad  haben.  Es  soll  die  specifische 
Wärme  des  Eisens  bestimmt  werden. 

Sei  dieselbe  gleich  z,  so  bat  das  Eisen 
die  Wärmemenge  2*  (^—15)  verloren, 
dagegen  hat  das  Wasser  die  Wärme- 
menge 15—10  gewonnen,  also: 

2x  (36-15)  =15-10, 

15-10  _ 5 

— so  — 


2(36-15)  “ 42' 

Im  Allgemeinen  seien  a und  « die 
spedfischen  Wärmen  zweier  Körper,  m 
und  u ihre  Gewichte , habe  der  erste 
die  Temperatur  I,  der  andere  die  Tem- 
peratnr r,  und  sei  T die  gemeinschaft- 
liche Temperatnr  nach  Herstellnng  des 


Temperatoi^leichgewichts,  wobei  Abgabe 
von  Wärme  an  einen  dritten ' Körper 
ansgeschlosten  ist,  so  hat  man : 

Offenbar  kann  auf  diese  Weise  die  spe- 
dfische  Wärme  der  Körper  sowohl  be- 
stimmt werden,  alt  auch  die  Temperatur 
der  Körper  von  hohen  Wärmegraden 
nntersucht  werden. 

Man  tanche  z.  B.  eine  glühende  eisems 
Stange  von  1 Pfund,  in  lOO  Pfund 
Wasser  von  0 Grad  Wärme.  Habe  nach 
Herstellung  des  Temperatorgleichgewieh- 
tes  beides  4 Grad  Temperatnr,  so  ist; 


1 = 100,  « = 1,  r=4,  f = 0, 
n = 0,12,  ft  = l, 


also: 


100  - 80  = 0, 12(r-80). 
_ 400-1-9,6 
' ■ 0,12  ■ 


:3413. 


Es  ist  so  möglich,  wenigstens  annähernd 
sehr  hohe  Temperaturgrade  durch  dti 
gewöhnliche  Quecksilberthermometer  zu 
bestimmen. 

Ein  ähnliches  Verfahren  gibt  auch 
diejenige  Wärmemenge,  welche  tun 
Schmelzen  der  Körper  nöthig  ist. 

Seien  m,  a,  t,  I,  Masse  specifischer 
Wärme  und  anfängliche  nnd  tchlieaslicbe 
Temperatnr  des  Körpers,  welcher  die 
Wärme  zum  Schmelzen  abgibt,  ft  die 
Masse,  welche  also  keine  TemperaUir- 
veiündemng  leidet,  so  ist  die  verbranchte 
Wärmemenge: 

ma{t-l^)  = ft^e, 

wenn  le  die  zum  Schmelzen  der  Ge- 
wichtseinheit nöthige  Wärmemenge  ist. 

Fürs  Wasser  ist  a=l,  so  z.  B.  erhält 
man  ffir  schmelzendes  Eit  w = 79  Grad, 
d.  h.  soviel  Wärme,  alt  die  Gewichts- 
einheit Wasser  um  79  Grad  erhöht. 
Diese  Wärmemenge  heisst  latente  Wärme 
des  Wassert.  Man  kann  aber  auch  die 
Haste  ft  des  schmelzenden  Körpert  von 
Temperatnr  r und  specifischer  Wärme 
n (im  flüssigen  Zustande)  mit  der  obigen 
Masse  mengen,  welche  die  Wärme  ab- 
gibt, und  warten,  bis  sowohl  die  ganze 
Masse  geschmolzen,  als  auch  das  Tem- 
peratnrgleicbgewicht  hergestellt  sei.  Sei 
T die  gemeinschaftliche  Temperatur, 
dann  ist  offenbar: 

m fl  (<  — 7^  = ^ o (T- r)-f  ^ IC. 

Zur  wirklichen  Ermittelung  der  tpect- 
fischen  Wärme  der  Körper  kann  man 
sowohl  das  Mitchnngaverfabren  anwen- 
den, als  auch  die  Scbmelzmethod«,  wal- 
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che  auf  den  lulctat  angeffthncn  Prinii- 
pien  und  Formeln  beruht. 

Zu  dem  Ende  dient  das  Calorimeter, 
welches  von  Eaplace  und  Laroisier  env 
geffthrt  ist.  — Von  swoi  Gefassen  ( 
Snd  B (Fig.  3ö)  steckt  das  leutere  inner- 
halb des  ersteren.  In  B liegt  der  zu 

untersnehendc  JCdeper  ^ •'"®  Q“*"' 

titkl  Eis,  in  C eine  andere  Quantil&t 
£is , welche  eben  nur  die  Erwai^ung 
durch  die  lussere  Umgebung  verhindern 
soll.  Mit  B steht  unten  ein  kleines, 
durch  einen  Hahn  verschlossenes  und 
dnreh  ein  Sieb  getrenntes  Bebültnise  I) 
in  Verbindung,  welches  das  abfliessende 
Wasser  aufnimrot.  B und  C 
mit  kleiogtstoiicnem  Eise  von  0 Gred 
Knüllt,  Körper  A hineingethan  (in  einer 
Bttebse,  wenn  er  dftssig  ist),  der  Deckel 
wird  auch  mit  Eis  belegt.  Nun  gebt  A 
von  Temperatur  l auf  0 über,  und  da- 
bei fliesst  Schmeliungswasscr  in  das  Ge- 
fiss  D.  Sei  o die  Capacität,  m die 
Hasse  "von  A,  ft  die  geschmolzene  Eis-^ 
masse,  so  ist: 

79ft 

19  ft  ^mat,  a-  , 

Ist  der  Körper,  in  eipem  Qeflsse,  so 


muss  auch  dessen  Wanne  in  itecnnnng 
gebracht  werden.  Ist  M seine  Masse, 
T seine  Temperatur,  i seine  Capacitat, 
BO  ist: 

19ft  = mal+MBT, 

19ft-MBT 

a = — ; . 

mt 


Die  Mischungsmothode  gibt  jedoch  die 
sichersten  Kesultate.  Begnault  findet 
auf  diese  Weise  folgende  spccifischen 
Wärmen : 


Eisen 

0,11379 

Zink 

0,09555 

Kupfer 

0,09515 

Messing 

0,09391 

Silber 

0,05701 

Blei 

0,03140 

Wismuth 

0,03084 

Antimon 

0,05077 

Zinn 

0,05628 

Platin 

0,03243 

Gold 

0,03244 

Sdiwefel 

0,20259 
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Kohlen 

Koaks 

Graphit 

Marmor 

Kalk  (ungelöscht) 

Alkohol  von  0,8^  Gewicht 

Eichenholz 

Glas 

Quecksilber 

Terpentinöl 


0,24111 

0.20307 

0,20187 

0.20989 

0,2169  nach  Lavoisier 

0,700  nach  Dalton 

0,570  nach  Mayer 

0,19768 

0,03332 

0.42593 


Die  festen  Köi*per  haben  also  geringere  spcdhscho  WArmc  als  Flüssigkeiteu,  die 
geringsten  die  Metalle.  Uebrigens  ändert  sich  das  specitische  Gewicht  der  festen 
und  flüssigen  Körper  mit  der  Dichtigkeit,  unh  also  auch  mit  der  Temperatur,  und 
zwar  nimmt  sie  zu,  wenn  die  Dichtigkeit  ahnimmt.  So  tindet  für  Wasser  von  t 
Grad  Temperatur  Uegnault  den  Ausdruck  für  die  speciflschc  Wärme: 

rt  = 1 4-0,00004  <4-0,0000009  / >. 

Die  spcciflsche  Wärme  der  Gase  kann  durch  ein  auf  anderen  Prinzipien  beru- 
hendes Calorimcter  gemessen  werden,  durch  welches  man  das  Gas  strömen  liUsi. 
Man  muss  hier  unterscheiden  zwischen  specifischer  Warme  unter  constantem  Druck, 
d.  h.  wenn  das  Gas  in  einem  Gefäss  sich  beflndet,  wo  cs  einen  gewissen  Druck 
erleidet,  sich  also  mit  zunehmender  Temperatur  ausdehnen  kann,  und  spccitischer 
Wärme  unter  constantem  Volumen,  d.  h.  wenn  das  Gas  sich  in  einem  fest  ver- 
schlossenen Gefissc  beflndet,  sich  also  nicht  ausdehnen  kann. 

Bei  constanten  Gasen  und  Dämpfen,  die  fern  von  dem  Punkte  sind,  wo  sie 
flüssig  werden,  ist  die  specifische  Wärme  unabhängig  von  der  Temperatur.  Man 
bezieht  aber  auch  die  speciflschc  Wärme  zuwcilcu  nicht  aufs  Gewicht , sondern 
aufs  Volumen,  d.  h.  man  versteht  die  Wärmemenge  darunter,  welche  die  Volumcn- 
cioheit  des  Gases  um  1 Grad  erwärmt. 

Regnault  flndet  für  verschiedene  Gase  unter  constantem  Drucke  die  speci- 
Asche  Wärme: 


Specifische  Wärme ; 


nach  Gewicht 

nach  Volnmen 

Dichtigkeit 

atmoiphlriscbe 

Luft  02377 

0.2377 

1,0000 

Sauerstoff 

0,2182 

0,2412 

1,1056 

Stickstoff 

0,2440 

0,2370 

0,9713 

Wasserstoff 

3,4046 

0,2356 

0,0692 

Kohlensüuro 

0,2164 

0.3308 

1.5290 

Kohlenoxyd 

0,2479 

0.2399 

0,9674 

Wasserdampf 

0,4750 

0,2950 

0,6210 

Die  Zahlen  in  der  zweiten  Rubrik  ent- 
stehen selbstverständlich  durch  Mnltipli- 
cation  derer  in  der  ersten  und  dritten. 
AufTallend  ist,  dass  bei  den  constanten 
Gasen  die  nach  Volumen  berechnete  spe- 
ciflsche  Wärme  fast  gleich  ist.  Wäre 
dies  vollständig  der  Fall,  so  könnte  man 
den  Satz  aussprcchen: 

„Um  ein  gewisses  Volumen  eines  con- 
stanten Gases  von  beliebiger  Beschaffen- 
heit um  eine  gewisse  Temperatur  zu  er- 
höhen, ist  immer  dieselbe  Wärmemenge 
DÖthig.‘* 

Will  man  diesen  Satz  für  die  aufs 


Gewicht  bezogene  specifische  Wärme 
anwenden,  so  ist,  wenn  s dieselbe,  d die 
Dichtigkeit  vorstellt,  das  Product  sd 
nahezu  constant.  Bei  Gosen  verhalten 
sich  bekanntlich  die  Dichtigkeiten  wie 
die  Atomgewichte.  Dies  Gesetz  spricht 
sich  also  in  seiner  Erweiterung  so  aus: 

„Bei  allen  einfachen  nnd  bei  allen 
ähnlich  chemisch  zusammengesetzten 
Körpern  ist  das  Product  aus  Atomge- 
wicht und  specifischer  Wärme  fast  con- 
stant.“ 

Für  einfache  Körper  ist  dies  Gesetz 
von  Dulong  und  Petit  ausgesprochen. 
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Der  konstante  Wcrih  des  Prodnetes  Ist 
im  roitilercD  Werthe  etwa  40.  Die  Aus- 
dehnang  auf  zusammengesetato  Körper 
juhrt  von  Ncnmann  und  Regimult  her. 
Man,  findet  für  Oxyde  etwa  72 , wenn 
die  Zusammensetzung  HO  ist  [H  stellt 
die  Basis  vor).  Jsl  sic  Ä,0,,  so  erhalt 
man  170,  für  HO.:  Bi) ; bei  Schwefel- 
metallen  von  der  Form  HS  : 74  u.  ».  w. 

Das  Calorimeter  für  Gnsc  ist  folgen- 
dermnassen  beschaffen.  Das  Giis  wird 
auf  100  Grad  gebracht,  und  in  einem 
Kohr  mH  “vielen  Windungen  durch  einen 
Wasserbehälter  geleitet ; am  andern  Ende 
entweicht  cs  wieder.  Die  Temperatur 
des  Wassers  erhöht  sich  so  lange,  bis 
es  eine  constante  Temperatur  onnimmt, 
d.  h.  so  viel  Wärme  vom  Gas  erhält, 
als  es  an  die  Umgebung  abgibt.  Wenn 
versebiedene  Gase  hierbei  mit  gleicher 
Schnelligkeit  strömen,  so  werden  die 
Temperaturerhöhungen  den  spccifisehen 
Wärmen  der  Gase  proportional  sein. 
Dasselbe  Mittel  findet  für  Dämpfe  An- 
wendung. 

Was  die  specifischc  Wärme  bei  con- 
staotem  Volumen  anbetrifft,  so  lässt  sie 
lieh  wegen  der  geringen  Leitung  der 
Gase  nicht  direct  finden.  Es  ist  das 

Verhaltniss  beider  specifischen  Wärmen 

c I 

daher  auf  verschiedenen  Wegen  gefun- 
den, von  denen  weiter  unten  die  Rede 
sein  wird. 

Nach  Massen  und  Regnaalt  ist  für 
atmosphärische  Luft ; 

— = 1,41.  c,=r  0,1687, 

>Iso  auch  e,  coiutant. 

Gehen  wir  Jetzt  zum  Schmelzen  und 
Verdampfen  der  Körper  über. 

Feste  Körper  gehen  in  den  flüssigen 
Zustand  über,  wenn  sie  eine  bestimmte 
Temperatur  erreicht  haben.  Diese  Tem- 
peratur ist  von  der  Matur  des  Körpers, 
also  lach  seiner  chemischen  Beschaffen- 
tieit,  in  sehr  geringem  Hausse  auch  vom 
Drucke  abhlngig , unter  welchem  das 
Schmelzen  vorgeht.  Sic  heisst  Schmelz- 
punkt, beim  Wasser  auch  Gefrierpunkt. 
Die  Scbmclzpnnkte  verschiedener  Kör- 
per sind ; 


Platin  -I-2500* 


Schmiedeeisen 

Stahl 

Gnsseisen 

Kupfer 

Silber 

Bronze 

Antimon 


-f-löOO*  - 1600» 
-i-1300*  - 1400» 
-f 1050»  - 1200» 
-)-1100»  -1200» 
-MOOO» 

+ 900» 

+ 600» 


Zink 

-i-400» 

Blei 

-1-330» 

Wismut!) 

-f260» 

Zinn 

-f230» 

Schwefel 

4-109» 

Gelber  Wachs 

4-  61» 

IMiotiphor 

4-  43» 

Sfife 

4-  .33» 

Kis 

0» 

Terpentinöl 

- 10» 

Quecksilber 

- 39» 

S<‘liwefeläthcr 

— 44» 

Kuhlcnsüure 

-100“ 

Bei  einigen  Metallen  geht  dem  Schmel- 
zen das  Glühen,  Roth-  und  Weissglühen 
vorher,  Pouillet  lindet  beim  Eisen  für 
diese  Zustände  folgende  Tcmpemlnren: 


Beginnendes  Rotbglühen  525* 


Dunkles  RothglUhen  700" 

Beginnemli's  Kirsehroth  800» 

Kirschroth  900» 

Helles  Kirsehroth  1000» 

Dunkles  Orangeglühen  1100* 

Helles  Orangeglühen  1200» 

Weissglühen  1300» 

Helles  Weissglühen  1400» 


Blendendes  Wcissglühen  1500» 

Bei  Leginngen  ist  je  nach  der  Mi- 
schung der  Schmelzpunkt  verschieden. 
Da  man  denselben  kennt,  kann  man  be- 
hnfs  pyromctrischer  Messungen  sich  eine 
Sehmelzbarkoitsscala  unfertigen.  Eciebt- 
flüssige  Lcgimngen  erhält  man  aus  Blei, 
Zinn,  WIsmuth,  schwerflüssige  ans  Gold 
und  Platin.  Die  ersteren  schmelzen 
leichter  als  einfache  Metalle,  die  letzteren 
schwerer  al^  Gold. 

Es  folgcir  hier  die  Schmelzpnnkte  eini- 
ger Lcgjc'ingen  der  ersteren  Art. 


Thcile : 


Blei  Zinn  Wismath 

11  4 

5 3 8 

2 3 5 

1 4 5 

10  1 

1 1 0 

0 2 1 

1 3 0 

0 3 2 


Schmelz- 

punkt 

94» 
lOO» 
100* 
118»,  9 
141»,  2 
241» 
167»,  7 
167»,  7 
200» 


Die  zweite  Mischung  ist  das  sogenannte 
Roso'schc  Metall. 
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Wuter  mit  Salten  gemischt  hat  einen 
niedrigeren  Schmelt-  oder  Getrierpnnkt 
als  0 Grad,  Heerwasser  gefriert  aus  die- 
sem Grunde  erst  bei  —2,5  Grad.  Mischt 
man  Schnee  von  geringerer  Kälte  mit 
Salz,  so  tritt  also  ein  Schmelzen  und 
dnreh  die  hierdurch  gebundene  Wärme 
eine  Erkältung  ein.  Hierauf  beruhen 
die  Kältemischungen. 

Die  meisten  KOrper  dehnen  sich  beim 
Schmelzen  ans  und  ziehen  sich  beim 
Gefrieren  zusammen.  Umgekehrt  ver- 
halten sich  Wismnth,  Gusseisen,  nament- 
lich aber  Eis,  das  beim  Gefrieren  sein 
Volumen  nm  vermehrt. 

Nicht  alle  festen  K0r{)er  schmelzen, 
sondern  ändern  stark  erhitzt  ihre  che- 
mische Beschaffenheit  (oxydiren , oder 
zersetzen  sich).  Von  einfachen  kommen 
z,  B.  Kohle  und  Kiesel  nicht  im  flüssi- 
gen Zustande  vor. 

Was  die  beim  Schmelzen  gebundene 
und  beim  Erstarren  wieder  freiwerdende 
Wärme  anbetrifft,  so  beträgt  diese  beim 
Wasser,  wie  schon  angedentet,  79  Grad. 
Bei  anderen  Körpern  mangein  genaue 
Dntersnebungen.  Es  wird  angegeben 
fürs  Quecksilber  86}  Grad , für  Blei 
90  Grad. 

Wir  haben  schon  der  Kältemischungen 
erwähnt.  3 Theiic  Schnee  von  0 Grad 
und  1 Theil  Kochsalz  binden  beim 
Schmelzen  17,7  Grad,  da  —17,7  Grad 
die  Temperatur  der  Mischung  ist.  2 
Theile  Schnee  und  3 Theiic  salzsaurcn 
Kalkes  haben  —28  Grad. 

In  den  luftförmigen  Zustand,  Dampf, 
gehen  die  KOrper  ans  dem  flüssigen  bei 
allen  Temperaturen , so  viel  man  weiss, 
über.  Bei  einigen  Körpern,  z B.  beim 
Eise , ist  ein  solcher  Uebergang  in  den 
luftlörmigen  Zustand  auch  vom  festen 
aus  nachgewiesen.  Bei  einer  gewissen 
Temperatur,  dem  Siedepunkte,  erfoigt 
diese  Verwandlung  aber  von  allen  Thci- 
len  des  Körpers  ans,  und  mit  grosser 
Schnelligkeit,  während  sie  bei  niedrigeren 
Temperaturen  nur  von  der  Oberfläche, 
nnd  nm  desto  langsamer,  je  geringer 
die  Temperatur  ist,  cintritt.  Diese  Ver- 
wandlung nennt  man  Verdunsten,  nnd 
die  beim  Siedepunkt  cintretende  Ver- 
dampfen. Im  letztem  Falle  sagt  man, 
dass  die  Flüssigkeit  siede.  Der  Siede- 
punkt ist  nicht  allein  von  der  Beschaffen- 
heit des  Körpers , sondern  auch  vom 
Drucke,  den  die  Flüssigkeit  leidet,  ab- 
hängig, so  dass  die  Temperatur  des 
Siedepunktes  mit  letzterem  zunimmt.  — 
Die  bei  niedrigeren  Temperaturen  ge- 
bildeten Dämpfe  haben  auch  geringere 
Spannkraft.  Der  Siedepunkt  tritt  ein. 


wenn  diese  Spannkraft  der  des  Druckes 
auf  die  Flüssigkeit  gleich  ist,  und  eben 
darum  erfolgt  das  Sieden  von  der  gan- 
zen FlOssigkeit  ans,  da  der  Druck  über- 
wunden ist.  — Umgekehrt  ist  mechani- 
scher Druck  ebenso  wie  Wärmeabnahme 
im  Stande,  Dämpfe  flüssig  zu  machen 
(zu  condensiren)  Wie  heim  Verdampfen 
oder  Verdunsten  Wärme  gebunden  wird, 
so  wird  sie  beim  Condensiren  wieder  frei. 
Diese  gebundene  Wärme  hängt  von  der 
Temperatur  ab,  unter  welcher  das  Ver- 
dunsten erfolgt. 

Man  nahm  frOher  an  , dass  die  Sum- 
men der  latenten  und  freien  Wärme  bei 
allen  Dämpfen,  die  aus  derselben  Flua- 
sigkeit  entstehen,  constant  sei.  Wenn 
aiso  z.  B.  W'asscr  im  Siedepunkt  von 
100  Grad,  531  Grad  latente  Wärme,  also 
100-1-531  = 631  Grad  Gesammtwärme 
habe,  so  müsste  demnach  dies  Quantum 
allen  Wasserdämpfen  zukommen.  Wenn 
sie  also  unter  / Grad  Wärme  verdamplen, 
wo  dann  ( die  freie  Wärme  ist,  so  müsste 
die  latente  Wärme  631  — < betragen.  — 
Rcgnaults  neuere  Untersuchungen  haben 
dies  jedoch  nicht  bestätigt;  derselbe  gibt 
als  Gesammtwärme  des  Wasserdampfes 
die  Grösse: 

f/=  6.065 -f  0,305  t. 

Was  seine  latente  Wärme  anbetriffl, 
so  kommt  es  hierbei  auf  die  Bildnngv- 
art  des  Dampfes  an.  Nehmen  wir  an, 
derselbe  bilde  sich  nnter  constantem 
Drucke  derart,  dass  Wasser  von  0 Grad 
erst  bis  t Grad  erwärmt  wird , was  ein 
Wärmeqnantnm  r erfordert,  nnd  dass 
dann  dies  Wasser  (dem  wir  die  Gewichts- 
einheit geben)  verdunste,  was  die  ge- 
bundene Wärme  «c  erfordert.  Dann  ist 
M?  = f/ — n. 

Ist  C die  specifische  Wärme  des  Was- 
sers, so  hatten  wir: 

C=  l-t-0,00004  l-f 0,0000009 1*. 
Offenbar  ist  nun: 


da  dem  Zuwachs  dt  der  Temperatur  die 
Wärmemenge  cdt  entspricht,  also: 

r = t-f-0,0002  l>  -f 0,0000003 1*, 

nnd  die  latente  Wärme: 

le  = 606,5  - 0,695 1 - 0,00002  / ’ 

-0,0000003  t’. 

wofür  Clausius  abgekürzt  setzt: 

» = 607  - 0,7061. 

Also  die  latente  Wärme  des  Im  Siede- 
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ponkle  gebildeten  Dunpfei,  wo  ( = 100, 
ergibt  eich: 

» = 606,6-  69,6  = 537. 


Die  latente  Winne  einiger  anderen 
Dlmpfe  im  Siedepunkt  beatimmt  Brix: 
Alkoboldampf  219  Grad , Terpentinöl- 
dampf  74  Grad. 

Ef  ergibt  lich  durch  Vergleiche  daa 
Geaeta,  daaa  die  latente  Wirme  der 
Dtinpfe  den  Dichtigkeiten  deraelben  faat 
amgekehrt  proportional  aind;  da  a.  B. 

Alkoholdampf  mal  ao  didit  ala  Waa- 

lerdampf,  ao  iat  die  latente  Wirme  dea 
erateren  gleich. 

^^-208 

2^-^' 


naa  nahe  der  Erfahrung  entapricht. 


4)  Verbreitung  der  Wirme 
durch  Strahlung  und  Leitung. 

Wir  haben  biaher  una  jeder  Hypotheae 
Uber  die  Matur  der  Warme  enthalten, 
und  nur  bei  DeBnitioaen  auf  die  Vor- 
iiellangen  dar  Emanationatbeorie,  der 
aie  ihr  Entatehen  rerdanken,  hingewie- 
MO.  Die  hier  folgenden  Verbreitnnga- 
geaetxe  achlieaaen  eich  aber  ao  genau 
der  Verbreiinng  dea  Lichtea  an,  daaa 
ea  unnmglnglit^  nötbig  wird,  beide  Er- 
•eheinangen  deraelben  Uraaefae , der 
Wellenbewegung  dea  Aethera  anxnaebrei- 
bau.  Wir  werden  diea  hier  tbnn. 

E«  iat  aloo  anxnnehmen , daaa  die 
Wirme  in  Wellenbewegungen  dea 
Aethera  beatehe.  Dieaelben  bringen  auf 
die  QefühlanerTen  wirkend  Wirmeem* 
pfindung  hervor,  wie  aie  auf  daa  Auge 
wirkend  die  Lichtempfindung  erregen. 
Senach  muaa  aieh  die  Wirme  auch  atrah- 
leaformig  von  der  Wlnneqnellc  ana  ver- 
breiten, von  den  Kftrpern  theilweiae 
gebrochen,  theilweiae  refleetirt  werden. 
Die  KArper  aind  der  Winne  gegenüber 
alao  diatherm  (d.  h.  aie  laaaen  die  Wirme 
gut  dnrcbatrohlen) , oder  refieetireo  aie 
rorxagaweiae.  Eia  drittea  Verhalten 
wird  gleich  erwihnt  werden. 

Die  Brechnng  der  Wlrmeatrahlen  iat 
eme  veraebiedene,  d.  h.  ein  einfallender 
Wlrmeatrahl  wird  beim  Brechen  verlegt, 
and  man  mnsa  ana  dieaem  Grunde  wie 
beim  Lichte  „Earben“  annebmen.  Allea 
dica  iat  durch  Verantdie  beatötigt,  aia- 
meatHch  durah  Mellon!,  welcher  aich  bei 
den  Meaanngen  der  Thermoaäule  bedient 
bot.  — Aber  nicht  dieaelben  KArper, 
welche  Licht  gnt  dnrcblaaaen,  thun  diea 
nach  mit  der  Wärme.  Der  Gmnd  iat 
folgender. 


Die  Licbtawahlen  haben  eine  nnglmche 
winnende  Kraft,  die  von  groaaerer 
Schwingnngadauer , alao  namentlich  die 
rothen , eine  grOaaere , ala  die  achneller 
achwingendeu  violetten.  Die  wlrmende 
Kraft  alao  verbllt  aich  entgegengeaetat 
der  chemiachen.  Ferner  gibt  ea  Strah- 
len, die  noch  langaamer  aebwingen,  nnd 
keine  Licht-,  wohl  aber  Wärmewirkan- 
gen  anaQben. 

Dem  Liebte  gleich  rerhllt  aich  die 
Wirme  auch  in  folgender  Beziehung. 

Bekanntlich  iat  die  Summe  der  Inten- 
aiilt  dea  gebrochenen  und  reflectirten 
Lichtea  der  dea  einfallenden  nicht  gleich, 
und  man  nimmt  daher  an,  daaa  ein 
Theil  dea  letztem  von  den  KOrpera  ab- 
aorbirt  wlre.  Genau  daaaelbe  tritt  bei 
der  Wirme  ein.  Wlhrend  aber  daa 
abaorbirtc  Licht  ala  aolcbea  nicht  bei 
den  K&rpern  nacbznweiaen  iat,  verbleibt 
die  abeorbirte  Wirme  ala  aolche  dem  ab- 
aorbirenden  Körper;  deraelbe  eracheint 
mit  ihr  ala  ein  aolcher,  von  dem  aelbat 
Wlrmeatrahlen  auagchen.  Daa  Verhal- 
ten hierbei  iat  alao  folgendea.  Wenn 
ein  Körper,  etwa  eine  Metallplatte,  einer 
Wlrmequelle,  a.  B.  einem  Ofen,  gegen- 
flbergcatellt  wird,  ao  wird  man  hinter 
deraelben  atehend  die  gebrochene,  vor 
deraelben  die  refiectirte  Wirme  empfin- 
den. Beide  verachwinden,  wenn  man  die 
Platte  von  der  Wlrmequelle  entfernt, 
lat  aie  aber  der  letzteren  längere  Zeit 
auageaetzt  geweaen,  ao  wird  die  Platte 
nicht  auf  ihren  früheren  Zuatnnd  erkal- 
tet aein , condern  aich  die  Temperatur 
durch  abaorbirte  Wirme  in  einer  Weiae 
geateigert  haben,  data  aie  aelbat  die 
Temperatur  der  Wlrmequelle  angenom- 
men haben  kann.  Daa  Verhalten  der 
Körper  der  Wirme  gegenüber  iat  alao 
daa  der  togenannten  Lichtmagnete  in 
Bezug  aufa  Licht,  und  tamit  auch  hier 
niebta  apecifitch  Verachiedenea  bei  beiden 
Ertebeinungen. 

Die  Abaorption  etkllrt  auch  die  Wlr- 
meleitnng  der  Körper.  Ein  Körper,  der 
an  aeiner  Oberfläche  erwärmt  iat,  wird 
ina  Innere  nnd  zu  den  ihn  etwa  berOh- 
raaden  Körpern  durch  Strahlung  Wirme 
aenden.  Nehmen  wir  nun  an,  data  diete 
Körper  nnr  tehr  wenig  Wlrmeatrahlen 
brechen,  ao  wird  aich  die  Wärme  ein- 
zig durch  Abaorption  verbreiten  können, 
d.  b.  der  der  Oberfliche  nlchete  Kör- 
pcrtheil  abtorbirt  von  dea  Wlrmeatrah- 
len deraelben,  von  dieaem  Tbeile  gebt 
Wirme  aua,  welche  der  nlchate  abaor- 
birt,  nnd  ao  fort  durch  den  ganzen  Kör- 
per, bia  Temperaturgleichgewicht  atatt- 
findel. 
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Die  Leitnngsfihigkeit  der  KOrper,  d. 
b.  ihre  FiLbigkeit,  die  Wirme  durch  Ab- 
iorptioD  TOD  Funkt  tu  Punkt  xn  ver- 
breiten, wird  natfirlich  eine  grOsiere  oder 
geringere  sein , und  wir  unterscheiden 
daher  gute  und  schlechte  Leiter.  Es 
folgt  hieraus  auch,  dass  die  Wirme  nicht 
absperrbar  ist,  selbst  wenn  man  einen 
KOrper  mit  andern  umgeben  konnte,  die 
gar  keine  Wärmestrahlen  dnrchlassen, 
würde  die  Absorption,  d.  h.  die  L.eitong 
hier  eintreten. 

Was  das  Verhalten  der  einselpen 
Körper  in  Bezug  auf  diese  Erscheinun- 
gen anbetrifft,  so  sind  darüber  vielfaehe 
Untersnehnngen  angestclit.  Als  treff- 
liches Mittel,  kleine  Temperaturänderun- 
gen zu  messen,  dient  die  oben  erwibnte 
Tbermoaiule,  der  Ausschlag  einer  damit 
verbundenen  Magnetnadel  gibt  die  Tem- 
peraturinderung  hierbei  an. 

Zunächst  zeigen  sich  hier  selbstver- 
ständlich wiederholt  die  beim  Liebte 
hervortretenden  Gesetze.  Die  Intensität 
der  Strahlen  nimmt  ab,  wie  das  Quadrat 
derEntfernung  vom  wärmegebendeoPunktc 
znnimmt. 

Die  Ausstrahlung  von  einem 
Körper  geschieht  wenigstens , wenn 
der  KOrper  nicht  diatherm  ist,  nur  von 
der  Oberfläche,  richtet  sieh  nach  der  Na- 
tnr  derselben  und  nimmt  mit  der  Tem- 
peratur des  Körpers  zu,  ist  aber  von 
der  der  Umgebung  unabhängig.  Metalle 
haben  das  Ausstrahlungsvermögen  im 
höheren  Maasse,  als  deren  Oxyde,  Was- 
ser mehr  als  Glas , rauhe  Oberflächen 
mehr  als  glatte,  was  sich  daraus  erklärt, 
dass  die  Rauhheit  in  der  That  die  Ober- 
fläche vergrOssert.  Nach  Meloni  ist  das 
Ausstrahlungsvermögen  am  grössten  beim 
Kiehnmss.  Setzt  man  dasselbe  gleich 
100,  so  ist  das  von  BIciweiss  auch  100, 
Hansenblase  91,  Tusche  8ö,  Gummilack 
72,  MeUll  12. 

Nicht  alle  Strahlen  haben  gleiche  In- 
tensität. und  zwar  die  schief  anstreten- 
den die  geringere.  Dies  erkläri  sich 
dadurch,  dass  die  senkrecht  austretenden 
keine  Interferenz  durch  die  nächsten  er- 
leiden. Tritt  aber  Strahl  AB  (Fig.  86) 
unter  Winkel  a ans,  so  wird  der  nächste 
AC  In  A Interferenz  bewirken,  wenn 
der  Längennnterschied  BE  = BC  • cos  n 
gleich  der  halben  Wellenlänge  ist , und 
die  Interferenz  ist  desto  vollständiger,  je 
geringer  der  Richtnngsnnterschied,  d.  h. 
je  kleiner  BC  oder  jemehr  eich  o der 
Noll  nähert,  also  je  schiefer  der  Strahl 
anstritt. 

Die  Du  rebs  t rahl  nng  ist,  wie  schon 
oben  gesagt,  nicht  mit  der  Durchsiobtig- 


Fig.  36. 


keit  ükereiustimmeud.  Am  diathermslSB 
verhält  sich  Steinsalz,  Kiehnmss  ist  sehr 
diatherm , obgieich  es  kein  Licht  hio- 
durcblässt,  Metalle  sind  atherm.  Usbri- 
gens  hängt  die  Diatbermität  von  der 
Schwingnngsdaner  (Farbe)  der  Wärme- 
strahlen  ab. 

Dass  bei  der  Brechung  die  Wänne- 
strablen  weniger  als  das  Licht  gebrochen 
werden,  folgt  ans  der  geringeren  Schwin- 
gnngsdauer  derselben. 

Die  Absorption  ist  natürlich  grosser 
bei  den  athermen  KOrpem , als  bei  den 
diathermen,  sie  ist  aber  auch  proportio- 
nal dem  Ansstrablnngsvermögen,  und 
zwar  findet  dies  sogar  für  die  Strahlen 
von  einer  gewissen  Schwingnngsdsner 
einzeln  statt  Es  erklärt  sich  dies  leicht 
dadurch,  dass  die  Absorption  als  ein 
Mitschwingen  des  absorbirenden  Körper) 
anfzufassen  ist.  Wie  aber  eine  Saite 
vermöge  ihrer  Länge  nnd  Beachaffenheil 
nur  für  gewisse  TOne , die  sich  zu  ihr 
verbreiten,  in  Mitschwingnng  geräth,  ist 
dies  auch  in  Bezog  auf  Licht-  und  Wär- 
meschwingongen  vermöge  der  Beschaffen- 
heit der  Körper  der  Fall,  nnd  es  ist  klar, 
dass  die  KOrper,  welche  direct  in  ge- 
wisse Schwingnngen  versetzt  werden  kön- 
nen (ansstrahlen),  eben  so  leicht  in  Mit- 
schwingnng der  sich  nm  sie  verbreiten- 
den Wellen  gerathen , was  ja  eben  dis 
Absorption  ist.  — Steinsalz  absorbirt. 
wie  es  scheint,  alle  Wärmestrahlen  gleicfa- 
mässig. 

Die  Reflection  ist  regelmässig  bei 
glatten,  unregelmässig  bei  ranhen  Kör- 
pern, ganz  wie  das  Licht;  am  grössten 
ist  sie  bei  den  Metallen.  Sei  das  Be- 
flexionsvermOgen  des  polirten  Stahls 
= 100,  so  'ist  das  des  Silbers  90,  des 
Stahls  70,  des  Glases  10,  des  Kehn- 
msses  0. 

Fügen  wir  endlich  noch  hinzn , dass 
man  sich  von  der  Polarisation  der  Wärms 
dnreh  Hindorchlassnng  derselben  durch 
eine  Schicht  dünner  Glimmerblättcben 


Digitized  by  Coogle 


Wärme. 


193 


Wärme. 


flbenengt  bftt.  Znr  ConoentriruDg  der 
WtrmeBtrablen  dienen  Linien  von  Stein- 
ule, welche!  die  Wtrme  besser  als  Glas 
bindnrchllUst. 

Da  die  Anastraliinng,  wie  wir  gesehen 
haben,  gana  unabhingig  von  der  Tem- 
perawr  der  Umgebung  geschieht,  so  kann 
Dar  dann  Wirmcgleichgewicht , also 
Gleichheit  der  Temperatur  stattfinden, 
wenn  der  KOrper  soviel  Wirme  von  der 
Umgebung  xnrückerhllt,  als  er  ansstrahlt. 
Diu  Gleichgewicht  ist  also  immer  ein 
bewegliches. 

Die  Wirmeleitung  findet  eben- 
falls fortwährend  statt,  und  bei  gleit^er 
Temperatur  ist  also  auch  das  Gleichge- 
wicht ein  bewegliches.  Gute  Wärmelei- 
ter sind  Metalle,  schlechte  Hols,  Stroh, 
Auhe  n.  a.  w.  Lockere  KCrper  leiten 
schlechter  als  feste,  der  Grund  liegt  in 
der  Znriickstrahlung  von  den  verschiede- 
nen Oberflächen  ; dnreh  Uulverisiren  eines 
Körpers  wird  also  seine  Leitiingsfahig- 
keit  vermindert.  Ueber  die  Oeaeue, 
wie  sich  die  Wärme  im  Innern  eines 
Körpers  verbreitet,  siehe  den  Artikel: 
Wärmeverbreitung, 

Das  LeitungsvermOgen  ist  die  Ge- 
schwindigkeit, mit  der  ein  KOrper  Wärme 
von  den  nächsten  Theilen  absorbirt. 
Setat  man  nach  Desgretx  die  des  Gol- 
des gleich  100,  so  ist  sie  fOr  Platin  981, 
für  Silber  973,  Kupfer  898.  Eisen  374, 
Zink  363,  Zinn  303,  Blei  180  , Marmor 
23,  gebraaute  Steine  12.  Ganz  andere 
Zahlen  aber  finden  Wiedemann  und  Franz. 
In  den  Flüssigkeiten  nnd  Luftarten  ver- 
breitet sich  die  Wärme  nicht  nur  durch 
Leitungen , sondern  auch  vermöge  der 
Beweglichkeit  dieser  Körper.  Wlrfnere, 
also  specifisch  leichtere  Theilc  heben 
sich,  kältere  sinken.  Das  Wasser  ver- 
hält sich  eigenihümlich  hierbei  vermöge 
seines  Dichtigkeiumaximums.  Man 
nimmt  an,  dass  die  Wärmemenge , wel- 
che ein  KOrper  durch  Leitung  abgibt, 
der  Temperatardifferenz  proportional  ist. 
Wenigstens  ist  dies  für  geringe  Tempe- 
raturen der  Fall. 

Die  Abkohlung  der  KOrper  in.käl- 
tem  Mitteln  erfolgt  durch  Leimng  und 
Strahlung,  verbunden  mit  der  Bewegung 
der  einzelnen  Tbeile  des  Mittels.  Nach 
Newton  wäre  die  Abkühlungsgcschwin- 
digkeit  der  Temperaturdifferenz  des  Kör- 
pers nnd  des  Mittels  proportional,  je- 
doch ist  dies  nur  für  kleine  Differenzen 
richtig.  Nach  Dnlong  und  Petit  theilt 
sich  die  Abkühlnngsgeschwindigkeit,  d.  h. 
der  Gesammtwärmeverlost  in  der  Zeit- 
einheit V in  die  durch  Strahlung  e,  und 
durch  Leitung  e,  an  die  Umgebung,  welche 


ein  Gas  sein  mOge.  - Die  Erfahmng 
gibt: 

c,  =»i  o*  (a^  — 1), 

wo  m und  a Erfalirungsaahlen  sind, 
von  denen  die  erstcre  von  der  Grosse 
der  Erkallungsfläche  und  der  Katar  des 
Körpers  abbängt,  a = 1,0077  zu  setzen, 
( die  Temperatur  der  Umgebung, 
9 der  Temperaturunterschied  ist.  Es 

misst  nämlich  ma  die  ausstrohlende, 

ma  die  sorückgcstrahlte  Wärme,  Da* 
gegen  ist: 


n ist  abhängig  ron  der  Natur  des  Kör* 
pers  und  der  Grösse  seiner  Oberfläche, 
c eine  nur  vom  erstcren  Umstande  ab- 
hängige  Constante,  p die  Elasticität  des 
Mittels,  also: 

v = ma  (a  ^ 

5)  Quellen  der  Wärme. 

Die  Hauptquello  der  Wärme  ist  fQr 
uns  die  Sonne;  ausserdem  entsteht 
Wärmj  beim  Stossc,  durch  Reibuug  und 
Druck,  Eloctricität,  durch  chemische 
Wirkung,  namentlich  bei  chemischen 
Verbindungen ; diesen  ist  auch  die  Ent* 
stehung  von  Wärme  durch  den  Lebens- 
proress  der  Tbicre  und  Pflanzen  beisu* 
zählen,  nnd  die,  welche  entsteht,  wenn  flUs* 
sige  Körperfest,  luftfÖrmige flüssig  werden, 
also  wenn  Wärme  frei  wird.  Bemerken  wir 
hierbei  schon  vorläufig,  dass  auch,  wenn 
Körper  zusammengedrückt . also  auch 
gestOBsen  werden,  Wärme  frei  wird,  und 
dieselbe  gebunden  wird  beim  Losreissen 
und  Ausdebnen.  Fügen  wir  binzu,  dass 
man  auch  zu  sagen  pflegt,  dass  bei  che- 
mischen Verbindungen  Wanne  frei,  bei 
Zersetzungen  gebunden  wird,  so  können 
wir  die  meisten  hier  angegebenen  Wär- 
mequellen climiniren,  und  auf  das  Ver- 
halten der  gebundenen  und  freien  Wärme 
zorückführen. 

Das  Verbrennen  ist  den  chemischen 
Verbindungen,  namentlich  der  Kohle 
mit  Sauerstoff,  beizuzäblcn;  beim  Lebens- 
prozesB  tritt  durch  das  Athcmholen  eben- 
falls Verbindung  von  Kohle  und  Sauer- 
stoff ein.  Gewöhnlich  nennt  man  Ver- 
brennung eine  von  Lithtcrscheinung  be- 
gleitete chemische  Verbindung,  und  in 
der  That  tritt  Lichtcrschcinung  fast  im- 
mer bei  starken  Wärmegraden  ein,  ein 
Umstand,  welcher  durch  das  Obengesagte 
leicht  erklärt  wird  Wahrscheinlich  ent- 
steht jedoch  die  Helligkeit  einer  Flamme 
nicht  aus  dem  Glühen  der  Oase,  sondern 
13 
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aas  dem  der  ron  ihnen  tnitgefuhilen 
Thcilchen  fester  KOrpcr. 

G)  Erklärung  der  Eigenschaf- 
ten der  Wärme  durch  die  Wellen- 
lehre. 

Wir  fassen  jetzt  immer  die  Wärme 
als  ron  Schwingungen  ausgehend  auf, 
CB  ist  sonach  Wärmemenge  mit  lebendi- 
ger Kraft  dieser  Schwingungen  als  iden* 
tisch  zu  nehmen. 

Was  die  Temperatur  anbetrifft,  so  ist 
deren  Deutung  in  der  Sprache  der 
Wellentehro  nicht  so  einfach.  Es  lässt 
sich  indess  leicht  cinsehen , dass  von 
zwei  Systemen  dasjenige  dem  andern  le- 
bendige Kraft  mittheilcn  wird . dessen 
Tbcile  die  grössere  Geschwindigkeit  ha- 
ben , und  diese  Wirkung  wird  so  lange 
dauern,  bis  diese  Geschwindigkeit  bei 
beiden  gleich  ist , dass  sie  also  dann 
gleiche  Temperatur  haben.  Indess  ent- 
steht die  Frage,  durch  welche  Function 
dieser  Gcschw’indigkcit  die  Temperatur 
gemessen  wird,  mit  andern  Worten,  wel- 
cher Fnnction  der  Schwingungsgeschwin- 
digkeit  proportional  sich  die  Körper  und 
namentlich  die  Gase  ausdehnen.  Sei  m 
die  Masse  der  in  der  Einheit  eines  Kör- 
pers enthaltenen  Aothertheile,  r die  mitt- 
lere Geschwindigkeit  derselben,  so  ist 
wir*  die  dem  Körper  zukommendc  Wär- 
memenge, Y (t;)  seine  Tcropcrator,  also 

^ . seine  specifischc  Wärme.  Nimmt 

V (») 

man  an,  dass  die  Temperatnr  der  Wär- 
memenge proportional  ist,  wie  dies  ja 
sich  in  gewissen  Grenzen  zu  bestätigen 
scheint,  so  ist  tf  (t)=  ip*,  also  wi  die  spe- 
cißschc  Wärme,  und  diese  würde  somit 
die  Dichtigkeit  des  Aethers  in  dem  bc- 
trcffcndcD  Körper  vorstclion. 

Die  Ausdehnung  der  Körper  durch 
die  Einwirkung  der  Wärme  lässt  sich 
nun  folgendermoassen  erklären. 

Schon  andere  Betrachtungen  haben 
darauf  geführt,  sich  einen  Körper  zusam- 
mengesetzt tu  denken  aus  Atomen,  die 
von  einander  getrennt  sind.  Jedes  dieser 
Atome,  nimmt  man  nun  an,  ist  wolken- 
artig  umgeben  von  Aethcr.  Während 
die  Kurperatome  einander  anzichen,  und 
xwar  nach  dem  Ncwton*schcn  Gesetze, 
findet  zwischen  den  Aetheratomen  wahr- 
scheinlich eine  Abstossung  statt,  zwischen 
Körper-  und  Aetheratomen  jedenfalls 
eine  Einwirkung,  aber  nur  in  sehr  ge- 
ringer Entfernung,  was  durch  die  geringe 
Dichtigkeit  des  Aethers  erklärt  wird. 
Ob  diese  Einwirkung  abstossend  oder 
anziehend  sei,  daffir  ergibt  sich  kein 
vollständiges  Critcriuro.  Die  Undurch- 


dringlichkeit der  Körper  scheint  für  er- 
Stores  zu  sprechen,  indess  kann  die  Ab- 
stossung zweier  Körper  bei  der  Berüh- 
rung auch  von  der  Einwirkung  ihrer 
Aetherbüllcn  auf  einander  ansgehen.  Fflr 
eine  Anziehung  aber  spricht  der  Um- 
stand, dass  die  Aetherbülle  dem  Körper 
verbleibt , jedoch  ist  auch  die  Möglich- 
keit vorhanden,  dass  die  Abstossung  der 
in  der  Umgebung  (Luft  oder  leerer  Raum) 
vorhandenen  Actberthcile  dies  bewirkt 
Wie  dem  aber  auch  sei,  enthältder  Kör- 
per eine  gewisse  Wärmemenge,  d.  h. 
haben  die  Schwingungen  des  ihn  am* 
hDilcnden  Aethers  eine  gewisse  lebendige 
Kraft,  so  bedingt  die  Stabilität  dieses 
Zustandes  eine  gewisse  Lage  der  Kör- 
peratome. Vermehrt  sich  die  Wirme, 
so  treten  bei  den  intensiveren  Schwin- 
gungen dje  Aetheratomc  den  Körperato- 
men  näher,  wodurch  eine  Erhöhung  der 
Wechselwirkung  eintritt,  und  die  Stabi- 
lität des  neuen  Zustandes  bedingt  dann 
eine  Veränderung,  in  der  Regel  eine 
grössere  Enifemung  dieser  Atome  von 
einander,  also  eine  Ausdehnung.  Dass 
das  Umgekehrte  auch  cintreten  kann, 
lehrt  K.  B.  das  Dichtigkeitsmaximum  des 
Wassers. 

Eine  ganz  neue  Seite  dieser  Betrach- 
tungen cröflfnet  uns  aber  die  Stellung, 
welche  die  Aenderung  des  Aggregatzu- 
des  und  die  latente  Wärme  zur  Wellen- 
lehre  cinnimmt. 

Die  stofTlichc  Wärmetheorie  muss  an- 
nehmen, dass  Wärme  nie  verloren  ginge. 
Wirkt  sic  also  nicht  mehr  auf  Tempera- 
turerhöhung, so  denkt  man  sie  sich, 
allerdings  nicht  sehr  vcrsländlich,  gebun- 
den oder  latent.  Anders  bei  der  Wellen- 
lehre 

Sei  die  Gcschwindigkeitcines  Aether- 
Punktes  zu  irgend  einer  Zeit,  r zu  ir- 
gend einer  andern,  m seine  Masse,  so 
hat  man  für  ein  System,  dessen  Funkte 
lebendige  Kraft  einander  mittheilen,  be- 
kanntlich immer  die  Gleichung: 

^ .i’  in  r * = j .i"  ni  Cg  * — 
wo  A die  in  der  Zeit  zwischen  beiden 
Zuständen  geleistete  Arbeit  ist. 

Man  kann  den  Ausdruck: 

I 2'  m r* 

(statt  wie  früher  in  der  Regel  2‘mr*), 
als  lebendige  Kraft  definiren,  und  unser 
Satz  heisst  dann  in  der  Sprache  der 
Wärmelehre : 

„Bei  der  Mittheilung  von  Wärme  gebt 
so  viel  Wärme  verloren,  als  die  wälirend 
der  Mittheilung  geleistete  Arbeit  be- 
trägt “ 
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Es  wird  also,  wenn  Warme  zo  einem 
Körper  von  geringerer  Temperatur  fiber- 
itrömt,  gewissermaassen  Wärme  in  Ar- 
beit vcrwandelti  d.  h.  aus  der  verlore- 
nen lebendigen  Kraft  entsteht  Arbeit. 

Da  A auch  negativ  sein  kann » so 
wird  auch  j£tnv*  grösser  sein  können 
als  h.  es  wird  Warme  ent- 

stehen; dann  aber  muss  eine  gleiche 
Quantität  Arbeit  verloren  gehen:  es 

wird  Arbeit  in  Warme  verwandelt,  — 
Die  Eigenschaft  der  Wärme,  sich  auszu- 
gleichen,  also  dem  kälteren  Körper  zu- 
Zuströmen,  lehrt  ferner: 

Jede  Arbeit  ist  begleitet  von  Ausglci- 
chong  der  Temperatur,  und  wenn  die 
Wärme  vom  kaltem  zum  wärmern  K6r«< 
per  strömen  soll,  so  kann  dies  nur  mit- 
telbar geschehen,  indem  die  aus  Arbeit 
entstandene  Warme  durch  den  kaltem 
zum  w'ärmcrn  Körper  strömt,  aber  auch 
hierbei  tritt  eine  Ansglcichnng  ein,  d.  h. 
der  kältere  Körper  nimmt  einen  Thcil 
der  entstandenen  Warme  an. 

Es  ist  nun  für  uns  latente  Wärme 
überhaupt  nicht  vorhanden,  und  dieser 
Ausdruck  eben  nur  der  Bequemlichkeit 
wegen  ab  und  zu  anzuwenden.  Gebun- 
dene Wärme  ist  für  uos  ferner  identisch 
mit  in  ArJbcit  verwandelter , frei  wer- 
dende mit  aus  rückgängiger  Arbeit  ent- 
standener Wärme.  Jede  Arbeit  ist  nun 
ein  Losreissen  von  Kräften,  d.  h.  eine 
Bewegung  der  Atome  den  auf  sre  wir- 
kenden Kraftrichtnngen  entgegen. 

Geht  ein  Körper  von  dem  festen  in 
den  flüssigen  Zustand  über,  so  ist  keine 
Frage,  dass  ein  solches  Losreissen  statt- 
flndc ; es  werden  die  sich  anziehenden 
Theilc  getrennt.  Wahrscheinlich  ist  der 
einzige  ’ Grund , dass  ein  Körper  durch 
mechanische  Arbeit,  also  durch  Aus- 
dehnen , nicht  flüssig  gemacht  werden 
kann,  der,  dass  diese  Ausdehnung  nicht 
nach  allen  Seiten  glcichmässig  erfolgen 
kann.  Es  ist  also  klar . dass  beim 
Flftssigwerdcn  eine  gewisse  Wärmemenge 
in  Arbeit  verwandelt,  Wärme  gebunden 
werden  muss.  Genau  dieselbe  Arbeits- 
menge  gelit  verloren,  wird  also  in  Wärme 
verw'andelt  (Wärme  wird  frei),  wenn  der 
flüssige  Körper  wieder  fest  wird. 

Gleiches  Verhalten  flndet  beim  Ver- 
dampfen der  flüssigen  Körper  und  beim 
Condensiren  der  luftförmigen  statt!  In 
der  That  kann  man  durch  Druck  luft- 
förmige Körper  flüssig  machen,  und  man 
sieht,  dass  hierbei  ein  Freiwerden  von 
Wärme  erfolgen  muss. 

Chemische  Zersetzungen  sind  Los- 
reilsangen,  es  wird  also  bei  denselben 
ein  gewisses  Quantum  Wärme  gebunden, 


weiches  bei  chemischen  Verbindungen 

frei  wird. 

Druck  und  Sto>s,  also  Verdichtung, 
auf  einen  Körper  führen  die  Theilo  des- 
selben einander  zu,  cs  geht  Arbeit  ver- 
loren, und  Wärme  wird  somit  frei. 

Was  die  Keibung  anbetrifTt,  so  wird 
durch  sie  bekanntlich  eine  zu  leistende 
Arbeit  beträchtlich  vermindert,  und  so- 
mit auch  eine  angemessene  Menge  Wärme 
erzeugt.  — Was  die  Erzeugung  der 
Wärme  durch  Licht  nnd  Electricität  an- 
betrifft,  so  sind  dies  Erscheinungen,  die 
im  Aether  selbst  Vorgehen,  Schwingun- 
gen einer  gewissen  Art  verändern  ihre 
Beschafl'enheit  und  nehmen  die  Art  der 
W'ärmcschwingungen  an. 

7)  Grundzüge  der  mechani- 
schen Wärmelehre. 

Die  mechanische  W^ärmelehre  stützt 
sich  auf  nie  eben  aDgeführten  Betrach- 
tungen. Es  folgt  aus  denselben  zunächst: 

Eine  gegebene  W'ärmcmcngc  kann  un- 
ter Umständen  eine  gewisse  und  genau 
zu  bestimmende  Arbeitsmengo  geben,  und 
umgekehrt. 

Die  Zahlcnbcziehung,  die  hier  obwal- 
tet. ist  die  folgende: 

Eine  Wärmeeinheit  (Caloric),  d.  h.  die- 
jenige W'ärmerocnge,  welche  1 Kilogramm 
Wasser  um  1 Grad  erwärmt,  ist  im 
Stunde,  1 Kilogramm  423.55  Meter  zu 
heben,  also  423,55  Kilogrammmeter  Ar- 
beit zu  leisten.  Nimmt  man  das  Kilo- 
grammmeter zur  Arbeitseinheit,  so  nennt 

man  die  Grösse  ^4  das  Wärme- 

Äquivalent  der  Arbeiticinheit,  £ = 423^ 
das  Ärbcitsäquivalent  der  Wärmeeinheit, 
oder  das  mechanische  Wärmeäquivalent. 

Als  Arbeitseinheit  pflegt  man  auch  die 
Arbeit  zu  nehmen,  welche  ein  Milligramm 
um  ein  Millimeter  der  Krafteinheit  eht- 
gegenbewegt.  Nimmt  man  9810  (in 
Milligrammen)  als  Intensität  der  Schwere, 
BO  ist  dann  £ = 415*  10* *. 

Bezieht  man  die  Wärmeeinheit  auf 
1 Pfund  und  1 Fuss,  so  ist  £=1344  in 
Fnsspfunden. 

Wie  dies  Wärmeäquivalent  ans  der 
bei  der  Compression  der  Luft  entste- 
henden Wärme  zu  bestimmen  ist,  soll 
später  gezeigt  werden. 

Joule  hat  nachgewiesen,  dass  das 
Wärmeäquivalent  ganz  unabhängig  sei 
von  der  Art  der  Verwandlung  der  Wärme 
in  Arbeit.  So  stellte  er  ein  Schaufelrad 
in  ein  mit  Wasser  gefülltes  Gefäss,  drehte 
das  erstcre  dnreh  einen  Mcchanismns 
und  verglich  die  geleistete  Arbeit  mit 
der  Tempernturzunahmo  des  Wassers, 
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Da  bei  der  Drelmng  der  alte  Zustand 
des  Kades  wieder  bergestcUt  wird , so 
gab  das  Verhältntss  der  Arbeit  zur  ent- 
standenen Wärme  das  mechanische  Wär- 
meäquivalent. Derselbe  Hess  ein  eiser- 
nes Kad  sich  in  Quecksilber  bew'egen 
und  fand  für  die  durch  Keibung  ent- 
standene Warme,  ebenso  bei  der  Rei- 
bung zweier  gusseisernen  Platten,  auch 
für  die  mittels  eines  electromagnetischen 
Rotationsapparates  behufs  der  Wärmeer- 
zeugung nufzuwendende  Arbeit  den  ent- 
sprechenden Ausdruck  mit  grosserer  oder 
geringerer  Genauigkeit. 

Wie  auch  der  Körper  beschaffen  sei, 
dessen  Wärmezustand  man  untersucht, 
so  bängt  das  Volumen  r und  die  Dich- 
tigkeit Q desselben  einerseits  von  seiner 
Temperatur  I,  andererseits  von  dem  da- 
rauf nnsgeübten  Drucke  p ab.  Es 
wird  also  zw’ischen  p und  v eine  Glei- 
chung stattfmdcD,  weiche  die  Katur  des 
Körpers  dehnirt. 

Die  zur  Temperaturerhöhung  von  Null 
auf  ( gebrauchte  Wurme  (>  zerfällt  in 
zwei  Theilc,  die  Wärme  f/,  die  dem 
Körper  verbleibt,  und  in  diejenige,  wel- 
che in  Arbeit  verwandelt  ist.  . 

Habe  der  Körper  die  Masscncinheit,  zu 
einer  unendlich  kleinen  Temperaturzn- 
nahmc  werde  die  Wärmemenge  ge- 
braucht, von  dieser  verbleibe  die  Menge 
dU  dem  Körper.  Die  Volumenzunahme 
ist  </e , und  da  der  Druck  p war,  so 
wird  p dt  die  auf  diese  Zunahme  ver- 
wandte Arbeit  sein,  welche  einer  Wär- 
memenge Apdt  äquivalent  ist.  Man 
hat  also: 

^Q  = dC-{-Apdt. 

Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  GröSse  U 
nicht  hlos  die  Temperuturzunahme  des 
Körpers  bewirkt,  sondern  auch  thcilweisc 
za  Innern  Arbeiten.  (Veränderungen  der 
Anordnung  der  Moleküle)  ver^vendet 
wird,  während  Apdt  die  äussere  Arbeit 
anzeigt;  daher  hat  Thomson  der  Grösse  U 
den  Namen  „ Energie  ” des  Körpers  ge- 
geben. Sic  ist  durch  den  Zustand  des 
Körpers  völlig  bcsiimnu,  da  dU  ein  voll- 
ständiges DitTcreuzial  ist,  pdV  aber 
hängt  vom  Wege  ab. 

Das  Zeichen  A ist  genommen,  weil 
kein  vollständiges  Differenzial  zu 
sein  braucht. 

V wird  nur  von  t,  p und  r abhängig 
sein , und  wegen  der  zwischen  diesen 
Grössen  siattfindenden  Gleichung  eine 
von  p nnd  r,  also: 

dV  :z  Xdp-\-ttdv, 

und  somit: 


1)  /\Q~Xdp-\-ydv, 
wo  zu  setzen  ist: 

2)  X = = 

Differenziirt  man  X nnd  y,  go  folgt  die 
wichtige  Beziehung; 


I) 


II -—-.4 

d«  de 


Man  kann  aber  auch  setzen; 

3)  Cse  = Zdl+Vdv; 

und ; ' 

4)  (iQ  = Mdl+Ndp. 

Denkt  man  sich  p als  Function  ron.  ( 
und 

a) 


so  kommt; 


Ist  die  Temperatur  cohstant,  ao  hat  man: 

dt.  dt 


b)  — dp  dt=.0. 

op  ^ ot> 

Ist  aber  dos  Volumen  constant,  so  wird 

«) 


«ft  = T-  dp. 
dp  '' 


Im  ersten  Falle  aber  gibt  die  Glei- 
chung a):  - 


</p  = ^«/e. 

or 


und  die  zweite  : 


Diese  Werthe  in  b und  c gesetzt,  geben : 

d) 


d t dp  dt  . 
Op  ov  ut 


e) 


ii  ^-1 

dp  d t * 


Gleichungen , welche  zur  Elimination 
dienen.  Wegen  1)  und  3)  aber  hat  man : 


op 


u+z 


dj 
du  ' 


Y. 


und  wegen  1)  und  4); 


M^+A  = X,  *i^=r. 


op 


also: 


ö) 


und; 


Z = - 


if 

dp 


l/  = 


dt  ■ 

dp 


Digilized  by  Google 


Wärme. 


197 


Wärme. 


6) 


y v_  «y 

dl  ’ dt  ■ 


dv 


Aber  wenn  man  eeut: 
7) 


•0  folgt  mit  UiUfc  der  Bczicbongen 
iDi  5)  und  6)  noch : 

8)  = 


9) 


TT 

dp 

„ Ydt-Cdp 
t^Q=—TT^y 

dv 


aoch  hat  man : 

10)  v=-^,  s = -^. 

"Sp  dv 

Wai  die  Bedeutung  dieaer  Coefflcienten 
ubetriSt,  to  iit  Z daa  Verbältnisi  der 
bei  conatantem  Volomen  verwandten 
W&rme  znr  Temperaturerböbung , d.  b. 
die  ipecifiacbe  Wirme  bei  conatantem 
Voinmen,  M aberiat  die  apecifiacbe  Wirme 
bei  conatantem  Dmck.  Daasdieae  QrOaaen 
bei  Oaaen  veracbieden  aind , iat  in  den 
vorigen  Abachnitten  gezeigt.  Diea  gilt 
aber  jedenfalla,  wenn  anch  in  geringerem 
Maaaae,  anch  fbr  die  übrigen  Körper. 


8)  Uebergang  der  Wirme  in 
Arbeit  dnrch  Kreiaprozeaac. 

Auf  unendlich  viel  Arten  kann  ana 
Wirme  Arbeit  erzengt  werden.  Immer 
iat  ea  aber  hierbei  nöthig,  dasa  gleich- 
zeitig Wirme  von  einem  wlrmern  nach 
einem  klltem  KOrper  hinatrOme.  Den- 
ken wir  una  z.  B.  ein  Oaa,  welchea  etwa 
in  einem  durch  einen  verachiebbaren 
Kolben  geachloaaenen  Geflaae  aich  be- 
findet, der  dnrch  ein  Gewicht  belaatet 
iat  Wenn  dieaea  Oaa  dnrch  Berfihmng 
einea  wärmeren  KOrpera  erwlrmt  wird, 
and  aomit  aich  anadebnt,  ao  iat  damit 
eineraeita  ein  Heben  des  Qewichtea, 
alao  eine  Arbeit,  und  andererzeita  ein 
DeberstrOmen  der  Wirme  verbunden. 
Ea  könnte  mOgUcherweiae  die  Auadch- 
nnng  dea  Gaaea  aelbat  eine  Arbeit  sein, 
wenn  nlmlich  eine  Anziehung  der  Theile 
deaaelben  unter  aich  atattrinde,  welche 
an  überwinden  wäre.  Die  Erfahrung 
acheint  diea  für  Gaze  zu  widerlegen. 
Diente  mn  fetter  Körper  znr  Vermitte- 
lung der  Arbeitaerzengnngi^ao  würde  in 
der  That  au  detten  Antdebnnng  Arbeit 


erforderlich  sein.  Auf  diesen  Gegenstand 
ist  später  znrOckznkommen. 

Bei  Maschinen,  welche  mittels  der 
Wirme  arbeiten , w ird  es  nun  nOthig 
sein,  dass  diese  Wärmeübertragung  durch 
Körper  geschieht,  welche  periodisch  zu 
denselben  Znatlnden  zuradikehren,  weil 
nnr  auf  diese  Weise  eine  gleichmässige 
und  danernde  Uebertragung  stattlindcn 
kann.  Betrachten  wir  in  dieser  Bezie- 
hung z.  B.  die  erste  und  fast  noch  im- 
mer einzige  practische  Maschine,  welche 
direct  vermittels  der  Wärme  arbeitet, 
die  Dampfmaachine.  Wir  haben  hier: 

1)  Eine  Wlrmeqnelle,  die  Fenernng, 

2)  Einen  vermittelnden  Körper,  daa 
Wasser. 

Demaelben  wird  von  der  erstem  Wirme 
mitgetheilt.  Diese  dient  zunächst,  daa 
Waaser  in  Dampf  zu  verwandeln,  wel- 
ches in  den  Cylinder  tritt  nnd  hier  den 
belasteten  Kolben  hebt,  also  Arbeit  er- 
zeugt , wobei  sich  der  Dampf  nothwen- 
dig  abküblt. 

3)  Einen  Wlrmereceptor,  das  im  Con-  ■ 
densator  befindliche  KOblwaascr,  oder 
wenn  ersterer  fehlt , die  atmosphärische 
Luft. 

Durch  sie  wird  der  Dampf  abgekühlt, 
der  Kolben  senkt  sich;  da  er  belastet 
ist,  geht  allerdings  ein  Theil  der  er- 
zeugten Arbeit  wieder  verloren.  End- 
lich wird  der  Dampf  bei  diesem  Prozesse 
ganz  entfernt.  Neuer  Dampf  von  der- 
selben 'Temperatur  wie  im  Anfang  tritt 
in  den  Cylinder,  nnd  der  Zustand  der 
Wärmequelle,  des  vermittelnden  KOrpera 
und  des  Receptors  sind  dann  wie  im 
Anfänge.  Jedoch  ist  zu  bemerken,  dass 
der  vermittelnde  Körper  jetzt  ein  ande- 
rer geworden  ist,  es  ist  nlmlich  neuer 
Dampf  gebildet. 

Dieter  letztere  Umstand  bedingt  vom 
rein  theoretischen  Standpunkte , abgese- 
hen von  anderen  Umständen,  einen  we- 
aentlichen  Fehler  der  Dampfmaschine. 
Es  muss  mit  Aufwand  von  Kraft  v der 
Dampf  entfernt  nnd  Wirme  ansserdem 
nnhenntzt  fortgeffihrt  werden.  Man  kann 
also  die  Frage  .stellen  : Wie  würde  sich 
Wirme,  ohne  dasa  der  vermittelnde  Kör- 
per wechselt,  am  vortheilhaftesten  znr 
Arbeltscrzcngung  verwenden  laasen? 
Mit  dieser  Frage  hat  sich  zuerst  der 
jüngere  Camot  beschäftigt  (.Sur  la  puit- 
tance  molrice  du  fco),  nnd  zu  dem  Ende 
die  folgende  Vorrichtung  angegeben, 
selbstverständlich,  ohne  dabei  an  prac- 
tische Ansffihmng  zu  denken. 

Wir  denken  uns  wieder  eine  Wärme- 
quelle A,  einen  vermittelnden  KOrper  B, 
a.  B.  ein  Gaa  in  einem  Geflase,  welches 
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einen  belasteten  Kolben  hebt^  es  kann 
dies  aber  auch  ein  fester  oder  tlQssi^er 
Körper  sein,  der  mit  Ueberwindunt  eines 
Druckes  sich  ausdehnt.  Vorausgesetst 
wird,  dass  B eine  geringere  Tcmperaiur 
als  A habe,  absolut  leicht  die  Wftrnje 
Ton  A annehme  (ein  absoluter  Leiter 
sei),  aber  keine  Würme  an  den  Aussen- 
raum  abgebe , d.  h.  in  absolut  isoliren- 
der  Hülle  sich  befinde.  Die  Temperatur 
von  A blcibc  constant,  was  ja  immer 
bewirkt  werden  kann  durch  Erneuerung 
der  abgegebenen  Wärme.  Es  kann  dies 
aber  auch  so  ausgedrückt  w erden , dass 
man  sich  die  Dimensionen  von  A un< 
endlich  gross  denkt,  in  welchem  Falle 
die  an  B abgegebene  Wärme  nur  eine 
unendlich  geringe  Temperaturabnahme 
bewirkt.  B wird  nun  nach  und  nach 
die  Temperatur  von  A annchmen;  ist 
dies  geschehen,  so  denke  man  sich  die 
Wärmequelle  A entfernt.  B kann  sich 
dann  noch  weiter  ausdehnen  und  Arbeit 
verrichten,  z.  B.  wenn  der  Druck  ver- 
mindert wird,  dann  wird  aber  diese  Ar- 
beit nur  auf  Kosten  der  von  B aufge- 
nommeucn  W'ärmc  verrichtet,  und  dieser 
Körper  muss  sich  abkühlen  Nachdem 
auch  dies  geschehen,  nähern  wir  dem 
Vermittler  B einen  dritten  Körper  C, 
den  Rcccptor,  welcher  kälter  sein  muss, 
als  B in  seinem  Schlusszustande.  Auch 
bei  C setzen  wir  wie  bei  A voraus,  dass 
seine  Temperatur  veränderlich  sei,  also 
die  Dimensionen  unendlich  gross.  Es 
gibt  nun  der  Körper  B »n  C Wärme 
ab,  bis  beide  gleiche  Temperatur  haben. 
Non  soll  sich  der  Körper  B zusammen- 
ziehen,  waa  etwa  durch  Vermehrung 
des  Druckes  erreicht  wird.  Wahrend 
dieses  Theiles  des  Prozesses  wird  also 
Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  diese  er- 
zeugte Wärme  aber  an  C abgegeben. 
Nun  wird  der  Körper  C entfernt,  das 
Zusammendrücken  aber  fortgesetzt ; hier- 
bei wird  Wärme  aus  Arbeit  ebenfalls 
erzeugt , da  sic  aber  nicht  abgegeben 
werden  kann,  so  nimmt  die  Temperatur 
von  B zu.  Dies  wird  fortgesetzt,  bis 
die  Temperatur  von  ß,  Druck  und  Vo- 
lumen wieder  wie  im  Anfang  ist,  und 
dann  die  Wärmequelle  wieder  zugefOhrt 
wie  im  Anfang,  womit  die  Sache  von 
vom  beginnt.  Damit  Arbeit  wirklich 
verrichtet  werde,  muss  die  in  den  zwei 
ersten  Theilcn  des  Prozesses  erzeugte 
Arbeit  grösser  sein , als  die  in  den  bei- 
den letzten  in  Wärme  verwandelte. 

Eine  solche  Uebertrngung,  wobei  drei 
Körper,  Wärmequelle,  Vermittler  und 
Receptor,  thätig  sind,  keiner  wcchBclt 
nnd  alle  drei  periodisch  zo  denselben 


Zuständen  zurtickkehren , heisst  Kreis- 
prozess. Ein  solcher  kann  auch  umge- 
kehrt werden,  d.  h.  cs  kann  Wärme  aus 
Arbeit  entstehen,  und  zwar  in  folgen- 
der Weise:  B wird  ausgedehnt  und  da- 
bei also  Wärme  in  Arbeit  verwandelt, 
der  Körper  also  nbgekülilt,  da  er  mit 
keiner  Wärmequelle  in  Verbindung  steht. 
Dann  nähern  wir  den  Körper  C,  der 
aber  Jetzt  wärmer  sein  inoss,  als  B in 
seinem  Sehlusszustande;  die  Ausdehnung 
wird  fortgesetzt,  Und  dabei  C Wärme 
entzogen.  Nun  wird  f ' entfernt  und  B 
zusnmmengedrückt,  also  Arbeit  in  Wärme 
verwandelt,  dann  der  Körj)er  .<4,  der  aber 
kälter  sein  muss  als  B im  Schlusszu- 
standc,  genähert  und  das  Zusammen- 
drücken  fortgesetzt,  wobei  Wärme  an  A 
abgegeben  w'ird.  Das  Schlussrcsultat 
ist  hier,  dass  Wärme  in  Arbeit  verwan- 
delt wird. 

Beim  erst  beschriebenen  Prozesse 
strömte  zugleich  vom  wärmeren  Körper 
A Wärme  nach  dem  kälteren  C über, 
während  Arbeit  aus  Wärme  erzeugt 
wurde,  und  dies  ist  immer  gleichzeitig 
der  Fall.  Beim  letztbeschriebenen  wird 
Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  zugleich 
aber  strömt  Wärme  vom  kälteren  Kör- 
per C nach  dem  wärmeren  A über,  und 
immer  ist  dies  ZurOckströmen  von  der 
Verwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  be- 
gleitet, 

Oarnot  sah  sogar  die  Sache  in  i*ol- 
gender  Weise  an.  Da  ihm  die  Princi- 
pien,  wonach  Arbeit  und  W’^ännc  aus 
einander  entstehen,  unbekannt  waren, 
so  fasste  er  das  Ganze  so  auf,  als  wenn 
das  Ueberströmen  von  Wärme  vom  wär- 
meren zum  kälteren  Körper  ohne  Ver- 
lust von  Wärme  Arbeit  erzeugen  kann, 
nnd  er  erklärte  beides  für  äquivalent, 
nUo  ebenso  wie  das  Fallen  des  W'assers 
vom  höhern  zum  tie/em  Orte  ein  Rad 
treiben  und  eine  gewisse  Arbeitsmenge 
erzeugen  kann,  ohne  dass  Wasser  ver- 
loren geht. 

Uebrigens  ist  zwischen  den  beiden 
beschriebenen  Kreisprozessen  der  Unter- 
schied. dass  im  erstem  der  kältere  Kör- 
per C,  wenn  er  sich  B nähert,  geringere 
Temperatur  hat  lUs  ß,  im  letztem  bö>- 
hore,  bei  A ist  das  Umgekehrte  der 
Fall.  Man  nennt  einen  Kreisprozess  nun 
umkehrbar,  wenn  bei  der  Erzeugung  von 
Wärme  aus  Arbeit  dieselben  Zustände 
von  den  Körj>ern  ß,  C durchlaufen 
werden,  wie  bei  der  Erzeugung  von  Ar- 
beit ans  \Värmc.  Nach  dem  Obigen 
kann  dies  genau  nicht  stattfinden,  aber 
annähernd  desto  mehr,  je  weniger  sich 
die  Temperatur  von  B von  der  der  be- 
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rAhrenden  Körper  A und  C bei  ihrer 
Berührung  untcrachcidel.  Die  Tempe- 
raturrerhültnissc  wären  bei  beiden  Pro- 
letsen  ganz  dieselben,  wenn  iu  beiden 
Zuständen  ß bezüglich  mit  A und  C 
gleiche  Temperatur  haben  könnte.  Dies 
ist  streng  genommen  nicht  möglich,  in- 
dess  kann  man  ja  eine  unendlich  geringe 
Temperaturdifferenz,  die  gleich  Null  zu 
setzen  ist,  annehmen , und  eine  Bedin- 
gung für  die  Umkehrbarkeit  eines  Kreis- 
prozesses ist  somit : 

„Dass  Wärmeabgabe  von  einem  der 
drei  Körper  an  den  andern  nur  bei  glei- 
cher Temperatur  stattfindet.“ 

Diese  Bedingung  aber  ist  nicht  aus- 
reichend, denn  die  Umkehrbarkeit  setzt 
auch  die  Gleichheit  des  Druckes  in  jeder 
Stellung  voraus.  Da  nun  bei  dem  einen 
Prozesse  in  den  Stellungen  Ansdehnen 
erfolgt,  wo  im  andern  Zusammendrücken 
entsteht,  also  im  ersten  Falle  die  innere 
Spannung  grösser,  im  zweiten  kleiner 
sein  müsste,  als  der  äussere  Druck, 
wenn  beide  ungleich  sind,  so  folgt  als 
zweite  in  Gemeinschaft  mit  der  er- 
sten ausreichende  Bedingung  für  um- 
kehrbare Kreisprozesse: 

„Dass  der  äussere  Druck  immer  gleich 
der  inneren  Spannung  sein  muss.“ 

Wir  haben  vorhin  gesehen,  dass  immer 
beim  Uebergang  von  Wärme  in  Arbeit 
gleichseitig  Wärme  vom  wärmeren  zum 
kälteren  Körper  strömt.  Da  nun  diese 
Wärmeznenge  als  ein  Verlust  an  Arbeit 
zu  betrachten  ist,  so  ist  derjenign  Pro- 
zess der  vortheilhafteste,  wo  diese  Wär- 
memenge ein  Minimum  ist.  Wir  zeigen, 
dass  dies  beim  umkehrbaren  Kreisprozess 
stattfindet. 

In  Bezng  auf  die  Druckverhältnisee 
folgt  dies  aus  allgemein  mechanischen 
Priniipicn.  Ist  die  innere  und  äussere 
Spannung  ungleich,  so  erfolgt  die  Aus- 
gleichung stossweise , nnd  bekanntlich 
bringt  der  Stoss  gegen  den  Druck  einen 
Verlust  an  lebendiger  Kraft,  also  auch 
von  Wärme,  hervor  (vergleiche  den  Ar- 
tikel: Stoss).  Was  die  Temperatnrver- 
hältnisse  anbetriffl,  so  ist  augenschein- 
lich, dass  wenn  ß und  C sich  nähern, 
und  B wärmer  als  C ist,  nicht  allein 
die  aus  Arbeit  erzeugte , sondern  auch 
die  in  Ä überschüssig  vorhandene  Wärme 
an  C abgegeben  wird,  dass  aber  bei 
Gleichheit  der  Temperaturen  nur  das  cr- 
stere  geschieht. 

Wenn  aber  A an  Ä genähert  wird, 
ist  auch  die  Gleichheit  der  Temperaturen 
das  vortheilhafteste  Verhältniss.  Denn 
angenommen,  cs  gäbe  ein  vortheilhafteres, 
wobei  B kälter  als  A wäre,  so  könnte 


man  ja  durch  Arbeitserzeugung  B von 
der  Temperatur  von  A bis  zu  dieser 
vortheilhaftesten  abkUhlcn,  und  dann  A 
annähern,  wodurch  also  nach  der  An- 
nahme das  Arbeitsvermögen  vermehrt 
worden  wäre.  Es  ist  jedoch  ein  Wider- 
spruch, dass  dies  durch  die  Verrichtung 
von  Arbeit  geschclien  kann,  wodurch 
das  ersterc  vermindert  werden  muss. 

Jetzt  wollen  wir  bei  irgend  einem 
Kreisprozess  das  Verhältniss  der  über- 
gefOhrten  und  der  in  Arbeit  verwandel- 
ten Wärmemenge  ermitteln. 

Sei,  wenn  A mit  B in  Verbindung  ist, 

I die  Temperatur  von  A'  i die  von  B, 
wenn  B mit  C in  Verbindung  ist,  z' 
die  von  B,  ('  die  von  C,  also : 

t>i>i'.  t'. 

Im  ersten  Thcile  des  Prozesses  nimmt 
B die  Temperatur  I an , wobei  eine  ge- 
wisse Wärmemenge  n zur  Temperatur- 
erhöhung, eine  andere  ß zur  Verwand- 
lung in  Arbeit  dient.  Im  zweiten 
Thcile,  wo  B ausser  Verbindung  ist, 
nimmt  B die  Temperatur  i'  an,  wobei 
die  Wärmemenge  y in  Arbeit  verwan- 
delt wird.  Nähert  man  nnn  im  dritten 
Thcile  C,  so  wird  B von  Temperatur  z' 
auf  ('  sinken , dabei  die  Wärmemenge 
r'  von  B selbst,  und  die  aus  Aibcit 
während  dieser  Zeit  erzeugte  Wärme- 
menge ß'  an  C abgegeben.  Endlich  im 
vierten  Theil , wo  C entfernt  ist,  ent- 
steht Wärmemenge  y'  aus  Arbeit,  wo- 
bei die  Temperatur  von  C von  z'  bis  r 
steigt. 

Die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme- 
menge ist  also  während  der  ganzen  Pe- 
riode : 

ß-ß’+y-r’- 

Während  dessen  hat  A abgegeben  die 
Wärmemenge : 

C angenommen: 

«'+ß'. 

Der  Best ; 

n-a’+ß-ß’, 

dient  zur  Arbeitserzeugung,  woraus  sich 
ergibt: 

a — a'  = y—y'- 

Ist  der  Kreisprozess  aber  umkehrbar,  so 
findet  während  des  ersten  und  dritten 
2eittheils  keine  Temperaturerhöhung 
statt;  ca  ist  also: 

K = o'  = 0,  / = /. 

also  die  in  Arbeit  verwandelte  Wärme 
beträgt: 
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und  ebenso  gross  ist  bei  der  Umkeh- 
mng  des  Kreisprozesses  die  aus  Arbeit 
gewonnene  Wärme. 

Wir  sehrciten  nun  zum  Beweise  des 
folgenden  wirbligen  Salzes; 

Bei  jedem  Kreisprozess  ist 
das  Verhältniss  der  von  A ab- 
gegebenen nnd  von  C angenom- 
menen Wärmemenge  nur  von 
den  Temperaturen  beider  Kör- 
per, also  weder  von  der  verrich- 
teten Arbeit,  noch  von'der  Na- 
tur des  vermittelnden  Körpers 
abhängig. 

Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  an, 
es  seien  zwei  vermittelnde  Körper  B 
nnd  £,  vorhanden,  der  eine  B^  möge 
Wärmemenge  Q von  A erhalten,  Q'  an 
C abgeben,  der  andere  B wie  oben  Wär- 
memenge ß erhalten  und  ß,  abgeben. 
Setzen  wir  zunächst  voraus,  die  Arbeits- 
mengen seien  bei  beiden  Körpern  B nnd 
B^  gleich,  also: 

Q-Q’  = ß-ß'. 

Es  kann  dann  nicht  Q^ß  sein.  Denn 
angenommen , Q sei  die  grössere  abge- 
gebene Wärmemenge,  so  könnte  man 
mittels  des  Vermittlers  B den  Kreispro- 
zess verrichten,  dann  würde  Arbeits- 
menge ß—ß’  erzeugt,  Wärme'menge  ß 
dem  Körper  A entzogen.  Nun  könnte 
man,  indem  man  den  Körper  B,  an- 
wendet, den  Kreisprozess  umkebren, 
dann  würde  die  ganze  verrichtete  Arbeit: 

ß~ß'  = Q~Q’, 

wider  in  Wärme  verwandelt,  aber  dem 
Körper  A die  Wärme  Q znrückgefOhrt, 
also  ohne  Arbcitsverrichtung,  denn  beide 
heben  sich  ja  auf,  Wärme  vom  kältem 
zum  wärmern  Körper  geführt,  was  als 
unmöglich  zu  betrachteu  ist,  also  Q 
nicht  grösser  als  ß,  nnd  ans  eben  dem 
Grunde  ß nicht  grösser  als  Q,  d.  h. : 

Q = ß. 

Sei  jetzt  Q—Q’  nicht  gleich  ß—ß',  so 
kann  man  setzen: 

Q-  Q'  n 

ß-ß’  - p' 

wo  u und  p genau  oder  auf  jeden  Grad 
der  Annäherung  als  ganze  Zahlen  zu 
betrachten  sind.  Man  kann  dann  die 
Arbeit  Q—Q'  in  n Theilo,  ß—ß'  in  p 
Theile  theilen,  die  unter  einander 
gleich  sind,  und  nach  dem  Vorigen  ist 
dann  für: 


auch: 


also: 


Q_ 

n 


,ß_ 

P' 


9.-1 

Q'  - ß'- 

Also  das  Verhältniss  ^ ändert  sich  we- 
der mit  dem  Vermittler,  noch  mit  der 
Arbeitsmenge,  es  kann  also  nur  von  den 
Temperaturen  t nnd  t'  abhängen.  Man 
hat  somit: 

^ = V (<.*')> 

WO  tf-  eine  Doch  zu  bestimmende  Fodc> 
Yon  von  t und  ('  ist. 

Um  diese  näher  za  bestimmen«  den‘ 
ken  wir  uns  durch  einen  Kreisprozess 
Wärmemengen  Q und  Q*  bezüglich  toh 
A abgegeben  und  von  C aofgenoromen 
und  Q"  bezüglich  von  C abgegeben 
und  von  einem  andern  Körper  D durch 
einen  zweiten  Prozess  aufgenommen. 
Mögen  die  Körper  A p C,  D bezüglich 
die  Temperaturen  1,  4"  haben«  so  ist 

also : 

= O.  *"). 

aber  da  auf  diese  Weise  auch  die  Wär- 
ntemenge  Q"  vou  D aufgenommen  nnd 
Q abgegeben  wird,  nnd  zwar  durch  einen 
euB  zwei  andern  zusammengesetzten 
Kreisprozess : 

1-,  = 7 

also: 

7('-  '')7(<'.  <")  = 7('.  '")■ 
Denken  wir  ("  = n constant,  so  ist. 

7(«.o=?;;;-v 

7(‘  . «) 

also  wenn  man  unter  T eine  bis  jsut 
noch  unbestimmte  Function  von  I,  unter 
T'  dieselbe  von  ('  versteht: 

7(M')  = f„ 

9.-  L 

Q'  - J.- 

Ist  die  geleistete  Arbeit  gleich  f,  so  hat 
man  noch : 

Q-Q’=Ar, 


9.  - 9L  — £ _ ü 

n fl  p 


und: 


11) 


Q-Q'=9SL^-_^f, 

T 
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Im  folgenden  Abschnitt  wird  die  Func- 
(ionfToUstiindigbestinimt  werden.  Wir  be- 
merken schon  hier,  dass  es  die  Temperatur 
selbst  jedoch  von  einem  bestimmten, 
ipiter  aningebenden  Mnllpnnkt  an  ist. 
Han  nennt  diese  Temperatur  die  ab- 
lolnte. 

T^ir  haben  oben  der  Schwierigkeiten 
emkhni,  welche  die  theoretische  Defini- 
tion der  Temperaturen  und  der  Vergleich 
derselben  mit  einander  macht.  Die 
Gleichung  11)  würde  dazu  ein  Mittel  ge- 
ben. Es  handelt  sich  nämlich  um  die 
Frage : 

Ein  Körper  A habe  eine  Temperatnr 
T,  die  wir  als  willkürlichen  Anfangs- 
punkt nehmen ; um  wieviel  Grad  ist  die 
Temperatur  einet  andern  C<  von  ihm 
verschieden  ? 

Diese  soll  beantwortet  werden , nnab- 
hlngigvon  den  Ansdehnungsverhältnissen 
irgend  eines  Körpers.  Die  Gleichung 
U)  lehrt  dies  in  folgender  Weise. 

Man  Übertrage  durch  einen  umkehr- 
baren Kreisprozess  Wärme  von  A 
nach  C.  Diese  Wärme  lässt  sich  calori- 
metrisch  messen ; ist  dann  Q die  von  A 
abgegebene,  Q'  die  von  C aufgenommene 
Wärme,  so  ist; 

T-r-  T 

p 

der  Temperaturunterschied  beider  Kör- 
per. Sei  der  erste  Körper  z.  B.  sieden- 
des Wasser,  so  ist  für  T die  Tempera- 
tur desselben  za  setzen.  An  practische 
Anwendung  dieses  Verfahrens  kann  je- 
doch natürlich  nicht  gedacht  werden. 

Wir  haben  bis  jetzt  die  Wärmemengen 
Q und  p'  als  positiv  betrachtet.  Den- 
ün  wir  jetzt  diejenige  Wärmemenge 
alt  positiv,  welche  der  Vermittler  em- 
pfangt, als  negativ  die,  welche  er  abgibt, 
dann  ist  Q'  mit  — p'  tu  vertauschen, 
also: 

P+®'=0. 

T T' 

Sollte  der  Kreisprozess  aber  nicht  um- 
kehrbar sein,  so  ist  die  abgegebene,  also 
negative  Wärme  P'  grösser,  und  somit: 

' 

Möge  nun  Wärmeanstauschl  zwischen 
mehreren  Körpern  A,,  A,  ...  A^  durch 

Kreisprozesse  stattfinden.roöge  irgend  einer 
davon,  A^,  abgeben  die  Wärmemengen: 

V.i  ■ 

■ V»’ 


an  die  Vermittler  bezüglich  an; 


A,  . 
und  seien; 


P + J 


t',  t”  . . . 

die  Temperaturen  sämmtlicher  Körper. 
g ist  negativ , wenn  der  Körper 

l^ärmc  vom  Vermittler  empfängt.  Also ; 

^^  = 0 
T^P)  ’ 

vermöge  der  Wechselwirkung  zwischen 
A^  und  , und  wenn  man  alle  so  ent- 
stehenden Gleichungen  addirt: 

1, 


SO, 


jo  nachdem  der  Kreisgang  nicht  um- 
kehrbar ist,  oder  umkehrbar. 

Bezeichnen  wir  jetzt  die  Summe  sämmt- 
licher von  A^  abgegebenen  Wärmemen- 
gen mit  p^*^,  so  ist: 

pW=J-o 


p.s’ 


also : 


^(*) 

r(*) 


^0, 


P'  p'' 

•pf  * ptf' 


p(")  ' 


Sind  aber  die  Temperaturunterschiede 
unendlich  klein,  sp  kann  man  für  P'P'^ 
schreiben  gens  in  der  Bedeu* 

tung  des  vorigen  Abschnittes,  die  Summe 
aber  verwandelt  sich  in  ein  Integral, 
also : 


/ 


^0, 


d.  h.: 


/- 


X dp-{~  y dp 


So. 


wo  der  Weg  des  Integrals  ein  ge- 
schlossener ist,  da  er  sich  auf  einen 
Kreiaprozesa  bezieht. 

Setzen  wir  jetzt  Umkehrbarkeit  von- 
aus.  Den  beim  Kreisprozess  durch- 
schrittenen  Weg  kann  man  in  zwei  an- 
dere, « und  ß zerlegen.  Dann  ist; 

AP 


M-0 


Digiiized  by  Google 


Wärme. 


202 


Wärme, 


oder  wenn  man  ttatt  des  Weges  fl  den 
in  umgekehrter  Richtung  zurückgclegtcn, 
den  wir  mit  y bezeichnen  wollen,  nimmt, 
wo  dann : 


/.=-/; 

- Ay  _ r Ay 

« T ~ ß y ~T 


H und  y sind  zwei  sonst  beliebige  Wege 
zwischen  denselben  Grenzen;  vorausge- 
setzt ist  hierbei,  dass  die  Wänncbcwc- 
gung  nur  zwischen  Körpern  von  glei- 
chem Druck  und  gleicher  Temperatur 
erfolgt,  was  ja  im  Verein  mit  der  eben 
gegebenen  Bedingung  macht,  dass  beide 
Wege  susammen  einen  umkehrbaren 
Kreisprozess  geben.  Die  letzte  Glei- 
chung drückt  aus,  dass  (immer  Umkehr- 
barkeit angenommen)  das  Integral 


nur  von  seinen  Grenzen,  nicht  vom  Wege 
abhängig  ist,  und  dies  ist  bekanntlich 
die  Bedingung  dafür,  dass  der  Ausdruck; 


CxQ X dfi+  \ dv 

t 


ein  vollständiges  Differenzial  ist,  eine 
Bedingung , die  man  auch  schreiben 
kann : 


flr\T/  dp\T/’ 

oder 

. dpf~^  dv 

- II 

” d( 

Mittels  der  Gleichungen  I)  und  7)  er- 
gibt sich  hieraus; 

II)  AT=C"^. 


op 


(xti-yÜ) 

\dv  dp/' 


schiedeoen  Körper  bezogenen  Gröuen 
voraus.  Dann  werden  am  Scbluaa  des 
ersten  Zeitlheils  diese  Grössen  bezüg- 
lich zugenommen  haben  um  0,  <//>,  dr. 
Die  geleistete  Arbeit  kann,  da  die  Aus- 
dehnung unendlich  klein  ist«  gemessen 
werden  durch  die  halbe  Summe  der 
Drucke  an  beiden  Endpunkten  mnltipli* 
ein  in  die  VolumcnändcruDg,  das  ist: 

* (/>+*). 

Im  zweiten  Theile  mOge  das  Volumen 
um  d^v  zunchmen,  und  die  Temperatur 
um  öt  abnehmen.  Es  wird  dann  ain 
Schlüsse  p sieh  ändern  am  die  GrCssc: 
</,p-dp, 

deren  erstes  Glied  von  der  Volumenän- 
derung,  das  zweite  von  der  Temperatur- 
änderung  abhängt.  Die  verrichtete  Ar- 
beit ist  dann: 

d.r(,,  + rfp+^-^). 

Im  dritten  Zeittheile  wird  nun  die  Tem- 
peratur t’  — t — öt  sein,  und  da  der  un- 
endlich kleinen  Tcnipcraturändcrung  we- 
gen die  Volumenänderung  nur  ein 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  be- 
trägt, so  ist  diese  gleich  —dv,  am 
Schlüsse  also  der  Druck: 
p + d,  p— dp, 

also  die  in  Wärme  verwTindclte  Arbeit: 

<>”  ip+^+^i  p+^p)- 

Im  letzten  Zcillhcile  ist  die  Volumen- 
änderung 'wieder  — rf,r,  die  Temperatur- 
änderuug  und  am  Schlüsse  desselben 
ist  der  Druck  wieder  gleich  p,  also  die 
Wärme,  welche  aus  Arbeit  entsteht : 


also  die  ganze  verrichtete  Arbeit: 


(Im  folgenden  Abschnitt  wird  gezeigt, 

dr 

dass  — = 1 ist.) 
ot  ' 


Das  hier  vorkommciidc  ln 


nennt  Clausius  Entropie  der  Körper. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einen  zweiten 
Beweis  der  Formel  II)  geben,  der  un- 
mittelbar an  den  Kreisprozess  anknüpft. 
Derselbe  zerfällt  in  vier  Theile. 

Im  Anfänge  des  ersten  soll  der  ver- 
mittelnde Körper  die  Temperatur  l ha- 
ben, sein  Volumen  sei  r,  der  Druck  p. 
Wir  setzen  aber  immer  unendlich  kleine 
Differenzen  zwischen  den  auf  die  ver- 


Offenbar  aber  ist : 

<^_d^ 

dv 

also: 
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äp  rf|f>rfi>  = 0, 

tlfo  der  Gcsammtbctrag  der  Arbeit  gleich 
dfdp.  Die  hierzu  gebrauchte  WÜrmc 
war  nach  Furmel  11): 

Q (T-r) 
r 

Da  aber  die  Grössen  T—T*  unend- 
lich klein  sind,  vertauschen  wir  sic  mit 
(IQ  und  dT.  Das  Zeichen  d geht  wie 
üben  auf  den  W&rmeunierschied , wäh- 
rend d(>  die  vom  wärmeren  Körper  ab- 
gegebene Wärmemenge  ist.  Nun  ist 
also ; 

dT 

A dt  dp  =(/(>  — . 

Das  Zuströmen  der  Wärme  geschah  un- 
ter consunier  Temperatur.,^  Formel  8) 
dss  vorigen  Abschnitts  gibt  dann: 

Cdv 


f^p  rührt  nur  von  der  Temperaturabnahmc 
her,  und  nach  Formel  e)  des  vorigen 
Abscbniltcs  : 

iU_  1 
rp~  dp 

dl 

Ebenso  ist : 

dT=^^dl,dp=^/^dl, 

also : 

dT 

II)  C-=AT, 

wo:  ^ 

dp  ^ dr 

war,  ganz  wie  oben.  Diese  Gleiehnng 
nebst  I)  des  vorigen  Abschnittes  gelten 
sls  Grnndformeln  der  mechanischen 
Winnelehre. 


9)  Anwendung  der  mechani- 
schen Wirmelehre  auf  Gase. 

Bei  den  constanten  Gasen',  bei  wel- 
chen die  Gleichung  zwischen  I,  p nnd  r 
gegeben  ist,  sowie  anch  die  zwischen  m, 
f und  r,  lassen  sich  die  obigen  Gesetze 
weiter  verfolgen.  Es  war  nimlich; 

»;>  = A(H-nO, 

wo  A eine  für  jedes  Gas  zu  bestim- 
mende Constante , o = 0,00365  = 
ist.  Hierfür  lunm  man  anch  schreiben; 
tp=r(,a  + l), 


und  es  ist: 

fl  = i=273". 

u 

Für  atmosphärische  Luft  ündet  RegnauU: 

r = 29,272. 

wo  die  Grössen  in  französischem  Maasse 
(p  in  Kilogramms)  gegeben  sind. 

Man  kann  —273^  als  den  Nullpunkt 
einer  neuen  Thermomctcrscala  betrach- 
ten, die  auf  ihn  bezogene  Temperatur 
nennen  wir  absolut,  und  demnach  ist: 

1)  r//  = rt. 

l>ic  physikalische  Bedeutung  der  abso- 
luten Temperatur  ist  übrigens  folgende. 
Könnte  man  sich  ein  Gas  denken,  wel- 
ches in  jeder  Temperatur  dem  Oay-Lus- 
sac’schcn  Gcscue  folgte,  ein  sogenannte« 
absolutes  Gas,  so  müsste  für  l:=0  also 
bei  —273*  C für  Jedes  endliche  p sein 
if  = 0.  In  der  Thal  möchte  dies  der 

Fall  sein,  wenn  man  amiimmt,  dass  nur 
die  Wärme  der  Anziehung  der  Körper- 
atome entgegenwirkt,  für  jedes  endliche 
V dagegen  müsste  bei  —273*  der  Druck 
gleich  0 sein.  Die  wirklichen  Gase  nnd 
die  Dämpfe , welche  dom  Siedepunkte 
nicht  nahe  sind,  können  indess  nur  an- 
näherungsweise durch  die  Formel  1)  be- 
stimmt werden,  jedoch  in  den  Grenzen, 
welche  wir  betrachten,  ist  dieser  Unter- 
schied sehr  gering. 

Bekanntlich  ist  eine  Temperatur  von 
— 273®  nicht  zu  erreichen.  Es  lässt  sich 
natürlich  auch  annehroen , dass , selbst 
wenn  dies  gelingen  sollte,  eben  nicht 
das  Volumen  der  Gase,  sondern  das  Ma- 
riotte-Gay- Lussac’sche  Gesetz  aufhüren 
wird  zu  existiren.  Und  wirklich  ge- 
schieht dies  bei  den  nicht  constanten 
Oasen  nicht  allein  dann,  wenn  sie  flüssig 
werden,  sondern  selbst  in  der  Nähe  der 
Temperaturen  und  Druckverhältnisse,  wo 
dies  geschieht.  Wasserdärapfe  also  fol- 
gen diesem  Gesetze  in  der  Nähe  des 
Thanpunktes  nicht,  bei  der  Kohlensäure, 
bekanntlich  ebenfalls  einem  condensirbareti 
Gase,  ist  dies  ebenfalls  nachgcwieseti. 
Bei  der  atmosphärischen  Luft  ist  be- 
kanntlich noch  kein  Thaupunkt  ermittelt, 
und  in  der  That  kann  hier  und  bei  den 
andern  sogenannten  constanten  Gasen 
das  Äfariotte-Gay-Lussac’sche  Gesetz  als 
ziemlich  geuan  richtig  für  alle  Tempe- 
raturen angenommen  werden , bei  denen 
wir  operiren. 

Bezeichnen  wir  jetzt  noch  mit  r die 
specifische  Wärme  bei  constantem  Druck, 
mit  C|  die  bei  constantem  VoliHnen,  und 
nehmen  an,  dass  diese  beiden  Grossen 
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in  den  Grenzen,  wo  die  Formel  1)  gilt, 
Ton  der  Temperatnr  nnabhengig  sind, 
wie  dies  die  Erfahrung  zu  bestttigen 
•cheint,  ao  haben  wir  nach  Abachnitt  7) : 


ai  ’ dl  > 

3p  de 

alao  wegen  nnacrer  Formel  1): 

Xr  Yr 
c,=— , c = — . 

p 

Die  Formel  1)  dea  Abachniilea  7)  aber 
gibt: 

A0  = — (r,  r dp+rpdti) 

= -7  [(c-ei)j'<<<'+Cirf(«’F)l 

=-7  [cd(pe)-(c-c,)e<fp]. 

Anaaerdem  gibt  Formel  I)  n&mlich: 

dy  _ 

dp  de  ^ 
in  unaerem  Falle: 


2) 


A = '- 


Aua  der  bekannten  GrCaae  r und  den 
achon  friiber  gegebenen  apecifiachen 
Winnen ! 

c = 0,2377,  c,  =0,1687, 
llaat  aich  alao  leicht  daa  mechaniache 
Wlrmelquivalent  theoretiach  ermitteln. 

Ea  war  ferner: 

, c-r-‘-xi.‘ 

‘ dp  dt' 

alao  in  unaerem  Falle: 


t--  » . 


alao  mit  Benutzung  von  1)  und  2): 
C=Al. 

Setzt  man  diea  in  die  'Gleichqog  II)  dea 
Torigen  Abachnittea,  ao  ergibt  aich  für 
Gaae: 

AT  = Al^, 
oder  durch  Integration: 

igi=ig.r,  -L-t, 

tt 

wo  a eine  willkürliche  Conaunte  iau 
Dieaelbe  apiell  in  der  Gleichung  II) 
dnrehana  keine  Rollo,  da  aie  auf  der 
linken  und  rechten  Seite  ror\tommt,  man 
kann  alao  a = l aetzen,  und  T iat  die 
abaolute  Temperatnr,  wie  diea  bereite 
bemerkt  wnrde.  Natürlich  gilt  diea 
nicht  nnr  für  Gaae,  aondem  für  alle 
Körper,  da  die  Fonetion  T ron  der  Be- 


achaffenheit  der  Eürper  nnabhlngig  war. 
Die  Gleichung  II)  nimmt  alao  die  Ge- 
stalt an : 

II  a)  At  = C, 

unter  I die  abaolnte  Temperatnr  reratan- 
den,  oder  anch: 

dp  dv 

Wenn  man  in  dem  hier  gegebenen  Werthe 
von  Itit  pt  noch  aeinen  Werth  ani 
1),  und  für  e— e,  ana  2)  actzt,  ao  kommt 
übrigena : 

£^Q  = Apdu+efdt, 
CiQ^cdl—At  dp. 

Der  erate  Werth  mit  den  Fonnaln: 
C^Q=dV+Apdt 
verglichen,  gibt: 

dU•=c^  dl, 

alao  V vom  Volumen  e unabhängig: 

(/  = e,  l-j-conat. 

Alao  wenn  ein  Körper  von  der  Tempe- 
ratnr I,  auf  die  Temperatnr  1 atoigt,  ao 
iat  die  dazu  nöthige  Wärmemenge  ^er 
Energie  (abgeaohen  vom  Drucke  : 

3)  l/  = e.(f-/.), 

welchea  anch  daa  Volumen  aei. 

Die  Function  U iat  im  Allgemeinen 
nicht  allein  ron  der  Temperaturerhöhung, 
sondern  anch  vom  Volumen  des  Körpers 
abhängig.  Han  muss  dies  ao  anaeben, 
dass  diese  Grösse,  wie  schon  früher  ge- 
zeigt, in  zwei  Tbeile  zerflUlt,  die  tar 
Temperaturerhöhung  und  die  zur  Voln- 
mcnlndemng  oder  inneren  Arbeit  ver- 
brauchte Wärme.  Für  absolute  Gate 
zeigt  aber  diese  Formel,  dass  die  Vo- 
lumenändemng  keinerlei  Einwirkung  ant- 
übt.  Et  ündet  alao  innere  Arbeit  da- 
bei nicht  statt.  Daraus  folgt  der  Satz: 
„Wenn  ein  Gas  ohne  einen  Druck  au 
überwinden , also  in  den  leeren  Raum 
ansatrömt,  ao  flndet  dabei  keine  innere 
Arbeit  statt.“  ■ , ■ 

Alle  Wärme  U wird  alao  lediglich 
zur  Temperaturerhöhnng  verwandt.  Diese 
Betrachtung  hat  zu  eigcnthümlichen  An- 
sichten über  die  Stmctnr  der  Gaae  ge- 
führt, die  wir  hier  fOglich  übergehen 
können. 

Wenn  eine  Volumenändemng  bei 
Ueberwindnng  von  Druck  auttfindet,  ao 
gibt  der  Werth  von  A0  noch  dnreb 

Integration  t 


4) 


ß = e,(l,-l,)-f A r 'pdt, 

d B- 
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mwn' du  anflnglicbe  Volumen  ist,  elio: 
«,  du  schliessUcbe , , (,  die  ent- 

iprechenden  Temperaturen.  12) 


— r. 

Um  die  Arbeit  I p dv  beatim-  wo : 

men,  muss  man  den  Nveg  aber  kennen. 

Wir  thun  dies  fdr  die  Hauptf&lle. 

A)  Du  Volumen  sei  constant. 

Dann  ist  die  Arbeit  Null  und : 

5)  e=t/  = c,  (/,-«,). 

B)  Der  Druck  sei  constant. 

Die  Formel: 

A0=  cdt—Avdp 

gibt  dann: 

C\Q  = cdt, 

ilio: 


Pt  _ /M* 


gesetst  worden  ist.  Also  ancb: 

k—\ 

13)-^  = 

I,  \rj  \pj,  > 

Al  pdn  = c^{t,-l,). 


M)  F=^  (t.-t.) 


S)  0=c(t,-».). 

Iq  diesem  Falle  gibt  das  Grundgesetz 
tprrf : 

oder: 

1)  Ap(e,  — c,)  = (c-c,)(»,-f,). 


Diesen  Betracbtungen  Iksst  sieb  ancb 
ein  Mittel  entnelimen,  die  Constaote 


Dies  ist  offenbar  die  zur  iussorn  Arbeit 
rerwandte  'Wärmemenge,  und  diese  Ar* 
beit  selbst  beträgt: 

8)  F=p(t>,-r,)=r(t^-l,). 

C)  Sei  die  Temperatur  constAOt. 

Also: 

rft  = 0,  dt/=0, 

dv  ^ 

d4päv  = Ärt  — . 

Hier  muss  die  ganze  Wärmemenge 
tar  lassem  Arbeit  verwandt  werden. 
Integration  gibt,  da  man  hat: 

9)  Pi«’s  = Pi»i  = »''. 

10)  0 = Artig  — = Ap,  Ojlg  — 

®i  ' "i  _ 

= Ap,t,  lg 

Die  Arbeit  selbst  ist: 

11)  F=p,v,lg^. 

D)  Die  gesammte  Wärme  sei  constant. 
Also: 

A(?  = 0, 

d.  b.  es  wird  keine  Wärm»  eogeleitet. 
Denn  hat  man : 

c,  tdp  -f-cpdv  = 0, 


k=  — , also  da  c bekannt  ist,  die  spe- 

cifitche  Wärme  Cj  bei  constantem  Vo- 
lnn;en  sn  messen.  Die  Temperatur  t 
hier  ist  immer  die  absolute,  es  ist-da- 
lur  a+(  SU  selacD,  wenn  man  die  ge- 
wöhnliche Scala  nimmt. 

In  ein  Oeräse  mit  verdünnter  I<aft  von 
der  Temperatnr  der  äusseren  t,  lasse 
man  mittels  eines  Hahnes  Luft  einströ- 
men, wobei  dieselbe  bis  anr  Temperatnr 
C,  erhobt  wird.  Nachdem . der  Hahn  ver- 
schloueu  ist,  wird  dieselbe  bis  zur  Tem- 
peratnr t,  sich  wieder  abkühlen.  - Die 
Drucke  p,,  p,,  p,,  welche  die  Luft  in 
diesen  drei  Zuständen  trägt , wenlen 
durch  ein  Monometer  gemessen.  Be< 
trachten  wir  nun  eine  constante  Oewichts- 
meoge  der  Luit  im  Oerässe.  Da  die 
äussere  und  innere  Luft  gleiche  Tempe- 
ratnr haben,  so  erfolgt  die  Verdichtung 
beim  EinstrOmen  ohne  Wärmeinleitnng, 
und  man  hat  daher: 


Diese  Formel  würde  schon  k geben, 
wenn  man  t,  direct  meeeen  kOnute,  u 
geicbieht  aber  die  Abkühlnng  an  schnell, 
als  dass  dies  geschähe.  Da  aber  diese 
AbkUInng  ohne  Volnmenändemng  vor 
eich  geht,  hat  man  nach  Formel  1): 
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^ _ li 

Pi 

also  lassen  sich  die  Tcmpcrntnrcn  climi- 
miniren,  und  man  hat; 

A-1 
k 


Pi 


Unterscheiden  sich  die  Grössen  pj.  p,, 
p,  nnn  von  einander,  so  kann  man  an- 
näherungsweise setzen ! 

L-Pl-P. 

Pi-Pl 

Erfolgt  irgend  eine  Condensation  ohne 
W&rmesnfuhrnng,  so  ist  auch  nach  13): 

Ofler  wenn  und  </,  die  beiüglichen 
Dichtigkeiten  bezeichnen,  die  dem  Vo- 
lumen nmgckchrt  proportional  sind : 

i,  _ 

■ 

Unter  )'  wollen  wir  jetzt  die  Comlensa- 
tion  verstehen,  so  dass: 

= </,(!+>') 

ist,  also; 

1=^. 


wenn  9 die  Temperatorerhöhung  ist. 
Für  die  gewöhnliche  Scala  ist  zu  ver- 
tauschen mit: 

(1-f-  0^1  )• 

Ist  nun  die  Verdichtung  gering,  und  die 
-Temperatur  nicht  sehr  weit  vom  Null- 
pnnktc,  so  kann: 


=1,  (lH-;')*~‘=l-t-(t-l),- 

gesetzt  werden,  und  cs  ergibt  sich: 

Diese  Formel  wird  bei  den  Schwingungs- 
gleichungen  der  Luft  angewandt  (vcrgl. 
den  Artikel : Schwingungen  der  Luft), 
und  es  ergibt  sich  daraus,  das  : 


die  Geschwindigkeit  des  Schalles  ist,  wo 
0 die  Beschleunigung  der  Schwere,  h 
die  Hohe  des  Qnecksilberbarometers , D 
die  Dichtigkeit  des  Gases  ist.  Da  man 
nun  « kennt,  so  gibt  auch  dies  ein  Mit- 


tel, und  swar  das  beste,  die  OrOsse  k 
XU  bestimmen.  Dasselbe  ist  von  Poiuoo 
vorgeschlagen  worden 

Man  kann  aber  auch  annebmee,  dus 
ohne  ZufOhrnng  von  Wärme  der  Druck 
sich  plötzlich  ändere.  Sei  z.  B.  die 
Luft  unter  einem  Kolben  bei  Druck  p 
im  Gleichgewicht,  e und  i bexfiglich  Vo- 
lumen und  Temperainr  der  Luft.  Werde 
nnn  plötzlich  der  Kolben  bis  zum  Drucke 
Pf  belastet,  so  tritt  eine  Abkühlung  saf 
Temperatur  l^  beim  Volumen  r,  ei», 
die  Wärmeabuahmc  ist  dann: 
U=v,(:-r.) 

die  Arbeit; 
also : 


c,((-/,)  = /lp,(r,-r) 

Arl, 

P 

so  dass  man  hat : 

P^Pt 

15)  f-^  = — t, 

16) 

Nehmen  wir  noch  an,  beim  urokehrbsres 
Kreisprozesse  sei  der  vermittelnde  Ki^* 
per  ein  Gas.  Es  war  bei  demselben: 


unter  ( immer  die  absolum  Temperalor 
verstanden.  Da  während  des  Znitn'" 
mens  die  Wärmemenge  Q,  und  wihrenJ 
des  Abströmens  von  Q'  die  Temperamr 
eonstant  bleibt,  so  ist  nach  Formel  10). 

P=dr»lg^,  0'  = Ar<,lg^, 
r r, 


unter  r,  v,  die  Volumina  der  Loft  beim 
Anfänge  und  beim  Ende  des  Znstrümrns 
0,  und  unter  r,,  e,  die  beim  Abslrümen 

Q Q' 

Q'  verstanden.  Aber  wegen  — = -j, 
ist ; 


und  ausserdem: 


18)  F=  lg  ii. 

r 

Diese  Verwendung  der  Wärme  wäre  die 
vortheilhafteste,  welche  sich  bei  Anwen- 
dung eines  Gases  eiTcichen  lässt. 
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Untersuchen  wir  jeUt  diejenige,  welche 
sich  ftir  die  Calorischc  Maschine  ergibt. 

Abgesehen  von  der  epeciellen  Kinrich- 
taug  dieser  Maschine  beruht  sic  auf  fol* 
gesdein  Prinzip.  — Der  Gewichtseinheit 
Loft  mögen  die  Grossen  r ,,  p ^ / j für  Vo- 
lomen.Druck  und  Temperatur  zukommen. 
Es  wird  Wärme  hei  constantem  Volumen 
wgefDhrt,  bis  die  Temperatur  l,  er- 
reicht ist.  Dann  ist  die  zugeführte 
Warme: 

Sei  p,  die  Kndspannung.  Nun  wird 
ohne  Zuführung  Von  Wärme  das  Volu- 
inen  auf  t>,,  die  Temperaturabnahme  auf 
I,  gebracht,  wobei  die  Wärmemenge 
c,(t,  — <,)  in  Arbeit  verwandelt  wird. 
Jetzt  wird  die  Wärmemenge  abge- 
geben, bis  Temperatur  I,  cintritt.  Es 
ist  dann: 

Q%  ~ (^1  ~ ^4)- 

Endlich  wird  das  Gas  auf  den  Anfangs- 
SQStand  zusammcngedrückt,  wobei  Wär- 
memenge = r, (/,  — !,)  aus  Arbeit 
entsteht.  Die  geleistete  Arbeit  ist 

somit: 


Da  im  zweiten  Zeittheile  keine  \Vürme 
hiosDtritt,  so  hat  man  : 

und  ebenso  im  Tierten  : 


U-i 


siso 


I,  \vj 


10)  Theorie  der  Dampfe,  beson- 
ders der  W^asserdämpfe. 

Man  unterscheidet  bei  Dampfen,  wie 
hei  den  constanten  Gasen , zunächst 
Temperatur,  Dichtigkeit  und  Spannung 
(Druck).  Dieselben  stehen  zu  einander 
in  gewisser  Beziehnng,  von  der  später 
die  Rede  sein  soll. 

Was  znnachst  die  Spannung  anbetrifft, 
so  kann  diese  für  jede  Temperatur  ein 
gewisses  Maximum  nicht  übersteigen. 
Ist  dies  erreicht,  so  werden  die  Dampfe 
wieder  flüssig , w'cnn  man  neuen  Dampf 
ZQführt  (sic  condensiren). 

Dalton  gibt  über  die  Expansivkraft 
im  Maximum  folgendes  Gesetz:  Alle 
Dimpfe  haben  gleiche  Expansivkraft, 
wenn  sie  eine  gleiche  Anzahl  von  Gra- 


den, positiv  oder  negativ,  von  ihrem  Sie- 
depunkte entfernt  sind.  Da  also  Alko- 
hol bei  78®,  Wasser  bei  100®  sieden, 
so  hat  Alkohol  von  78  : i Grad  die 
Spannkraft  des  Wasserdampfes  von 
100  + 1 Grad. 

Nach  Versuchen  von  Regnanlt  ist  dies 
Gesetz  indess  nur  annähernd  richtig. 

Kudberg  folgert  aus  Versuchen,  dass 
die  aus  siedenden  Salznuflösungcn  sich 
entwickelnden  Dampfe  bei  gleichen  Tem- 
peraturen gleiche  Expansivkraft  haben, 
obgleich  die  Siedepunkte  verschieden 
sind.  Dies  Gesetz  w iderspricht  also  dem 
Dalton'schen. 

Was  die  Dichtigkeiten  der  Dämpfe 
anbetrifft,  so  verhalten  dieselben  sich 
(für  verschiedene  Dämpfe)  nach  Ver- 
suchen nahe  umgekehrt,  wie  die  laten- 
ten Wärmen.  Die  mechanische  Wärme- 
lehre zeigt,  dass  dies  Gesetz  dann  nur 
für  bestimmte  Temperaturen  richtig  sein 
kann,  wenn  mau  die  zu  Arbeit  verwan- 
delte Wärme  nicht  mitrechnet,  da  letz- 
tere vom  Drucke  abhängig  ist. 

Um  die  Dichtigkeit  der  Dämpfe  zu 
ermitteln,  ist  ausser  dem  eben  oben  be- 
schriebenen Verfahren  von  Gay-Lussac 
noch  das  von  Dumas  zu  erwähuen.  Der- 
selbe bringt  eine  angemessene  Menge 
der  zu  untersuchenden  Flüssigkeit  in 
einen  Glasballon,  der  in  eine  feine  Spitze 
ausläuft,  nnd  erhitzt  letztere  ln  einem 
Bade  von  Wasser«  Ool,  Chlorzink  u.  8.  w., 
bis  das  Ausströmen  der  Flüssigkeit  ganz 
aufgehOrt  hat.  und  der  Rest  in  Dampf 
verwandelt  ist,  worauf  dann  die  Spitze 
cingeschmolzen  wird.  Bekannt  ist  das 
Gew  icht  (7,  des  Ballons  mit  der  Flüssig- 
keit, das  Volumen  V derselben,  und  das 
Gewicht  G des  Ballons  mit  trockener 
atmosphärischer  Luft  gefüllt,  deren  Dich- 
tigkeit Y sei.  Offenbar  ist  dann  die 
Dichtigkeit  J des  Dampfes  bei  der  Tem- 
peratur und  unter  dem  Drucke  der  Flüs- 
sigkeit, in  welcher  er  sich  befindet: 


tf.-C-h  Vy 

y • 


Man.  erhält  für  einige  Dämpfe,  die 
nahe  dem  Siedepunkte  sind,  folgende 


Zahlen : 

Atmosphärische  Luft  1,000 

Wnsserdampf  0.6235 

Alkoholdampf  1,6138 

Schwcfelätherdampf  2,5860 

Tcrpcntinöldnmpf  3,0130 

Quecksilberdampf  6,976 


Lässt  man  ciuo  Flüssigkeit  verdampfen 
in  einem  Raume,  der  mit  Gas  angefüllt 
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i$t,  also  I.  B.  in  der  atniosphlrischen 
Luft,  so  wird  die  Verdampfung  zwar 
desto  langsamer  erfolgen,  je  dichter  das 
Gas  ist,  aber  die  Menge  und  Spannkraft 
des  Dampfes  ist  gerade  so  wie  im  lee- 
ren Raume. 

Auch  verhalten  sich  Dampfe  ganz  so 
wie  Gase,  derart,  dass  ein  Gemenge  der- 
selben sich  nicht  so  lagert,  dass  das  spe- 
cifisch  schwerere  das  untere  ist,  sondem 
sie  durchdringen  sich  und  ihre  Spannung 
ist  gleich  der  Summe  derjenigen,  welche 
die  Gase  einzeln  haben. 

Diese  beiden  Gesetze  rühren  auch  von 
Dalton  her. 

Bestätigen  kanti  man  sie  durch  fol- 
gendes Experiment. 

Die  Glasröhre  AB  (Fig.  37)  commu- 
nicirt  unten  mit  einer  engem  Glasröhre 


Fig.  37. 


BC,  an  den  Enden  befinden  sich  die 
Hähne  a und  b.  Es  wird  a geöffnet, 
6 verschlossen , und  der  Apparat  von 
oben  her  mit  Quecksilber  gefiUlt,  dann 
B verschlossen  und  b geöffnet,  so  dass 


Quecksilber  abfliesst  und  oberhalb  des- 
selben in  AB  ein  leerer  Baum  entsteht. 
Dann  wird  auch  b geschlossen.  Der 
Niveanabstand  A zwischen  AB  und  BC 
ist  dann  gleich  dem  Drucke  der  äussem 
Luft,  da  der  Apparat  ein  Heberbarome- 
ter bildet.  Ueber  a wird  nun  ein  mit 
trockener  Luft  gefüllter  Ballon  D mit 
Hahn  d angeschraubt,  alle  drei  Hähne 
geöffnet,  so  dass  der  obere  Theil  von 
AB  mit  Luft  gefüllt  wird ; das  Queck- 
silber sinkt  dann ; hierauf  wird  b ver- 
schlossen, A,  sei  dann  der  Kiveauabstand 
in  AB  und  CB,  es  ist  also  die  Span- 
nung der  Luft  in' D und  A gleich: 
x — h—h,. 

Jetzt  wird  auch  der  Hahn  a geschlossen, 
und  statt  des  Ballons  D ein  Trichter  £ 
mit  Hahn  e angcschraubl,  mittels  dessel- 
ben die  Flüssigkeit,  deren  Dämpfe  man 
untersuchen  will,  eiogefUllt,  so  lange 
als  die  Dämpfe  derselben  das  QneeksU- 
ber  in  AB  herabdrücken.  Geschieht  dies 
nicht  mehr,  so  ist  die  Luft  mit  Dampf 
gesättigt.  Durch  B wird  nun  so  viel 
Quecksilber  zngefüllt,  bis  dasselbe  in  AB 
wieder  seinen  vorigen  Stand  hat.  Der 
Niveauunterschied  in  beiden  Röhren  sei 
dann  A,,  die  Spannung  der  mit  Dampf 
gesättigten  Luft  ist  dann  : 

y = A — A,  =i-(-A^— A,. 

Nun  zeigt  sich,  dass  A,— A,  gleich  der 
Spannung  des  gesättigten  Dampfes  für 
die  angegebene  Temperatur  ist,  und  so- 
mit hat  man  die  Summe  der  Spannun- 
gen der  Luft  und  des  Dampfes  in  der 
Röhre  AB,  womit  die  obigen  Gesetze 
bestätigt  sind. 

'Wenn  zwei  communicirende  Oefässe 
A und  B dieselbe  Flüssigkeit  enthalten, 
und  ungleich  erhitzt  werden , so  nimmt 
der  sich  bildende  Dampf  nur  die  Spann- 
kraft an,  welche  als  Maximum  der  nie- 
dem  Temperatur  entspricht,  weil  der  von 
der  einen  Röhre  ausgehende  sonst  wie- 
der flüssig  werden  müsste.  — Hierauf 
beruht  die  Destillation. 

Es  kommt  bei  derselben  darauf  an, 
die  in  einer  Blase  B (Fig.  38)  enthal- 
tene Flüssigkeit  durch  Erhitzen  in  Dampf 
zu  verwandeln,  um  sie  von  darin  aufge- 
lösten, nicht  flüchtigen  Substanxen  zu 
befreien.  Die  Dämpfe  werden  durch  den 
Helm  A eines  vielfach  gewnndenen  Roh- 
res in  den  Behälter  C geleitet,  wo  sie 
durch  Abkühlung  von  aussen  wieder 
flüssig  gemacht  werden,  und  in  ein  Ge- 
fäss  D strömen.  Der  Condensator  der 
Dampfmaschine  beruht  auf  denselben 
Betrachtungen. 
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Beichftftigen  wir  uns  jclrt  mit  den  bar  ein  Kolben  K.  Zieht  man  dcnscl- 
Wasserd&mpfen.  ben  empor,  so  wird  ein  Theil  der  Flüs- 

Für  jede  gegebene  Temperatur  kann  sigkeit  U sich  in  Dampf  verwandeln, 
in  einem  gegebenen  Raume  ein  gewisses  und  wenn  die  Flüssigkeitsmengc  nicht 
Quantum  Wasserdampf  entlialten  sein,  sehr  gross  ist,  wird  sie  beim  Aufziehen 
Ist  eine  hinreichende  Quantität  Wasser  des  Kolbens  fast  ganz  Dampfgestalt  an> 
vorhanden,  so  wird  demgemäss  sich 
Dampf  bilden , und  derselbe  dann  im 
Uaximnm  seiner  Spannkraft  sein.  Die- 
ser Dampf  heisst  gesättigt.  Ist  Wasser 
in  ein  Gefass  eingesciilossen,  welches 
mit  einem  belasteten  Stempel  versehen 
ist,  so  wird  der  Dampf  immer  gesättigt 
sein,  nnd  seiner  Spannkraft  gemäss  den 
Stempel  heben.  Wird  aber  der  Stem- 
pel mehr  belastet,  so  wird  derselbe  sich 
senken,  nnd  da  die  Spannkraft  des 
Dampfes  sich  nicht  mehr  erhöhen 
Ibst,  ein  Theil  davon  sich  condensiren. 

Hieraus  folgt,  dass , wenn  Dampf  ge- 
sättigt ist,  sein  Druck,  sein  Volumen 
und  seine  Dichtigkeit  nur  von  der  Tem- 
peratur abhängig  sind. 

Wenn  man  gesättigten  Dampf  unter 
einem  Stempel  weiter  erwärmt,  ohne 
dass  Wasser  vorhanden  ist,  so  wird  er 
sich  aosdehnen , dabei  seine  Spannkraft, 
die  durch  das  Kolbcngewicht  bestimmt 
ist,  xunehmen,  also  derselbe  aufhOren,  nehmen,  da  ein  luftleerer  Raum  über 
gesättigt  in  sein.  Der  Dampf  heisst  derselben  ist.  Aendert  sich  hierbei  die 
dann  überhitzt.  Seine  Spannung  hängt  Temperatur  der  Flüssigkeit  nicht,  so 
dann  nicht  allein  von  der  Temperatur,  ^rd  sich  auch  die  Expansivkraft  des 
sondern  auch  vom  Volumen  ab.  Dampfes  nicht  ändern,  der  Dampf  ist 

Han  kann  diese  Betrachtungen  auch  also  immer  im  Maximum.  Zieht  man 
durch  folgendes  Experiment  bestätigen,  aber,  nachdem  das  Wasser  ganz  in 
üeber  einem  Wasserquantum  W im  Ge-  Dampf  verwandelt  ist , den  Kolben  noch 
fäss  AB  (Fig.  39)  befinde  sich  unmittcl-  höher,  so  muss  derselbe  sich  ausdehnen, 

14 


Fig.  39. 
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ohne  dass  nenor  Dampf  hinznkommt,  er 
ist  also  nicht  mehr  im  Maximum  der 
Spannkraft. 

Indem  wir  unter  t jetzt  die  Tempera- 
tur in  gewöhnlichen  Centesimalgraden, 
unter  p den  Druck  Tcrstchcn,  wird  zwi- 
schen diesen  Grössen  fiir  gcs&ttigten 
Dampf  eine  Gleichung  von  der  Form 
Btattiindcn : 


Nach  Magnus  ist: 

« = 4,5^,  i = 10,  » = 7,4475,  m = 234,69, 

nach  Holzmann: 

« = 4,529,  Ä = 10,  » = 7,2804,  » = 236,22. 
August  setzt: 

100-» 


p = /.'(')• 


6415 

10' 


Die  Function  zu  dnden , ist  bis 

jetzt  nicht  gelungen.  Man  hat  jedoch 

verschiedene  Erfahrungsformeln , welche  Regnault  setzt  für  Dampfe  von  —32* 
dieselbe  in  gewissen  Grenzen  ersetzen,  bis  0^ : 


Nach  Young  setzt  man: 
p = {a+bl)”. 


wo : 


P 


= 0-1-4 


«(32  + 0 

» 


Wenn  p in  Atmosphären  gegeben  ist, 
so  hat  man  bei  Spannkräften  über  vier 
Atmosphären  nach  Dnlong  und  Arago ; 

0 = 0,2847,  4 = 0,007153,  n = 5, 

und  bi»  zu  vier  Atmosphären  nach  Mellet: 

o = iVj,  4=.j|j,  n = 6, 

nach  Pambour  von  einer  bis  vier  At- 
mosphären : 

_ 72,67  . _1_ 

''“171,72’  *“171,72’  “®’ 

nach  einer  anderen  Formel  für  Tempe- 
raturen über  100' : 

o = i%*5,  4 = .jj;j,  «=:6,42, 
für  Temperaturen  unter  100*  : 

o = üJ,  tt  = 7,71507. 

Roche  gibt  dagegen  die  Formel  : 


o=-0,08038,  lg4  = 0, 6024724-1, 
lg  rt  = 0,03.13980, 
für  Dämpfe  von  0 bi»  100*: 
p = a + b —tr  , 

wo: 

0 = 4,7384380,  lg  4 = 0,1340339-  2, 
lg c = 0,6116485,  lgo=0, 006865036, 
lg/J  = 0, 9967249-1, 
für  Dämpfe  von  100  bis  230*  : 

P = o-4“(20+0_<jS(20+0, 

wo: 

0 = 6,2640348,  lg  4 = 0,1397743, 
lg  c = 0,6924351,  lgn  = 0,794049292-l. 
Ig^  = 0,998343862-1. 


: ab 


»< 

m+t 


Den  folgenden  Tafeln  liegen  diese  An- 
gaben zu  Grunde. 
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Tafel  für  die  Expaniivkraft  de>  geakttigten  Was s er dampfes. 


Tempe- 

rtlar. 

Dampfspannung 

Tempe- 

ratur. 

Dampf  Spannung 

in 

Centimeter 

in 

Atmosphären 

in  . 

Centiracter 

in 

Atmosphären 

-32* 

0,0320 

0,0004 

+21* 

1,8496 

0,024 

81 

0,0362 

0.0005 

22 

1,9659 

0,026 

30 

0,0386 

0,0005 

23 

2.0888 

0,028 

29 

0,0424 

0,0006 

24 

2.2184 

0,029 

28 

0,0464 

0.0006 

25 

2,3550 

0,031 

27 

0,0508 

0,0007 

26 

2,4988 

0.033 

26 

0.0555 

0.0007 

27 

2,5505 

0,034 

25 

0,0605 

0,0008 

28 

2,8101 

0,037 

24 

0,0660 

0,0009 

29 

2,9782 

0.039 

23 

0,0719 

0,0009 

30 

3,1548 

0.042 

22 

0,0783 

0.0010 

31 

3 3406 

0,044 

21 

0,0663 

0,0011 

32 

3.5359 

0,047 

20 

0,0927 

0.0012 

33 

3,7411 

0,049 

19 

0,1006 

0.0013 

34 

3,9565 

0,052 

18 

0,1096 

0.0014 

35 

4,1827 

0.055 

17 

0,1189 

0,0016 

36 

4,4201 

0,058 

16 

0,1290 

0.0017 

37 

4.6691 

0,061 

15 

0,1400 

0.0018 

38 

4.9302 

0,065 

14 

0,1518 

0.0020 

39 

5,2039 

0.068 

13 

0.1646 

0.0022 

40 

5,4906 

0,072 

12 

0,1783 

0.0024 

41 

5.7910 

0,076 

11 

0,1933 

0,0025 

42 

6.1055 

0,060 

10 

0.2093 

0,0027 

43 

6.4346 

0,086 

9 

0,2267 

0,0030 

44 

6,7790 

0,089 

8 

0,2455 

0,0032 

45 

7,1391 

0,094 

7 

0.2658 

0,0035 

46 

7,5158 

0,099 

6 

0.2876 

0,0038 

47 

7,9093 

0,004 

5 

0.3113 

0.0041 

48 

8,3204 

0,009 

4 

0,3368 

0,0044 

49 

8.7499 

0,115 

3 

0,3644 

0,0048 

50 

9,1982 

0,121 

2 

0,3941 

0,0052 

51 

9,6661 

0,127 

1 

0,4263 

0,0056 

52 

10.1543 

0,134 

0 

0,4600 

0,0061 

53 

10,6636 

0,140 

+ 1 

0,4940 

0,0065 

54 

11,1945 

0,147 

2 

0,5302 

0,0070 

65 

11,7478 

0,155 

3 

0,5687 

0,0075 

66 

12,3244 

0.163 

4 

0,6097 

0,0080 

67 

12,9251 

0,170 

5 

0,6534 

0,0066 

58 

13.5.505 

0178 

6 

0.6998 

0,0092 

59 

14.2015 

0,187 

7 

0,7492 

0,0099 

60 

14.8791 

0,196 

8 

0,8017 

0,0107 

61 

15,5839 

0,205 

9 

0,8674 

0,011 

62 

16,3170 

0,215 

10 

0,9165 

0,012 

63 

17,0791 

0,225 

11 

0,9792 

0,013 

64 

17.8714 

0,235 

12 

1,0457 

0,024 

65 

18,6945 

0.246 

13 

1,1162 

0,015 

66 

19.5496 

0,257 

14 

1,1908 

0,016 

67 

20,4376 

0,267 

15 

1.2699 

0,017 

68 

21,3596 

0,281 

16 

1,3536 

0,018 

69 

22,3165 

0,294 

17 

1.4421 

0.019 

70 

23.3093 

0,306 

18 

15367 

0.020 

71 

24,3393 

0,320 

19 

1,6346 

0,022 

72 

25,4073 

0,334 

20 

1,7391 

0,023 

73 

26.5147 

0,349 

14* 
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Tcmpc- 

ratnr. 

l)am]>fsii*nnnng 

Tempe- 

ratar. 

Dnmpfspannang 

in 

Centimeter 

io 

Atmosphären 

in 

Centimetnr 

ID 

Atmosphären 

+ 74» 

27,6624 

0..364 

+ 129» 

197,015 

2,592 

7.‘> 

28,a517 

0,380 

130 

203,028 

2,671 

76 

30,0838 

0,396 

131 

209,194 

2,753 

77 

31,:WÜ0 

0,414 

132 

215,503 

2,836 

78 

32.6811 

0,430 

133 

221,969 

2,921 

79 

34,0488 

0,448 

134 

228,592 

3,008 

80 

35,4643 

0,466 

135 

235,373 

3,097 

81 

.36,9287 

0.486  , 

136 

242,316 

3,188 

82 

38,4435 

0.506 

137 

249,423 

3,282 

83 

40,0101 

0..526 

138 

256,700 

3.378 

84 

41,6298 

0,f*48 

139 

- 264,144 

3,476 

85 

43,3041 

0..570 

140 

274,763 

3.576 

86 

45,0344 

0,593 

141 

279, .557 

3.678 

87 

46,8221 

0,616 

142 

287,530 

3,783 

88 

48,6687 

0,640 

143 

295,686 

3,890 

89 

50,5759 

0,665 

144 

304,026 

4,000 

90 

52,5450 

0,691 

145 

312,555 

4.113 

91 

54,5778 

0,719 

146 

321,274 

4.227 

92 

56,6757 

0,746 

147 

330,187 

4,344 

93 

58,8406 

0,774 

148 

339,298 

4,464 

94 

61,0740 

0,804 

149 

348,609 

4,587 

95 

63,3778 

0,834 

150 

358,123 

4,712 

96 

65,75.35 

0.865 

151 

367,843 

4,840 

97 

68,2029 

0,897 

1.52 

377,774 

4,971 

98 

70.7280 

0,931 

153 

387,918 

5,104 

99 

73,.3.305 

0,965 

1.54 

398.277 

5,240 

100 

76,oa»o 

1,000 

155 

408,856 

5,380 

101 

78,5790 

1,036 

156 

419,659 

5,522 

H>2 

81,6010 

1,074 

157 

430,688 

5,667 

103 

84,5280 

1,112 

1.58 

441,945 

.5,815 

104 

87,5410 

1,152 

159 

453,436 

5,966 

105 

90.6410 

1,193 

160 

455,162 

6,120 

106 

93,8310 

1,235 

161 

477,128 

6,278 

107 

97,1140 

1,278 

162 

489,336 

6,439 

108 

100,4910 

1,322 

163 

501,791 

6,603 

109 

103,965 

1,368 

164 

514,497 

6,770 

110 

107,537 

1,415 

165 

527,454 

6,940 

111 

111,209 

1,463 

166 

540,669 

7,114 

112 

114,983 

1,513 

167 

554,143 

7,291 

ll3 

118.8C1 

1,564 

168 

567,882 

7,472 

114 

122,847 

1,616 

169 

581.890 

7,656 

115 

126,941 

1,670 

170 

596,166 

7,844 

116 

131,147 

1,726 

171 

610,719 

8,036 

117 

185,466 

1,782 

172 

625,548 

8,231 

118 

139,902 

1,841 

173 

640,660 

8,430 

119 

144.4.V. 

1,901 

174 

656,055 

8,632 

120 

149,128 

1,962 

175 

671,743 

8,839 

121 

153.925 

2,025 

176 

687,722 

9,049 

122 

1.58,847 

2,091 

177 

703,997 

9,263 

123 

163.896 

2,157 

178 

720,572 

9,481 

124 

169,076 

2.225 

179 

737,452 

9,703 

125 

174.388 

2.295 

180 

75-4.639 

1 9,929 

126 

179,835 

2.366 

181 

772.137 

10,150 

127 

185,420 

2,430 

182 

789,952 

10,394 

128 

191,147 

2,515 

183 

808,084 

10,633 
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Temp?*- 

rfttar. 

Dampfspannu  Dg 

Tempe- 

ratur. 

Dampfspanuung 

io 

Ceniimctcr 

in 

Atmosphären 

in 

Centimeter 

in 

Atmosphären 

+ 184* 

826, .540 

10,876 

+208* 

1376,4.53 

18,111 

185 

845.323 

11,123 

209 

1404,252 

18.477 

188 

864,435 

11,374 

210 

1432,480 

18,848 

187 

883,882 

11,630 

211 

14tn,132 

19,226 

188 

903,668 

11,885 

212 

1490,222 

19,608 

189 

923,795 

12,155 

213 

1519,748 

19,997 

190 

944,270 

12,425 

214 

1549,717 

20.391 

191 

965,093 

12,699 

215 

1580,133 

20.791 

192 

986,271 

12,977 

216 

1610,994 

21.197 

193 

1007,804 

13,261 

217 

1642,315 

21,690 

194 

1029,701 

13,549 

218 

1674,090 

22,027 

195 

1051,963 

13,842 

219 

1706,329 

22,452 

196 

1074,595 

14,139 

220 

1739,039 

22,882 

197 

1097,500 

14,441 

221 

1772,213 

23,319 

198 

1120,982 

14,749 

222 

1805,864 

23,761 

199 

1144,746 

15,062 

223 

1839,994 

24,210 

200 

1168,896 

15,880 

224 

1874,607 

24,666 

201 

1193,437 

15,703 

225 

1909,704 

25,128 

202 

1218,369 

16.031 

226 

1945,292 

25,5% 

203 

1243,700 

16,364 

227 

1981,376 

26,071 

204 

1269,430 

16,703 

228 

2017,%! 

26,552 

205 

1295,566 

17,047 

229 

2055,048 

27,040 

206 

1322,112 

17,3% 

230 

2092,640 

27,535 

207 

1349,075 

17,751 

Tafel  für  die  Tempera turen  des  gesättigten  Wasserdampfes. 


Expan  sivkraf  t 

Tempe- 

ratur 

in 

Graden 

Expansivkraft 

Tempe- 

ratur 

in 

Graden 

in 

Atmosphären 

in 

Metern 

in 

Atmosphären 

in 

Metern 

1 

0,76 

100,0 

15 

11,40 

198,8 

. 2 

1,52 

120,6 

16 

12,16 

201,9 

3 

2,28 

133,9 

17 

12,92 

204,9 

4 

3,04 

144,0 

18 

13,68 

207,7 

5 

3,80 

152,2 

19  - 

14,44 

210,4 

6 

4,.56 

159,2 

20 

15,20 

213,0 

7 

• 5,32 

165,3 

21 

15,% 

215,5 

8 

6,08 

170,8 

22 

16,72 

217,9 

9 

6,84 

175,8 

23 

17,38 

,220,3 

10 

7,60 

180,3 

24 

18,14 

222,5 

11 

8,36 

184,5 

25 

19,00 

224,7 

12 

9,12 

188,4 

26 

19,76 

226,8 

13 

9,88 

192,1 

27 

20,62 

228,9 

14 

10,64 

195,5 

28 

21,28 

230,9 
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Was  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  an- 
betrifft, BO  findet  Gay-Lnssac  für  densel- 
ben bei  lOO"  und  0,76  Meter  Barometer- 
stand 05895  Gramm  als  das  Gewicht 
eines  Liter  Dampfes,  das  ist  J der  Dich- 
tigkeit der  atmosphärischen  Luft,  von 
der  ein  Liter  0,9454  Gramm  wiegt. 

Gay-Lussac  hat  diese  Zahlen  durch 
folgendes  Experiment  gefunden.  Ein 
dünnes,  vorher  gewogenes  Glaskügelchen 
wurde  mit  Wasser  gefüllt  und  snge- 
schmolzcn.  Es  wurde  dann  abermals 
gewogen,  und  so  das  Gewicht  des  darin 
enthaltenen  Wassers  ermittelt.  Diese 
Kugel  wurde  dann  in  eine  eingetheilto 
Glasröhre  AB  (Fig.  40)  gebracht,  welche 

Fig.  40. 


mit  Quecksilber  gefüllt  war,  und  in  einem 
ebenfalls  mit  Quecksilber  gefüllten  Ge- 
fässe  C stand,  welches  durch  eine  Feue- 
rung F erhitzt  werden  konnte.  Die 
Rohre  AB  war  noch  von  einem  Glasey- 
linder  DE  umgeben,  und  der  Zwischen- 
raum mit  Wasser  gefüllt  Die  Vorrich- 
tung wurde  dann  so  weit  erwärmt,  dass 
das  Kügelchen  K gesprengt  wurde,  und 
das  darin  enthaltene  Wasser  Dampfform 
annahm,  unter  Erhaltung  einer  constan- 
ten  Temperatur.  Die  letztere  wurde  nun 
an  einem  Thermometer  T,  das  Volumen 


und  die  Expansivkraft  des  Dampfes  aber 
mittels  des  eingetbeilten  Subes  S be- 
stimmt. 

Gewöhnlich  legt  man  das  Hariotte- 
Gay-Lussae'sche  Gesetz  auch  den  Däm- 
pfen zu  Grunde,  und  man  hat  bei  den 
obigen  Angaben  von  Gay-Lnssac  die  Dich- 
tigkeit, d.  h.  das  Gewicht  eines  Liter 
Dampf : 

= Kilogramme, 

wo  p den  Druck  in  Kilogrammen  für 
den  Quadratmeter  gibt.  Oder  wenn  man 
absolute  Temperatur  einführt,  die  wir 
fortan  mit  T bezeichnen: 

J = Kilogramme.  • 

Ist  der  Dampf  im  Maximum  der  Span- 
nung, so  lässt  sich  aus  den  oben  gege- 
benen Formeln  und  der  hier  gegebenen 
I eliminiren.  Statt  dessen  gibt  Kavier 
eine  Käberungsformel. 

Ist  y die  Dichtigkeit  des  Wasser- 
dampfes, die  des  Wassers  bei  Kuli  Grad 
als  Einheit  genommen,  so  ist : 

und  nach  Fambour  bei  niedom  Spannun- 
gen von  J bis  Atmosphären : 

« = 20,000000,  /J  = 1200, 

und  bei  bobern  Spannungen: 

« = 21,232000.  /J  = 3020. 

Bei  sehr  niedrigen  Spannungen  sind  die 
genauem  Formeln  zu  nehmen. 

Es  entsteht  nun  aber  die  Frage , in 
wiefern  das  Mariotte  - Gay-Lussae'sebe 
Gesetz  richtig  ist,  oder  doch  der  Wahr- 
heit sich  nähert. 

Möge  sich  in  einem  Cylinder,  dessen 
Querschnitt  gleich  der  Einheit  ist,  die 
Gewichtsmenge  Wasser  M befinden,  des- 
sen Temperatur  ( sei,  derart,  dass  der 
Cylinder  gefüllt  ist.  Möge  ferner  V das 
Volumen  der  Gewichtseinheit  sein.  Un- 
ter dem  Kolbendruck  p werde  jetzt 
Dampf  erzeugt,  dessen  Gewicht  m und 
wo  das  Volumen  für  die  Gewichtseinheit 
V sei,  wobei  eine  Wärmemenge  Q ver- 
braucht wird.  Die  verrichtete  Arbeit 
ist  hierbei: 

mp(r—  F), 

wozu  die  Wärmemenge: 

Amp(v—  V) 

gehört.  Wenn  hierbei  keine  Tempera- 
turerhöhung erfolgt,  BO  ist  die  übrige 
Wärme: 

Q— Amp(c— F), 
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diqeDige,  welche  sur  Ueberwindaog  der 
Cohliioo  des  Wasserdempfea  dient.  Wenn 
wir  dieeelbe  anf  die  Gewichtseinheit  be- 
legen gleich  i>  setzen,  und  7 die  für 
die  Erzeugung  der  Gewichtseinheit  Dampf 
nütbige  Warme  ist,  so  ergibt  sich: 

yz=Ap(T-y)-he- 

Dm  Gesammtvolomen  von  Dampf  und 
Wasser  aber  ist : 

»=  (if-m)  K-f  m»  = Mr+m(e-y). 
Wenn  die  Zuführung  der  Warme  unter 
coiistantem  Druck  und  constantcr  Tem- 
perator geschieht,  so  ist ; 

dQ  = qdm,  du  = (v—y)dm, 

also: 

Da  man  nun  hat: 

dQ  = ^‘“+S^=Xd,>+rdr. 

Tp 

so  ist  hier,  da  p nnd  ( constant  sind: 
Cdc 

dQ=rdt  = -^, 

dp 

also: 

t—  y dt  dl’  ^ 

dp 

also: 


"“'{""41' 


a = 607,  4 = 0,708 
ist,  also  wenn: 

c = 273 

ist : 

>lÄ(l-l-n  I)  (c-fl)  ^/,-Ayp  (c  + 0 

z=  p(a-bt). 

Da  das  Volumen  des  Wassers  gegen 
das  des  Wasserdampfes  sehr  gering  ist, 
so  kann  man  T=0  setzen,  und  hat: 
.n'^P  {a—bl)dl  _ (o  + 6c)ifl 

^ /“(l-f-nl)  (c-l-l)  ~ (1-ce)  (c-l-O 

(an-t-4)  ffl 
(1-ck)  (1-f-nl)' 

woraus  durch  Integration  folgt: 


dl  dl’ 


Ap(v-y)=- 


Für  die  Warme  7,  welche  dazu  gehört, 
um  Wasser  Ton  der  Temperatur  I in 
Dampf  zu  verwandeln , haben  wir  schon 
früher  gefunden  : 

7 = 606,5 - 0,695 1 - 0,00002 1 • 

-0,0000003 1*. 

Clausius  setzt  abgekürzt: 

7 = 607  -0,7081. 

Durch  die  Gleichung: 

P = F(i) 

ist  noch  eine  der  Grossen  p oder  I zu 
eliminiren , und  man  hat  dann  v als 
Fonction  von  I.  Soll  also  dasMariotte- 
Oaj-Lnssac’ache  Gesetz  gellen,  so  muss 
man  haben: 

pt  = Ä(l-|-ol), 

wo  A nnd  a Constanten  sind.  Man 
würde  dann  nach  Gleichnng  1)  haben: 


lgp  = ,g(««^+‘)”‘l, 

I (H-nl)") 

(l-ftrl)” 

wo  £,  m,  n leicht  zu  bestimmende  Con- 
stanten  sind.  Es  ist  aber  diese  Formel 
mit  keiner  der  Naherungswertho  von 
y)  = f(l)  in  genauen  Einklang  zu  brin- 
gen , so  dass  die  Anwendung  des  Ma- 
riotte’scben  Gesetzes  eben  nur  als  eine 
erste  Näherung  betrachtet  werden  kann. 
Indess  geben  diejenigen  Formeln,  welche 
man  an  die  Stelle  der  obigen  zu  setzen 
versucht  hat,  nicht  hinreichend  sichere 
Resultate , um  dieselben  fürs  Erste  ent- 
behren zu  können. 

Bei  Anwendung  der  Formel  1)  gestal- 
tet sich  die  Rechnung  folgondcrmaassen. 
Setzen  wir : 

P=an 

indem  wir  absolute  Temperatur  einfüh- 
ren, sei  ferner: 

u-K=w, 


so  kommt: 


_(m-nr)r0 
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m-^nTzia—bl 

ist. 

Sei  jetzt  W die  in  der  Gewichtsein» 
heit  Wasser,  / die  in  der  Gewichtsein- 
heit Dampf  enthaltene  W&rmc , setzen 
wir  das  Gesammtgcwicht: 

—fiy 

so  hat  man  Tür  die  in  Wasser  und 
Dampf  enthaltene  Gesammtwärme : 

£/=^W-f-m(/—  JV)  = ^ H^4*”*p* 

Die  verbrauchte  Warme  q thcilt  sich 
in  diejenige,  welche  zur  Ueberwindung 
des  Druckes  dient  Apu^  und  io  diejenige 
p,  welche  die  Cohäsion  des  Wassers 
fi^rwlndct. 

Bei  der  Auffassung,  der  wir  uns  frü- 
her bedienten , mussten  wir  dies  ganze 
Quantum  q als  latente  Wärme  bezeich- 
nen« nach  der  jetzigen,  aber  fassen  wir 
Q allein  als  latente  Wärme  auf. 

Sei  jetzt  die  Temperatur  nicht  con- 
stant,  so  werden  sich  m,  W und  q än- 
dern. Mügen  dieselben  von  m|, 
zu  den  Werthen  m,,  p,  übergehen, 
so  ist : 

also : 

dU = ftdiV+d(m(>), 

Nnn  ist: 

C-  — 


In  der  atmosphUrischen  Loft  ist  lort- 
w&hrend  Wasserdampf  enthalten,  and 
schon  aus  diesem  Grunde  die  Spann- 
kraft und  die  Dichtigkeit  derselben  rer- 
ändcrlich. 

Der  Feuchtigkeitsgrad  der  Luft  heisst 
das  Verh&Itniss  der  Dichtigkeit  des  vor- 
handenen Dampfes  zu  der  desjenigen, 
welcher  bei  der  stattfindenden  Tempera- 
tnr  gesättigt  ist. 

Ist  dies  Verbältniss  gleich  I,  so  lässt 
es  sich  finden,  wenn  man  die  Tempera- 
tur (,  kennt,  Tür  welche  der  vorhandene 
Dampf  im  Maximum  ist.  Denn  ist  I 
die  stattfindende  Temperatur,  und: 

;»  = F(0.  P,  = F(.t,), 
y and  y^  die  Dichtigkeiten,  so  hat  man: 

r p 

Ist  <f  die  Dichtigkeit  der  Luft,  P der 
Druck  der  Luft  in  Atmosphären , ( die 
Temperatur,  y und  p Dichtigkeit  und 
Druck  des  Dampfes,  so  hat  man , wenn 
die  Luft  mit  Wasserdampf  gesättigt  ist : 
._1,3P  5 I,3p 

1-t-ot’  8 I-f-.r 

da  Wasserdampf  | der  Lnftdichtigkeit 
hat.  Also  wenn  die  Gesammtdichtigkeit 
r,  der  Gesammtdmck  b ist: 

h3(i-ip) 

1+ttt  • 


die  specifische  Wärme  des  Wassers,  also 
da  auch : 


g = i/-Apu, 

erhält  man: 

dU= ficdt-{-d{mii)~  Ad(mpu), 
und  da  man  nach  1)  hatte : 


^ = AT% 

u dl 


so  ergibt  sich: 


dV -\-Ap  d{mu)  = pc(dl)  + d 


Sei  h die  Höhe  des  vom  Kolben  dnreh- 
messenen  Baumes,  so  ist: 


Findet  aber  kein  Maximnm  der  Dichtig- 
keit statt,  sind  y^  und  />,  die  vorhan- 
dene Dichtigkeit  und  der  Drnck  des 
Dampfes,  y und  p die  für  den  bei  der 
stattfindenden  Temperatur  gesättigten 
Dampf,  so  hat  man : 


V ~~ 

8 1-fu«,’ 


oder  da: 


yi=yi= 


1-hat 


ist: 


A = m K-f- mu  c=/z  F+mu. 
dh  = d(mu). 

Die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung 
stellt  also  die  Summe  der  inneren  Wär- 
meznnahme  vermehrt  um  die  in  Arbeit 
verwandelte  dar ; dies  ist  aber  der  ganze 
Wärmeznfluss  aQ,  also: 

2)  = pcdt  + d(mq)  — mq^. 


IMb-tlp) 

, • ” 1-hot  • 

Um  aber  , also  auch  I su  finden, 
muss  man  die  Temperatur  l^  kennen, 
bei  welcher  dieser  Dampf  im  Maximum 
ist , also  sich  zu  condensiren  anfängt. 
Diese  Temperatur  heisst  der  Thaupnnkt. 

Man  bestimmt  ihn  durch  das  Hygro- 
meter. Das  einfachste  Instrument  die- 
ser Art  ist  das  von  Daniels.  Eine  go- 
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Fig.  41. 


bogene  Itöhre  ABC  (Fig.  41)  läuft  in 
zwei  Glukogcln  ans;  in  die  eine  A ist 
ein  Goldring  eingebrannt,  an  dessen  Be- 
schlagen man  das  Condensiren  erkennt. 
Sie  ist  mit  Schwcfeläther  geffillt  and 
enthält  ein  Thermometer.  Die  andere 
Engel  C ist  mit  einem  Leinwandlappen 
nmgeben.  Die  ganie  Röhre  ist  luftleer. 

Anf  die  Leinwand  träufelt  man  so 
lange  Schwefeläther,  bis  dnrch  dessen 
Verdnnsten  hinreichende  Kalte  enengt 
ist,  nnd  somit  in  C soriel  Aetherdämpfe 
condensirt  sind,  dass  sie  die  neu  in  4 
entstehende  Wärme  genug  binden , nm 
den  Goldreif  beschlagen  zu  lassen ; das 
Thermometer  in  A gibt  dann  den  Tbau- 
punkt  an. 

Auf  dieselben  Prinzipien  gründet  sich 
das  empfindlichere  Begnanlt’sche  Hygro- 
meter. 

Eip  anderes  Instmment,  das  Psychro- 
meter, gibt  August  nach  Huttons  Vor- 
gänge an.  Ein  Thermometer,  dessen 
Engel  mit  Leinwand  nmwickelt  ist, 
welche  in  ein  Wasserschälchen  taucht, 
bleibt  fortwährend  nass.  Durch  die  Ab- 
kählnng  nimmt  dis  Temperatur  bis  zu 
einem  gewissen  Grade  (Verdnnstnngs- 
kälte)  ab,  wo  sie  stehen  bleibt,  nnd  hier- 
ans  fissl  sich  der  Thanpunkt  berechnen. 


Nämlich  ein  kleiner,  die  Kugel  umge- 
bender Raum  ist  mit  Dnnst  gesättigt, 
ein  Tbeil  desselben  ist  in  der  Luft  ror- 
handen  gewesen , ein  anderer  der  Um- 
hüllung entnommen  Sei  ( die  Luft- 
temperatur, h die  Verdunstnngskälte,  und 
für  den  Raum , aus  welchem  zum  Ver- 
dunsten des  Wassers  Wärme  ans  der 
Luft  genommen  wird , das  Gewicht  der 
Luft  g,  das  des  darin  ursprünglich  ent- 
haltenen Dunstes  q,  s das  Gewicht  des 
neu  entstandenen  Dunstes,  c die  Wär- 
mccapacität  der  Luit,  y die  des  Dunstes 
(auf  constanten  Druck  bezogen).  Die 
ganze  hergegebene  Wärmemenge  izt 
dann : 

Ist  I die  latente  Wärme  des  Wasser- 
dunstes  bei  0 Grad,  und  nimmt  man 
an,  dass  A— I,  die  bei  (,  Grad  sei,  wie 
dies  freilich  nach  dem  Ohigen  nur  nä- 
hemngsweise  der  Fall  ist,  so  muss  sein: 

(gc+qy)  (<-»,)=s  (A-f,). 

Sei  p der  Druck  des  in  der  Luft  ror- 
handenen  Dunstes,  p,  der  Druck  des 
gesättigten  Dunstes  bei  Temperatur  I,, 
b der  Barometerstand,  so  ist  b—p  der 
Druck  der  trockenen  Luft,  p^~p  der- 
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jenige  Druck  . unler  welchem  der  neue 
Dunst  entsteht  (der  Luftdruck  vci  hin- 
dert, wie  oben  genigt,  dessen  Entstehen 
nicht);  ist  ferner  a dss  Verhsltniss  der 
Dichtigkeit  des  Dunstes  xn  dem  der  Luft 
bei  gleicher  Spannung  nnd  Temperatur, 
so  ist: 


W&rmelehre  gemacht  werden.  — Wenn 
die  speciflsche  Warme  bei  constantem 
Druck  immer  gleich  c,  bei  constantem 
Volumen  gleich  c,  ist,  so  erhalten  wir: 


X = < 


dt 


V 


__«gp 

? J»  ’ h-p’ 

ebenso: 

b-f 

Werden  diese  Wertbe  in  die  obige  Glei> 
chung  gesetzt,  nnd: 

geschrieben,  so  kommt: 
<f[c(6-p)-|-«ryp]  = n(pi-p)(A-f,), 
woraus  sich  die  Dichtigkeit  des  in  der 
Luft  vorhandenen  Dunstes  ergibt: 
g(Z-<,)Pi-ctd 
„(A-t,)-Kny-c)d- 

Setzt  man : 

A = 631, 

so  kann  man,  da  1.  sehr  gross  ist,  das 
zweite  Glied  des  Nenners  weglassen. 
Dies  gibt: 

ebd 

o(i-t,)’ 

oder  auch : 

P = P.~td. 

Man  findet : 

-^  = 0,0007. 

«A 

Ist  die  Tbermometerkugel  mit  einer 
Eisrinde  umgeben,  so  ist  tu  il  noch  75 
xnzurügen,  und  cs  wird: 


-^  = 0,0006. 
aA 


Der  Thanpunkt  r ist  diejenige  Tempe- 
ratur, fiir  die  p = F(t)  ist. 

Indem  man  dies  Instrument  mit  den 
Angaben  des  Daniel'schen  Hygrometers 
▼ergleicbt,  erhält  man  nach  August  eine 
etwas  andere  Formel: 


P = 


Pi- 


0,558  W 


II)  Ueber  feste  und  flüssige 
Kfirper. 

Es  sollen  noch  einige  Folgerungen 
für  die  nicht  gasförmigen  Ebrper  aus 
den  Grundbegriffen  der  mechanischen 


also  nach  Formel  II): 


und  nach  Formel  1) : 

dQ=  e,  ^ dp+c  ^ = c,  dt+^d» 

dp 

= 

de 


Kann  man  mit  diesen  Formeln  rerbin- 
den  die  bekannte,  jedoch  jedenfalls  nur 
näherungsweise  richtige  ßr  feste  nnd 
flüssige  Körper : 

e = e,  (I-j-nl), 

wo  r,  das  Volumen  bei  0 Grad  ist,  so 
hat  man : 

d»_J_ 

de  (te. 

Ist  y das  Gewicht  der  Ranmeinheit  Was- 
ser, y,  dasjenige  der  Ranmeinheit  des 
Körpers,  so  hat  man  das  spccifiscbe  Ge- 
wicht : 

e = ^,  t =i  = i,  — = *-^. 

y’  * y#  *y'  äv  a* 
Werde  jetzt  keine  W&rme  zugefubn, 
aber  der  Druck  geändert,  dann  ist; 

dQ  = 0,  * = = 

^ ’ dt  CSV 

"i>v 


Diese  Formel  gilt  nicht  für  Wasser,  wo 
man  nach  Regnanlt  setzt: 

e = r,  (1— I*  — dt '). 
und  es  ist  ron  0 bis  25  Grad : 
a = 0,000061045, 

/»  = 0,000007783, 
(1=0,00000003734 
von  25  bis  50  Grad: 

« = 0,00005145, 

;»  = 0,000007587, 

(f  = 0,000000035408, 

also: 
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it 1 wo: 

i'ii  r^(— *—13,598, 

Ji  = AT^  (-i>  + 2ßi-3Jl’)d/,. 
c 

Han  Mtat  für  Waaacr : fOr  0*  ist. 

c = l,  r,  = O.OOI, 

also: 

rfl  = 0,2437T(-c.+2;J«-3(fl>)rf/>,  Aimd  finde 
wo  der  Druck  in  Atmoaphkren  gegeben  c = 0,03333 
iit.  Dieae  Formeln  finden  atatt  bei  Con-  dagegen  C 
presiionen  ohne  Ab-  oder  Zuführung 
Ton  Wkrme.  Auch  ist  dann: 

dl  Nimmt 

c rfp  + c s-  dt  = 0,  Werthe  vo 

F = 1 


1 0,00018153, 


nnd  da: 


" i-'.’s 

ä,_ 

dr"  AT 


^ = k, 

ist,  und  p in  Atmosphären  gegeben  ist. 
Soll  der  Druck  in  Kilogramm  gegeben 
sein,  so  ist  durch  10334  an  diridiren. 
Aimd  nnd  Colladon  geben  nun : 
dt  = ~fi  V dp, 

wo  XU  setzen  ist,  wenn  p in  Kilogramm 
gegeben  ist: 

für  Quecksilber: 

^ = 0,0000043  nach  Aimd, 
^=0,0000033  nach  Colladon, 
fttr  Wasser : 

/i=  0,000502  nach  Aimd. 

^ = 0,000486  nach  Colladon. 

Es  folgt  dann: 

, , _ 10334AT 

* A — — / > «V  1 • 


Wir  hatten  fdr  Quecksilber: 

ti  - IZ 

dt  a ’ 


*•“13596 

für  0*  ist.  Bei  12,6*  ist  aber: 
r-ral-l-RO-  jg^gg  • 

Aimd  findet  hierfür: 

c = 0,033332,  * = 1,1237,  c , = 0,02965, 
dAgegeo  Colladon : 

c^=  0,02906. 

Nimmt  man  den  Mittelwerth  beider 
Werthe  von  c„  so  kommt; 

t=l,1352,  c-c,  =0,00397. 

Setzt  man  für  Wasser  von  0 Grad: 

r„  = 0,001, 

so  erhält  man  für  t = 12,6° : 

dl  1 

de  “ 0,000000115672’ 

« = 0,0010004, 
und  für  1 = 0: 

dl 1_ 

d«  “ 0,000000061045" 

Die  Temperatur  wächst  also  hier , wenn 
das  Volumen  abnimmt,  wie  dies  vom 
Wasser  bekannt  ist.  Et  ist  ferner: 
F=l,00185,  c,  =0,9981  nach  Aimd, 
c,  =0,9995  nach  Colladon, 
für  den  Mittelwerth  also: 

* = 1,0012,  c-c,  = 0,0012. 

Man  muss  annehmen,  dass  die  beim 
Schmelzen  des  Eises  verbrauchte  Wärme 
auch  von  dem  Drucke  abhängig  ist. 
Nach  Begnanlt  ist  die  beim  Schmelzen 
des  Eises  unter  dem  atmosphärischen 
Drucke  verbrauchte  Wärme: 

r = 79,06, 
nach  Provestoi: 

r = 79,01. 

Die  Schmelztemperatur  kann  nur  vom 
Drucke  abhängen. 

Sei  c,  die  spedfische  Wärme  des  Eises 
bei  constantem  Drucke  p,  I,  die  Wärme 
desselben,  I,  die  Temperatur,  hei  wel- 
cher das  Eis  schmilzt , so  ist  die  ver- 
brauchte Wärme: 


1=1  c,' 

Io 


Ist  « das  Volumen  der  Oewiebtaeiuheit 
Wasser  bei  I,  Grad,  le  die  des  Eises, 


Digitized  by  Google 


Wirme. 


220 


Wärme. 


M die  Gcwichlsmenge,  also  Mw  das  Vo- 
lumen des  Eises,  und  wenn  m die  Ge- 
wiehlsmenge  des  enstehenden  Wassers 
ist,  das  Gesammtvolumen ; 

mc4-(jW— »0  “’i 

die  zur  Arbeit  verbrauchte  Wärme: 
m Ap  (*  — »)=  W, 

die  in  der  Gewiehtseinheit  Wasser  ent- 
haltene Wärme: 

/ = Q—Ap{n  — w). 

Wenn  die  Schmelztemperatur  gleich  vor- 
handen ist,  so  ist; 

p = r— Ap(r— Hj) 

die  latente  Wärme,  worunter  wir  hier 
die  verstehen , welche  nicht  zu  äusserer 
Arbeit  verbraucht  wird.  Ist  ein  Kilo- 
gramm Eis  vorhanden,  also  so 

ist  das  Gesammtvolumen: 

V = le  d- m (e  — Ul). 

Wenn  wir: 


c,  =0,5040. 

Kann  man  diese  Grbsse  als  constant  an- 
nehmen,  so  kommt: 

Q = 0,504(t.-O-fr. 

Ist: 

».  = -10»,  t,=0*, 

so  erhält  man  hieraus  : 

Q = 84,075. 

Setzt  man  noch: 

P = 10334,  u = -0,000067, 
wie  oben,  so  kommt: 

Ap«= -0,00212. 

Es  wird  also  beim  Schmelzen  des  Eises 
Arbeit  in  Wärme  verwandelt,  d.  h.  die 
specihsche  Wärme  des  Wassers  ist  so 
gross  gegen  die  des  Eises,  dass  trotz 
der  unveränderten  Temperatur  der  Uebor- 
schuss  der  im  Wasser  enthaltenen  Wärme 
die  latente  Wärme  übersteigt.  Die 
Wasserwärme  ist; 


e— w = u 


setzen,  und  die  Wärme  bei  constantem 
Drucke  zngefObrt  denken , so  bleibt  die 
Temperatur  constant,  also  r,  ui  nnd  u 
sind  ebcnlalld  constant: 


dE  = u(/m. 

Die  zngeläbrte  Wärme  beträgt: 

dQzzrdm=—  dV, 
u 

Wegen : 

dp  = 0,  dt  = 0, 

geben  die  Hauptgleichungen: 


_ 


»p 


y_  ^ 

u'  dt~  AuT' 


Han  hat 
Drucke : 


d l 

nun  beim  atmosphärischen 


7- = 273,  (/,=0),  e = 0,001, 
•r  = 0,001087,  r = 79,06, 

also : 

»=-0,000087,  ^=-136,33, 

0 t 


1=  Q-f 0,00212, 

oder : 

/= -0,504!t,-f  79,035 -1-0, 00212 

= 206,629  - 0,5047,, 
unter  7,  die  absolute  Temperatur,  wel- 
che entspricht,  verstanden. 

Für  »,  = — 10  ist : 

7 = 84,077. 

Es  war: 

Q = 84,075. 

also  der  Zuwahhs  gegen  die  abgegebene 
Wärme  sehr  gering.  pu  = 0,899  in  Me- 
terkilogramm. Durch  Rechnung  kommt: 

e = r—Apu  = 79,037. 

Es  ist  zu  bemerken , dass  die  in  diesem 
Abschnitte  gegebenen  Formeln  ebenso 
wie  die  Formel  II)  noch  nicht  als  völlig 
zweifellos  zu  betrachten  sind.  Bei  un- 
streitig richtigen  Grundideen  ist  die 
mechanische  Wärmelehre  eine  noch  im 
Entstehen  begriffene  Wissenschaft,  und 
vielleicht  manches  Ungenaue  den  bis 
jetzt  gefundenen  Resultaten  beigemischt. 

12)  Einiges  Allgemeine  über 
die  Wechselwirkung  zwischen 
Wärme  und  Arbeit. 


d I folgt  aus  diesen  Betrachtungen, 

^=  — 0,007324.  dass  die  Wärme  bei  ihrem  Uebersirö- 

P men  vom  wärmeren  Körper  zum  kälteren 

Beim  Wachsen  des  Druckes  findet  also  Arbeit  verrichtet,  und  dass  nur  durch 
ein  Sinken  des  Gefrierpunktes  t statt.  Verlust  von  Arbeit,  d.  h.  durch  Ver- 
Dies  scheint  die  Erfahrung  zu  bestätigen.  Wandlung  derselben  in  Wäriüp  zugleich 
Pierson  setzt:  Wärme  vom  kälteren  zum  wärmeren 
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Körper  zurftckatrömt.  — Aber  man  hat 
aach  Grand  anzunebmen,  dass  nicht 
allein  ans  der  lebendigen  Kraft,  welche 
in  der  W&nne  enthalten  ist,  Arbeit  ent- 
stehen kann,  sondern  dass  alle  Arbeit 
mittelbar  auf  die  Wärme,  d.  h.  also  auf 
die  Sonnenstrahlen,  denen  alle  unsere 
Warme  entnommen  ist,  zurückznfahron 
ist.  Wir  wollen  dies  an  den  gewöhn- 
lichen Arbeitskräften,  die  in  der  Katar 
Torkommen,  dnrehfohren,  nnd  zugleich 
auch  den  Satz  rechtfertigen,  dass  alle 
Wärme  der  Sonne  entnommen  sei. 

Was  nämlich  die  Erzeugung  anbe- 
trifft,  so  ist  sie  entweder  ans  Arbeit 
entstanden,  und  somit  die  zweite  Be- 
hanptnng  auf  die  erste  znrfickgcfiihrt, 
dies  ist  bei  der  Reibung  und  dem 
Drucke  der  Fall,  oder  sie  entsteht  bei 
chemischen  Verbindnngen. 

Die  wichtigste  dieser  Verbindungen 
ist  nnn  die  bei  der  Verbrennung  von 
Kohle  entstehende  Kohlensäure.  Um- 
gekehrt ober  ist  ja  die  Kohle  durch  den 
organischen  Prozess  beim  Wachsen  der 
Pflanzen  entstanden  durch  die  Zersetzung 
der  in  der  Luft  enthaltenen  Koblcnsänre, 
and  diese  Arbeit  verrichtet  bekanntlich 
die  chemische  Kraft  der  Sonnenstrahlen. 
So  ist  denn  in  den  Kohlen  Arbeit  der 
Sonne  aufgespeiehert,  welche  durch  Ver- 
brennung wieder  in  die  ursprüngliche 
Gestalt  der  Wärme  zurückkehrt.  Um 
andere  Verbindungen  entstehen  zu  lassen, 
muss  man  ebenfalls  auf  die  Zersetzung 
znräckgehen,  und  diese  erfolgt  entweder 
direct  durch  Arbeit,  wie  z.  U.  die  Bil- 
dung des  Phosphor  ans  den  Knochen, 
oder  rührt  unmittelbar  auf  die  Sonne 
zurück. 

Wir  untersuchen  jetzt  die  Arbeits- 
kräfte. Die  hanptsächlichsten  sind: 

1)  Die  Wärme  unmittelbar  in  den 
Dampfmaschinen  und  in  allen  ealoriseben 
Im  weiteren  Sinne. 

3)  Wasserkräfte. 

3)  Der  Wind  bei  den  Windmühlen  nnd 
heim  Segeln  der  ScbilTc. 

4)  Thier-  und  Menschenkräfte. 

Die  erste  Kraft  ist  den  Kohlen  ent- 
nommen, also  bereits  auf  die  Sonne  zn- 
rüekgeffihrt. 

Wasserkräfte  entstehen  durch  das 
Hcrabfallen  des  Wassers.  Diese  Kraft 
wird  erzeugt,  indem  Wasser  wieder  von 
dem  tieferen  zum  höheren  Orte  empor- 
steigt, denn  sonst  würde  ja  alles  Wasser 
zuletzt  in  gleicher  UOho  sein,  also  keine 
Strömung  möglich  sein.  Das  Wasser 
aber  steigt  in  die  Hohe  in  Dampfform 
und  fällt  als  Regen  in  die  hohem  Stellen 
der  Quellen  und  Flüsse  zurück.  Die 


Verwandlung  in  Dampfform  ist  also  die 
Quelle  der  Arbeit , ' und  diese  geschieht 
offenbar  mittels  der  ans  der  Sonne  ent- 
nommenen, beim  Verdunsten  gebundenen 
Wärme. 

Die  Kraft  des  Windes  entsteht  durdi 
Strömung  der  wärmern  Luft  vom  Aequa- 
tor  zu  den  Polen.  Diese  Wärme  aber 
gibt  die  Sonne  her. 

Thier  und  Menschen  erlangen  endlich 
ihre  Arbeitsfähigkeit  durch  die  Nahrung, 
namentlich  durch  die  nicht  stickstoffhal- 
tigen, aber  kohlenrcichen  Tbeile  dersel- 
ben, welche  beim  Athmen  in  Kohlen- 
säure verwandelt  ibierische  W'ärme*  er- 
zeugen, die  als  Arbeitsmaterial  dient. 
Diese  Nahrung  ist  mittelbar  (wenn  sie 
thieriscb  ist)  oder  nnmittclbar  dem  Pflan- 
zenreich entnommen,  dessen  Waebsthnm 
eine  Arbeit  der  Sonne  ist,  nnd  sich 
hauptsächlich  auf  die  Bildung  von  Kohle 
aus  Kohlensäure,  ganz  wie  oben  gezeigt 
wurde,  zurückfübren  lässt. 

So  ist  denn  das  Material  der  Arbeit 
die  in  den  Aetherschwingungen  enthal- 
tene lebendige  Kraft,  nnd  wenn  man  die 
Geschwindigkeit  dieser  Schwingungen 
bedenkt,  so  kann  man  trotz  der  gerin- 
gen Masse  des  Aethers  an  deren  unge- 
heuren Betrag  nicht  zweifeln. 

Mit  der  mechanischen  Wärmelehre 
haben  sich  hauptsächlich  beschäftigt : 
Clausius,  Holzmann,  Helmholz,  Regnanit, 
Joules , Rankine.  I,ehrbücher  darüber 
sind  die  von  Zenner  nnd  Dnprd. 

Wime  — Terbreitang  derselben 
(matbematisebe  Fbysik). 

1)  Entwickelung  der  Grund- 
gleich u ngen. 

_ Die  Frage , wie  sich  die  Wärme  nach 
und  nach  in  einem  Körper  von  gegebe- 
ner Form  nnd  Anfangszustand  verbreite, 
hat  Untersuchungen  von  Seiten  Fonr- 
rier’s,  Poisson's,  Lamd’s  und  anderer 
Mathematiker  veranlasst,  die  ein  ganz 
neues  Gebiet  der  Analysis  eröffnet  ha- 
ben. Es  wird  daher  nOthig  sein , die- 
selben ihren  GrundzUgen  nach  hier  wie- 
derzngeben. 

Nehmen  wir  an,  dass  ein  Körper  an- 
fänglich in  einem  gewissen  Temperatur- 
zustande sich  beflndc;  cs  soll  angegeben 
worden,  wie  derselbe  sich  von  Moment 
zu  Moment  ändere. 

Wir  setzen  voraus,  dass  diese  Aendc- 
rung  allein  durch  die  Leitung  geschieht, 
d.  h.  dnreh  die  Absorption,  welche  zwi- 
schen zwei  sehr  nahe  liegenden  Punkten 
stattfindet.  Wenn  der  KOrper  fest  ist 
oder  flüssig,  und  die  Temperaturunter- 
schiede nicht  sehr  gross,  so  kann  man 
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dies  annchmen.  LnftfCrmigc  KOrper  an- 
dern dagegen  dnreh  Absorption  ihre 
Teniperatnr  nur  langsam,  Aach  kann« 
wenn  wir  uns  auf  feste  und  flüssige 
Körper  beschränken,  und  keine  xu  grossen 
Temperatnmnterschiede  betrachten , an- 
genommen werden,  dass  die  Dimensionen 
constant  sind,  ebenso  wie  die  speciflsche 
Wärme  in  Bezug  auf  die  Temperatur. 

Wir  gehen  von  dem  Qesetz  aus,  dass 
die  Wärmeabgabe  eines  Punktes  an  einen 
andern  der  Temperaturdifferenz  propor- 
tional sei,  wenn  dieser  Wärmeunterschied 
unendlich  klein  ist. 

Wir  denken  ans  den  Körper  durch 
drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  in 
anendlich  kleine  rechtwinklige  Parallel- 
epipeda  getheilC , deren  Dimensionen 
sein  sollen  61,  (fm,  efn,  die  Dichtigkeit 
^ , die  Temperatur  u , die  speciflsche 
Wärme  c,  so  wird  der  Zuwachs  d.er 
Wärmemenge  in  einem  Zeittheile  dt  in- 
nerhalb eines  solchen  Parallelepipedons 
sein  : 

Oll 

c^  — dt  61 6m  Jn, 

Andererseits  können  wir  diesen  Zawachs 
floden,  wenn  wir  die  durch  die  sechs 
Seitenwände  des  Parallelepipedons  ein- 


und  aasströmende  Wärme  betrachten. 
Wir  können  annehmen,  dass  dieser  Wär- 
roewcchscl  innerhalb  einer  Schicht  von 
der  Dicke  t stattflnde,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Parallelepipedons  sehr 
klein  ist.  Betrachten  wir  z.  B.  die  durch 
die  eine  Orenafläche  cfm  6n  ausströmende 
Wärme.  Dieselbe  flndet  zwischen  Funk- 
ten statt , welche  bezüglich  die  Tempe- 
du 

ratur  u und  u-|-— , n haben,  wo  n nicht 
0 I 

grösser  als  t ist,  und  da  die  ausströ- 
mende  Wärme  der  Differenz  proportio- 
nal ist,  so  hat  man  dafiir,  wenn  die 
Wärmemenge  auf  die  Flächeneinheit  be- 
zogen wird ; 


wo  k von  der  Dichtigkeit  und  sonstigeo 
Beschaffenheit,  also  von  der  Lage  des 
Punktes , wenn  man  die  Formänderuog 
nicht  vernachlässigen  wollte  auch  von 
der  Zeit,  abhängt.  Wegen  des  Inhalts 
der  Orcntfläche  ist  dieser  Aasurnck  mit 
6m  6n  zu  mnltipliciren.  Durch  die  ent- 
gegengesetzte Grenzfläche  6m  dn,  deren 
Entfernung  von  der  erstem  M ist,  strömt 
nun  hinein  die  Menge : 


1 ~ dt  6m  6n  ^ ^ 

so  dass  die  verbleibende  Wärmemenge  ist: 

Für  je  zwei  von  den  übrigen  vier  Grenzflächen  flndet  nun  dasselbe  statt.  Wenn 
man  nun  die  auf  die  andern  Dimensionen  bezogenen  Coefficienten,  welche  k ent- 
sprechen, mit  und  k^  bezeichnet,  so  hat  ipan  durch  Addition  der  entstehenden 
Ausdrücke : 

I)  ^ (frt  = r"i  (^i  ^ 6n)6m 

o t o t ö l Om  ‘ dm 

Bei  allen  Körpern,  die  nicht  crystallinischen  Gefüges  sind,  oder  dem  regelmässigen 
Systeme  angchören,  verbreitet  sich  die  Wärme  nach  allen  Seiten  auf  gleich« 
Weise.  Es  ist  also  : 

k=k,=k,. 

Ist  der  Körper  homogen,  so  sind  c und  k constant,  wenn  man  die  Formändemng, 
wie  hier  geschehen  soll,  vernachlässigt. 

IndesB  ist  noch  etwas  über  die  Bcdentnng  der  unendlich  kleinen  Grössen  61^ 
cfm,  6n  und  der  partiellen  Differenzialqnotienten  zu  sagen: 

Die  drei  Systeme  orthogonaler  Flächen  lassen  sich  ausdrücken  durch  Gleichun- 
gen zwischen  rechtwinkligen  Coordinaten  von  der  Form  : 

f{x,  y,  2,  «)  = 0,  /■,  (x,  y,  *,  4)  = 0,  f,  (x,  y,  »,  c)  = 0, 
wo  a,  4,  c Pirntneter  «ind,  die  sich  von  Fliehe  su  Fliehe  ändern.  Für  jeden 
Punkt  lassen  sich  also  die  zugehörigen  Werthe  von  l.  m,  h,  d.  h.  der  Bogenlän- 
gen für  die  Schnittlinien,  als  Functionen  von  a,  4.  c bestiniinen.  Schreitet  man 
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nun  I.  B.  anf  einer  Linie  l fort,  so  ändert  sich  nnr  a,  auf  m nnr  6,  auf  n nnr 
r,  so  dass  man  hat: 

..  ^ . 

J/  = — an.  </m  = — - oo«  üits-r" 
oa  ob  oc 


r^u 

db  Ou 
f'Jm  ' on 


»Iso  wenn  wir  noch  setzen : 


so  wird  Gleichung  I): 

la^  rl  m « ^ M.  ^ **\ 

1.)  n-Ji)- 

Selsen  wir  s.  B.  an  die  Stello  der  orthogonalen  Flächen  rechtwinklige  Coordina- 

ten,  nnd  nehmen  wir  an,  dass  k = k^=k,  constant,  und  — = A’  sei,  so  kommt, 

c 

da  l-x,  ffl=y,  n = z zu  setzen  ist,  wo  x,  y,  z die  Parameter  sind; 

/,=m,=»,  = l, 

also: 


Ib) 


du_  /d*M  d’u 

d I v)x*  dü^ 


d*ii\ 

äz*/ 


Setzen  wir  aber  Folarcoordinaten  rorans,  d.  h.  nehmen  wir  als  OrthogonalSächen; 


1)  eine  Schaar  concentrischer  Kngelfläcbcn, 

2}  eine  Schaar  s'on  Kotationskegelflächen  mit  gemeinsrhaftlicher  Axe,  deren 
Scheitel  in  den  Mittelpunkt  der  Kugeln  fällt, 

3)  eine  Schaar  von  Ebenen,  welche  alle  durch  die  Kegelaxe  geben. 


Die  Parameter  sind  dann: 

1)  der  Radius  r einer  Kngel, 

2)  der  halbe  Scheitelwinkel  9 einer  Kegelfiäche, 

3)  der  Winkel  y einer  Ebene  mit  irgend  einer  Anfangsebene, 
und  man  hat: 


Obgleich  man  immer  rechtwinklige  Coordinaten  nehmen  konnte,  so  ist  doch 
eine  Transformation  derart,  dass  in  der  einen  Schaar  von  Flächen  die  Grenzfläche  des 
Körpers  mit  enthalten  sei,  ans  dem  Grunde  geboten,  weil  sonst  die  Qrenzbedingnngen 
Schwierigkeiten  machen  würden.  Aus  diesem  Qmndc  ist  die  Gleichung  I a)  von 
grosser  Wichtigkeit.  Wir  übergehen  die  Transformation  durch  elliptische  Coordi- 
naten, welche  ebenfalls  Anwendung  findet. 

Wir  wollen  nun  die  Frage  beantworten,  welche  Wärmemenge  durch  irgend 
eine  gegebene  Ebene  einstrOmt. 

Denken  wir  uns  zu  dem  Ende  eine  dreiseitige  und  rechtwinklige  Pyramide, 
die  (ff,  <fm,  (fn  zu  Kanten  habe.  Drei  Seitenflächen  sind  dann  bezüglich ; 
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lfm  ifn  iflifn  ifl  cfm 
2 ’ ^2  ’ “2“’ 


die  vierte  a mOge  mit  diesen  dreien  Winkel  machen,  deren  Cosinos  bezüglich  <r, 
ß,  Y sind,  so  dass  man  hat: 


2a»  = dm  (Tn,  2ff/3  = d'nd/,  2ay=iHJm, 
und  die  dnrch  jede  der  Fl&chcn  einströmende  Wirme  ist  dann  nach  dem  Obigen, 
wenn  —K  sich  auf  die  vierte  Grenzdäche  so  bezieht,  wie  k,  *,  auf  die  drei 


andern ; 


nnd ; 


_ _ rfm  Ja,  d/,  ^ dl  dm, 

dp 

Da  man  zn  der  vierten  Grenzfläche  sich  ebenfalls  zvrei  Orthogonale  denken  muss, 
so  ist  p hier  irgend  eine  auf  der  vierten  Grenzfläche  senkrechte  >Linie,  anf  deren 
Gestalt  es  hier  nicht  ankommt,  da  dp  unendlich  klein  ist. 

Da  nun  die  in  das  Parallelepipedon  einströmende  Wärme  jedenfalls  mit 
dl  dm  dn  proportional,  aber  die  hier  gefundenen  Grossen  mit  dl  dm  oder  didn  . . . 
proportional,  gegen  dl  dm  dn  unendlich  gross  sind,  so  ist  ihre  Summe,  die  der 
cinstrOmenden  gleich  ist,  gegen  dl  dm  verschwindend  klein,  also  wenn  man  dl, 
dm,  dn  dnrch  ihre  Werthe  ersetzt: 


A) 


„du  , du  . , . d«  , du 

^ dJi' 


Die  Bedentung  der  Diffcrenzialquotienten  ist  wie  oben  zn  erklären. 

Wir  wollen  Jetzt  aber  auch  den  Wärmezufluss  auf  der  Oberfläche  nnter- 
snehen.  — Man  könnte  die  Temperatur  der  Oberfläche  direct  geben,  also  anneb- 
men,  dass: 


H = /■,(/,  m,  «,  !)  = f(n,  h,  c,  I) 

anf  dieser  Fläche  sei.  Andererseits  aber  kann  man  annehmen,  nnd  dies  wird 
dM  Allgemeinere  sein,  dass  der  Körper  sich  in  einem  Gase  befinde,  and  hier  so- 
wohl durch  den  Wärmewcchscl  mit  den  berührenden-  Thellen  des  Gases,  als  auch 
von  einer  oder  verschiedenen  Wärmequellen  strahlende  Wärme  erhielte.  Ist 
( die  Temperatur  des  Gases,  so  wird  ganz  wie  oben  der  Znfltrss  durch  die  Ober- 
fläche des  Körpers,  auf  die  Flächeneinheit  bezogen,  mit  proportional  tu 

setzen  sein.  Ist  A die  Temperatur  einer  Wärmequelle,  so  ist  der  Zofluss  von 
hier  ans  A— w,  also  der  Gesammtzüfluss : 


«(C— «)  + .£■»,  (A-u), 

wo  e und  e,  dem  Zustande  des  Gases  und  der  Wärmequelle  entsprechende  Coeffi- 
cienten  sind.  Statt  dessen  kann  man  aber  setzen: 


wo : 


p=  e + Ze,, 


P P 


ist.  Die  Grössen  Ä sind  im  Allgemeinen  constant,  C ist  von  der  Lage  des  Punk- 
tes der  Oberfläche,  den  wir  betrachten,  abhängig.  Wir  nehmen  an,  dass  die  Ober- 
fläche einer  Schaar  Orthogonalflächen  angchure,  und  zwar  derjenigen,  welche  auf 
I senkrecht  steht,  dann  ist  C und  somit  r nur  von  m nnd  n abhängig,  ganz  so 
wie  die  Tempemtnr  auf  der  Oberfläc  he  selbst.  Andererseits  ist  die  von  der  Ober- 
fläche ans  sich  ins  Innere  bewegende  Wärmemenge  nach  dem  Obigen  gleich 

(auf  die  Flächeneinheit  bezogen),  und  da  Contlnuität  stattfindet,  so  bat  man: 

oder : 

U)  (r-u). 
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Wäre  die  Oberdtche  keine  ana  der  Schaar,  so  müsste  man  / mit  f,  k und 
K rertauschen,  und  erhielte  : 

du 

oder  wegen  Gleichung  A): 


oder; 

Ua) 


' (.da  m,  db  n,  de 


Es  ist  KU  erwähnen,  dass  die  Gleicbanj;  II)  auch  Tür  den  Fall  gültig  ist«  wo 
der  Zastand  der  Oberfläche  dlrcot  gegeben  ist.  Id  diesem  Falle  setzt  man  näro 

lieh  — = 0. 

P 

Um  aber  den  Wärmezustand  vüllig  zu  bestimmen,  muss  derselbe  im  Anfänge 
gegeben  sein.  Es  kommt  also  zu  den  Gleichungen  1)  und  II)  noch  eine  dritte 
Kinzn: 

u=Fj(/,  »ft,  m)  oder  =F(a,  6,  c)  für  1=0. 

Soll  aber  io^  einem  Körper  Wärmcgieicfage>v1cht  stattfinden,  so  ist  ca  setzen 

da 

^ = 0,  und  in  diesem  Falle  gibt  z.  B.  Gleichung  Ib): 

0 1 

<)x*  dy*  Ö3* 

Nach  einem  von  Uirichlet  gegebonen  Satze  (vergleiche  den  Schluss  des  Artikels:  Qua- 
draturen ^ Zurückführung  der  partiellen  Differenzialgleichungen  auf  — ) reibht 
diese  Gleichung  zur  Definition  der  Function  11  aus,  wenn  u auf  der  Oberfläche 
gegeben  ist,  und  wie  hier  Continoität  stattflndet.  Der  Zustand  des  W&rmegleich- 
gewichtes  ist  also  vom  anOtDgUclien  Wärmezustande  unabhängig. 

Eine  höchst  merkwürdige  Eigenschaft  des  Systems  von  I),  11)  und  III)  ist, 
dass  sich  die  Integration  in  einer  ganz  gleichen  Weise  für  alle  Körper  bewerk- 
stelligen lässt. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  setzen  in  I a) : 
tu»,»», 

A)  c/,m,«,=s,  — ^‘=», 

f I Ta  I Ft  I 

ulio : 


du 

d ^ 

( du' 

i , d 

1 1 

^rr- 

l'  d^- 

>+di ' 

dh) 

l+d-c* 

d-c)- 

/,  « 
■ich: 

1) 


<2  (ipd  Functionen  von  a,  i,  c.  Setzen  wir  nun  u = e^*(i^,  eo  ergibt 

,,  / ^?A  d / a ( ^eA 

V d^/+ ä6  V‘ ä4/+ V*  "ärr 

Beathnmt  man  hieraus  auf  irgend  eine  Art  so  kann  man  den  Werth  von  «i 
in  die  Gleichung  IIu)  einaeUen,  in  welcher  jetzt  immer  e = 0 sein  möge,  also: 


2) 


04  ' c , de' 

Die  reellen  Wurzeln  i dieser  Gleichung,  welche  im  Allgemeinen  transcendent  ist, 
geben  dann  partikulare  Werthe  für  ii,  und  da  Gleichung  1)  linear  ist,  kann  man 
setzen : 

3) 


•=f  - 


15 
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Die  Coefficienten  aber  sind  noch  so  r.n  beetinuncn,  dass  auch  Gleirbnng 
u = F{a,  b,  c)  für  (=0  erfüllt  wird. 

Seien  p swei  Wurreln  der  Gleichung  2),  mnltipliciren  wir  Glcichnng  1) 
mit  p da  db  de  und  integriren  über  den  gnnien  Körper.  Wir  wollen  zunächst 

das  erste  Glied  rechts  in  1)  betrachten  und  nur  nach  « integriren  in  den  Gren. 
zen  a,  und  a^.  Es  kommt: 

J ^ da  ^ da  f * o*  ^ ^ 

= /“•  (sp  ‘h'^)+r\l(/lj^)da. 

. • *’  I ^ \ da  da)  J „ ^ ^ da  \ da  f 


/ ® 4 

10  ilem  entwickelten  Thcile  bedeutet  das  Zeichen  I , dass  man  in  den  Aus- 

^ «o 

druck  darunter  setzen  soll  erst  n a,  dann  fl  = ao,  und  die  Differenz  nehmen, 
fl,  und  <1^  beziehen  sich  auf  Punkte  der  Oberfläche.  In  einem  von  diesen  Punk- 
ten ist  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
gewandt  als  in  ilem  nndern,  und  da  in  dem  Sinne  derselben  die  Ansstrahlung 
staufindet,  so  ist  dieselbe  und  somit  auch  ihre  Projcctlonen  auf  die  Schnittlinien 
<//,  lfm,  <fn  in  einem  Punkto  positiv,  im  andern  negativ  zu  nehmen.  Gleiches 

dm  dn 

findet  mit  dem  Ausdrucke  i = Ä statt,  so  dass  die  beiden  a*  und  a,  ent- 

ii  I V g 

da 

sprechenden  Glieder  zn  nddiren  sind,  wenn  man  den  entsprorhenden  s dasselbe 
Zeichen  gibt.  Integrirt  man  auch  nach  h uml  c,  so  ist  dann  der  entwickelte  Aus- 
idnick  mit  gleichen  Zeichen  über  die  ganze  Oberfläche  zu  erstrecken,  und  man  hat: 

/p  -i-  da  db  de  = /*(»p  — +«p,  dbdc 

J V da  J V > do  da  / 


- 


(«i) 


da  db  de. 


Das  erste  und  dritte  Integral  geht  auf  den  ganzen  Körper,  das  zweite  auf  die 
Oberfläche.  Dasselbe  lasst  sich  noch  umformen. 

Die  drei  Schaaren  orthogonaler  Flächen  theilen  die  Oberflüche  offenbar  auch 
in  drei  uuendlich  kleine  Vierecke.  Sei  eins  derselben  da,  so  sind  die  Projectio- 
nen  davon  auf  die  Orthogonalfläcbcn  bezüglich  dm  Jn,  if/cT«,  also: 


s db  = — ifmtf«: 


i, 


a da. 


Verfahrt  man  in  gleicher  Weise  mit  dem  zweiten  und  dritten  Giiede  recht*  in  1), 
so  kommt  schliesslich,  wenn  man  1)  in  der  oben  angegebenen  Weiac  inU'grirt: 

-l/ip.p  dadbde=fdaL  (L"  M 

J J da  ^ m,  db  ^ n,  de  J 


(tu  ^ + tiH 

\ fj  da  m,  db  i«,  de  /J 
Daa  erste  Glied  rechts  verschwindet  wegen  2),  denn  diese  Gleichung  gibt  dafür: 
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dM  sweite  Glied  wird  wegen  1)  gleich  : 

t*J's  «1^9^  •'«  *: 


man  hat  aleo; 


V 

(A— J'g  da  äh  dc=.  0, 


wo  die  Integrale  sich  über  den  ganzen  KOrper  erstrecken.  Die»  ist  aber  nur 
möglich,  wenn  1=:^  ist,  oder  wenn: 


J*g  {i^  da  dbdc  = 0. 


Diese  wichtige  Formel,  die  immer  gilt,  wenn  ^ und  ^ nicht  gleich  sind,  lässt 
sich  nun  zur  Bestimmung  der  Coefticienten  anwenden.  Setzt  man  in  2)  t±0 

und  vergleicht  mit  3),  so  kommt: 

F(a,  6.  c)  = ^ 

Wir  muUipliciren  mit  g und  integriren  über  den  gaozen  Körper.  Rs  kommt: 

J*g  F («,  6,  c)  da  db  dczz£  g da  db  de.  • 

Von  der  Summe  rechts  aber  verschwinden  alle  Glieder  bis  auf  das  eine,  wo 
l-zifA  ist,  also; 

ygF(ay  6,  c)p  da  db  de 

^ 


^ da  db  de 


womit  die  Coefheienten  derart  bestimmt  sind,  dass  die  Gleichungen  I),  II)  und 
UI)  erfüllt  werden.  — Die  Formel  B)  zeigt  noch,  dass  es  keinen  complexen 
Werth  von  l geben  kann.  Denn  sei  il  = m+ni,  so  wird  ihm  entsprechen  ein 
^ = ein  p.  = Jf>fA'i  und  ein  p =if— iVi.  Dies  in  B)  eingesetzt  gibt; 

/•  ^ ^ 
jg{M*-^S*)äadbdcz:Oy 

was  unmöglich,  da  das  Argument  positiv  ist. 

Diese  Prinzipien  sollen  nun  fflr  vcrschietlene  Aufgaben  angewandt  werden. 
Der  Fall,  wo  v nicht  gleich  Null  ist,  wird  zugleich  dabei  erOrtert  werden. 
Zunächst  aber  erwähnen  wir  hier  noch  den  einfachsten  Fall.v 
Der  Körper  sei  homogen  unendlich  nach  allen  Richtungen,  und  mögen  alle 
Punkte,  die  in  derselben  Ebene  liegen,  welche  einer  gegebenen  parallel  sind, 
auch  anfänglich  gleiche  Temperatur  haben,  was  dann  offenbar  immer  statt- 
findet.  — Ist  die  gegebene  Ebene  die  der  ys,  so  ist  w von  y und  2 unabhän- 
gig, also:  ^ , 

ou 

S«Ut  man  ganz  ^ nach  ansern  Prinzipien  use^\i,  »o  wird: 

o 

lp  = A'^,  ^ = .4co,/zar+Äs'n  ,“*> 


«0  za  aetzen  ist: 


und  man  bat  auch: 


wenn  man ; 


i=— 

p z:co8ju  (x— it), 
jl=;co«^a,  fi  = sin|UO 
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Hieraus  folgt ; 

u — Ze  ^ cos  fl  (x—tt), 

and  dies  in  2)  eingesetzt; 

£ cos  fi  (x—a)=f(x), 

da  nntcr  der  Summe  auch  ein  Integral  verstanden  werden  kann,  und  man  bat : 

- 1 

« = — # # cos  fi{x—a)f(it)  da  dfA  — f {x) 

•/  0 — QO 

für  alle  Werthe  von  x (vergleiche  den  Artikel:  Qnadratnrcn,  Abschnitt  48),  so 
ist  zu  setzen: 


1 r®  t 

“ = -/  / ' 

^ 0 J _o^ 


— A’  a’  ( / \ r,  \ j 

e cos  ,u  (* — o)  f{a)  da 


Die  Integration  nach  ft  ist  auszurdbren.  Es  ergibt  sich: 

(x-«)> 

1 

“-2MVÖ  J 


4A’  ( 


da. 


d . 


oder  wenn  man 


n—x 


setzt: 


f{x+2ttßY0<lß- 


2)  Wärme  verbreitun  g in  einer  Kugel«  die  in  gleichen  concen* 
Irischen  Schalen  gleich  erwärmt  ist. 


Ist  eine  Kugel  mit  Radius  fl  gegeben.  Und  rorausgesetzt,  dass  die  Erwärmung 
anfänglich  in  jeder  concentrischen  Kugclschale  die  gleiche  sei,  was  dann  für  jede 
Zeit  stattfindet,  so  ist  in  Gleichung  1 c)  des  vorigen  Abschnitts  und  con- 
stant  zu  nehmen,  also : 


I) 


<)ru_  d*rK 

i>t  ~ d(’ 


Die  Gleichung  2)  aber  wird: 

• ■ k-^  = p(v—u)  für  r = Ä. 

dr 


r ist  eine  Function  von  I allein,  wenn  an  der  OberiUche  das  Gas  constante  Tem- 
peratur hat;  diese  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 

2)  "^  = g(V-ru), 

WO  zu  setzen  ist: 

__pK-k 

kR  ’ ~pR-k’ 

Sei  zunächst  die  äussere  Temperatur  r constant.  In  diesem  Falle  kann  man 
setzen  r = 0,  da  der  Anfangdpunkt  der  Scala  doch  gleichgültig  ist. 

Wegen  der  Continuität  von  r kommt  aber  hier  noch  die  Bedingung  hinzu, 
dass  im  Mittelpunkte  also  für  r = 0 auch  h4=0  sein  muss.  — 1)  wird  zunächst 
erfüllt  durch  ; 

— t , . K 

rw=c  ^ (sin  a r-f- it  C08/4r) 

und  cs  ist  rr=0  zu  setzen  wegen  der  zuletzt  ausgesprochenen  Bedingung,  also: 

-A*  u*  ( . 

nirre  ^ sm/4r. 

Für  r = A muss  wegen  2)  sein,  da  K=:0  ist: 

^ cos  ^ A + 9 siu  /u  A = 0. 
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Dies  iit  eine  tranecendente  Gleichung,  ini  der  ^ zu  berechnen  ist.  Sie  kann 
auch  geschrieben  werden: 

I)  tg|UÄ-f-y=0,  tgv>+jry  = 0, 


3 = - 


qfl  pR—k’ 

gesetzt  wird.  Offenbar  entspricht  jeder  positiven  Wurzel  ft  eine  gleiche  negative. 

Sei  also  ju  immer  positiv.  Für  positives  g kann  7 offenbar  nur  in  den 
graden  Quadranten  liegen,  für  negatives  in  den  ungraden.  Sei  g positiv.  In 
jedem  dieser  Quadranten  ist  tg7+j7  in  Anfang  —00,  zu  Ende  gleich  gn,  also 

inzwischen  wirklich  Null  geworden.  Da  aber  der  Differcnzialquotient  ^ 

immer  positiv  ist,  so  geschieht  dies  nur  einmal.  Also  jeder  grade  Quadrant  ent- 
halt eine  Wurzel  unserer  Gleichnng.  Nach  den  oben  gegebenen  allgemeinen 
Prinzipien  kommen  keine  complexcn  Wurzeln  vor.  Dieser  Beweis  verliert  hier 
allerdings  seine  Kraft  für  rein  imaginkre  Wurzeln ; dass  diese  aber  fehlen , lltsst 
sich  direct  erweisen.  Denn  wkre  7 = pj,  so  müsste  sein: 


oder: 


cos  Q i=0, 

. P*  P* 
+S+9  ^+s|-i  + 


=0, 


es  müsste  also p 1 negativ  sein.  Man  hat'aber: 

9 


1+1 --P. 


also  ist  dies  nicht  mfiglich. 

Setzen  wir  nun: 

n)  • n»  = jrn  e 


wo  sich  die  Summe  auf  alle  ft  erstreckt.  Damit  nun  auch  sei : 
3)  r = f(r)  für  tiO, 

also : 

ru=rf(jr), 

gibt  die  Formel  4)  des  vorigen  Abschnittes  1 

r f (r)  sin  ftrir 


f 

J 0 


H = ■ 

i“ 


(sin  /I  r)*  dr 

0 


Der  Nenner  dieses  Ausdruckes  ist  nun  gleich : 

R sin  2/4  R 
¥ 4/4~"’ 

und  da  man  bat: 


sin2/4  A = 2sin/<Acos/4A: 

y = ^fo  '^r(r').inf.r'dr'. 

Sei  { die  Entfernung  eines  Punktes  von  der  Oberffäche,  also  rsR—{,  so 
erhUt  man : 


/4»  + 9>’ 
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sin  ur  = cos  uRlXguR  cos  u{— sin  u|)=  — i- — ^ ^ sin  u {Y 

' ' ‘ ' K,u’+'/’)''  ¥ ' 

Wenn  R ins  Unendliche  wächst,  erhält  man  einen  Körper,  der  sich  nach  einer 
Seite  von  der  Ebene  aus,  für  welche  { = 0 ist,  ins  Unendliche  erstreckt.  — Setien 
wir  in  diesem  Falle: 

f{r)  = f{R-i)  = F(i), 

und  berücksichtigen,  dass  ^ = 0,  1-^  wird,  so  verwandelt  sich  zunächst  die  Glei- 
chung II)  in: 

<f  ^ ftR  = sn, 

, ist  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl.  Man  erhält  dann: 

0 ^ CO«  f 0 

während  Gleichung  II)  wird : 

ly  — Ä*  iS«  t 

II  = — e r*  sin  u r, 


’Ä  ^ 


oder  wenn  = du  gesetzt  wird  : 


1 /•“  . 

11  = — I ne  “ sin  ur  au, 
^ / 0 •“  ■ 


oder  wenn  man  für  sin/ir  seinen  Werth: 

ein  ftR  coB/ni— cos ftR  Binyf 


IV)  f / * *'‘“’'~|r(#icos/i{'-f?sin^{') 

ifx  co8  u{4*9 

Wir  wollen  för  diesen  Fall  ]ci*r  auch  die  äussere  Temperatur  r als  beliebige 
Function  der  Zeit  betrachten,  also  u = y (I) . setzen.  Die  zu  erfüllenden  Gleichun- 
gen sind  dann: 

dt4  - Ü'M  vu 

J)  — * ^ + ¥[«-7  (0]  = 0 für  f = 0,  und  « = F({)  für  f = 0- 

Setzen  wir: 

und  bestimmen  so,  dass  es  den  Gleichnngen  genügt:  ^ 

« = »,  = F(S)-V{i)  für  t = 0. 

t,'<  ist  eine  zu  bestimmende  Function,  ti,  ergibt  sich  dann  aus  IV),  wenn  man  für 
F(i')  setzt: 

/■■({')- V-«'). 

U muss  dann  die  Gleichungen  erfüllen: 
d(/  ,i)*V  f)U 

ä?“*  + (0]  Tür  { = 0,  V = >;,(()  (är  1 = 0. 

Setzen  wir: 

V = ^ X sin  («/  + 0+ *^<^8  («/-<-*), 

wo  X und  X*  Functionen  von  | sind,  so  wird  die  erste  Gleichung  B)  erftillt, 
wenn  man  setzt; 
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.^>x'  d*\ 

nnd  für  { = 0 mua>  sein ; 

üX  <>X’ 

^+,X.O,  -+,(X'-A)  = 0, 

wenn  man  setzt: 

9 (()  =r  .2  C08  (n 

Die  Integration  der  Differenzialgleicbuogen  gibt: 


X = (csin^y|+C.cos||/.^) 


-1  i/jL 

* I'  2 


- "T 

X'=(ccos^|^-(;.in4y“)e 

Es  sind  dies  nur  partielle  Integrale,  indessen  üben  die  beiden  andern  TbeÜa&tze 


keinen  Einfluss  auf  die  Kcchnuqg  aus. 
Wir  setzen  nun: 


Q*  = JL  + 


■ * +9‘.  Q.in.u=|  |/-1,  Qcos«  = ,+|^|.. 


und  die  Constanten  bestimmen  sich  dann  wegen  der  Grenzbedingung  derart,  dass 
man  hat: 


-i.  i/“ 

* 1 2 

X = ^ Ae  sin 


X'=  -1  A e 


-L  i/  “ 

h ] 2 


" (t  } 

'(I 


xy  ¥'4 


V=X±At 

Q 

Es  muss  aber: 

tf  (<)=2i4  cos  («(-+-#) 

sein.  Da  mai)  nun  nach  der  Fourricr^scheu  Formel  hat: 

■•CO  ^cc 


O y*GO 

y (l)  = — / / COS  «I  COS  er  t' #/  (<')  dt' des 

^ a/  Q J Q 


so  ist  zu  seUcn: 


und  man  erh&lt: 


O /w  CC  yw«0 

V)  t=-  f r 

” • ' 0 • * 0 


A = -~-  if  (!')  cos  eit'  dt'  da, 

-L  i'/_" 

* T2 


qco^oi*  tf  (l') 


COS  /o  ( - 4-  1 -^  ~ ***  ^ dl'  d«. 
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Da  man  nun  Tür  » = 0:  u = >p(()  haben  mnss,  so  hat  man: 

“T  I- 

,00  q cot  nt’  cos  I .i.  V j A'rfn 


VI)  r f 

Setzen  wir  noch: 

2 


+ 9’' 


, 2 /•*  *’  /*’  * 


so  wird: 
VII) 


“=/'*»  (f.  {')  [F  «')- V'  ({'))  «<{'+ 1/. 
^ 0 


Der  Ausdruck  besteht  also  ans  zwei  zweifachen  und  einem  vierfachen  Inteeral. 
Das  letztere  lasst  sich  durch  Integration  nach  {'  leicht  anf  ein  Dreifaches  brin^. 
Poisson  verwandelt  es  auch  in  ein  Doppelintegral,  was  wir  hier  übergehen 

Es  soll  jedoch  noch  eine  zweite  Methode  gegeben  werden,  um  die  Aufgabe 
zn  Ißaen-  Beide  beschranken  sich  selbstverständlich  nicht  auf  diesen  Fall 
Wir  setzen  wieder; 

0 = 11, + If.  r 

«,  mag  wieder  die  Gleichungen  A ermilcn,  jedoch  wollen  wir  darin  Ui({)=0 
setzen,  so  dass  «,  vollständig  durch  Gleichung  IV)  gegeben  ist.’' 

erfüllt  die  Gleichungen  B).  deren  dritte  jeint  die  GcsUlt  hat  C/=0  für 

Setzen  wir  tunächst  y (t)=  C,  so  wird  U-C  oflfenbar  die  Gleichungen  A) 
erfüllen,  wenn  man  F’({)=-C  setzt,  also  aus  IV)  wird  sich  dann  ergeben:  ' 

vni)  ir=c;.((,  ,),  • “ • 

wo; 

I 

/({,  0 = l--y  ^ J ^ -^;;7:p^Cucos^r+9sin/4{0Cucosjuf+9sin/s{)dj:d{' 

ist. 

Wenn  statt  der  Gleichung  t'=0  für  t = 0 gegeben  ist:  f/=0  für  l = r,  wo 
T eine  beliebige  Constante,  so  ist  in  VIII)  ( mit  I-,  zn  vertauschen,  und 
man  nat;  . * 

VIII«)  l^=Cx(f,  t-i). 

Sei  nnn: 

U=(f(t)  für  f=0 

Denken  wir  uns  die  Zeit  «'in  n Theile  getheilt,  deren  jeder  gleich  9,  nnd  a 
sehr  gross,  also  & sehr  klein,  so  kann  man  annehmen,  dass 
von  « = 0 bis  lz=9-;  ' ' _ ' 

U=U.  . , 

>•1,  “ 

von  « = » bis  « = 2 4:  * 

U=U,  + U„ 

n.  s.  w.,  allgemein  also: 

von  l = (s— 1)4  bis  « = s4:  . ' 

V=v,'+U,+  . . . 

nnd  von  l = (a— 1)4  bis  «=«:  > 1 

t/=l/,  + l/,  + t/,4-  . . . +ü 

« w H“  1 
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Dum  i6t  offenbar  auch : 

far  1 = 0; 

für  l = »; 


fflr  » = (»-!)  »: 


V»  = 0, 

t/i  = 0, 


Damit  die  erste  Gleichung  B)  erfüllt  sei,  mOge  jeder  der  Ausdrücke  sie 
erfüllen. 

Die  dritte  ist  durch  unsere  Annahme  bereits  erfüllt , und  was  die  zweite  an- 
betrifft, so  setzen  wir: 

7 (t)=  C„-hC'| -f 

und  dieselbe  ist  erfüllt,  wenn  man  setzt : 

dU, 

- C 1 für  f = 0. 

Die  Gleichung  VIII  a)  gibt  non  offenbar : 

f/,=  C, /({,  t-s»), 

und  was  die  GrOssen  anbetrifft,  so  ist: 

,,(0)=C„  ,,i»)  = C,  + C„ 

also: 

C,=7(»)-v(0) 

n.  s.  w.,  also  allgemein : 

t;  =. ,(.»)- v[(s-l)»], 

also  : 

t/.  ='/.(/({.  0 -/  U ('-»)]) +7  (»)(/[«(<-»)]  -.f  [I  (‘  - 2»)]) 

+ 7 (a-l)9[/({,  «)-/({,  0)]  + 7(»9)/(«,  0). 

Mit  Berücksichtigung 7 dass  die  Grösse  9-  ins  Unendliche  abnimmt»  und  dass  in 
VIll)  für  f = 0:  (/  = 0r  also  0)  = 0 ist,  erhält  man: 


V=f‘  /({.  <-»)7  (')<<'. 
^ n 

2A*  ^oü  — % 

/({.  0 = —/  / — + 

nj  0./  0 


K) 
wo: 

ist,  und  man  bat: 

2*.  pcß  , 


Besondere  zu  merken  ist  der  Fall,  wo  — =0  ist,  also  wo  statt  der  Bedin- 

? 

gnng,  dass  Ansstrahlung  stattfindet,  die  Temperatur  auf  der  Oberflüche  als  Fnnc- 
tion  der  Zeit  gegeben  ist.  In  diesem  Falle  gibt  Gleichung  IV) : 

o /*co  n ^ ' 

M = — / / ^'({')e  ^ ^ dfidi'. 

Et  lässt  sich  die  Integration  nach  /*  hier  durebfübren.  Man  hat  nämlich: 
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2 sin  ^ I'  sinjuf  = cos  ft  ({—{')— cos  fi  (f + i’). 


■■  =ori7:  ' 


1 «X  ; 

ntJ  „ I 


q-n»  _ (f+f')’ 

4AM  ih’ t 


F(i’)  rfr. 


Diese  Formel  gilt,  wenn  Jie  Temperatur  an  der  Oberfläche  Null  ist. 
Setzt  man  = so  kommt: 

oder  wenn  wir  im  ersten  Thcilc  setzen: 


und  im  zweiten : 


also  auch: 


1 /*2AV<  — 

2*V' 


/'(f.  0 


-ü, 

4A* 


- f - ^ 

-2AV'«  ,i  • 


nnd  somit  ist  in  diesem  Falle : 


t r>  e 


e V.-  ■/ 

/ '/  (0  i ‘'r. 

f 0 (t-  ,)I 


oder  auch  wenn: 


gesetzt  wird: 


und  es  ist: 


Thy{i-x)-^ 


2AV< 


WO  durch  den  Ausslruck  IVii)  gegehen  ist. 

Wenn  / grösser  wird,  so  verschwindet  also  ganz,  während  in  U die  un- 
tere Grenze  Null  wird,  un«l  man  kann  setzen: 


„ 2 /-  / 

VaJo/''  4A«/)*/ 
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Diese  Formel  gibt  offenbar  annähernd  die  F.rwännungsverhsltnisac  der  Erde 
an,  nur  ist  >/ (<)  als  periodische  Function  zu  bestimmen.  Setzt  man  dcmgem&ss: 
y {()  = Oo  f “i  + cos2nt+  . . . 

+ 4,  sin  rt/-h6,  sin2«l+  . . . 

so  gibt  der  erste  Tbeil  der  Ueihe,  wenn  man  denselben  in  V einsetzt,  Ansdrüeke 
von  der  Form : 

cos  s ft<+ sin  (»  « /)], 


und  der  letzte  Theil: 


wo  zu  setzen  ist: 


6^[— B^cos  tal-\-  sinsn  t], 


’.^kr: 


-ß'  snj* 

, t,iV 


also  wenn  wir  setzen: 


, A*  I 

2 -ß  +-jr 

A + B i=  I e ß dß. 

> Y^J  u 

Um  dies  Integral  zu  berechnen»  gehen  wir  von  der  allgemeinen  Cauchy’schen 
Formel  aus : 


>/(<ßx,  b) j-  dx+j  ^ 9(0qpy) * ‘'F 

-/  V ('4*.  i,) dx-j  <i(ißa,  y) dy  = 0.  ' 

fl  “ 0 y 

(Siebe  den  Artikel : Quadraturen,  45  A).  Setzen  wir  darin  : 

*^(-^1  = '»  '/(m)  = c , a^  = +co,  o=-co, 

IO  ftllt  das  zweite  und  vierte  Integral  wegen  des  Factors  e **  , der  unendlich 
wird,  ganz  weg,  und  man  bet: 

/ 4(l+i)\* 

-f  Z- 

t 

so  dass  dieser  Ausdruck  von  b unabhängig  ist.  Es  darf  aber  b nicht  =0  ge- 
setzt werden,  denn  da  im  Laufe  der  Integration  x = 0 wird,  so  würde  Unbestimmt- 
heit eintreten.*  Für  anderes  b ist  dies  nicht  der  Fall,  da  Tor  unendlich  kleines 
X dann  immer  die  Grosse  unter  dem  Integralzeichen  verschwindet»  also  dieser 
Theil  des  Inlegrationsweges  keinen  Einflnss  nusübt.  Dagegen  ist  zu  sehen»  dass 
für  wachsendes  b der  Ausdruck  unter  dem  Integralzeichen  sich  der  Null  nfthert, 

denn  obgleich  — aU  Factor  vorkommt,  so  überwiegt,  die  ExponcntalgrOsse 

wie  leicht  zu  sehen  dermaassen,  dass  das  ganze  Integral  verschwindet.  Also  was 
aneb  das  reelle  b ausser  Null  sei»  so  hat  man: 
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, / _^*(l+i)V  , ( , i(l+OV 

<J  -— flo  —00  ^ 

Sei  das  erste  Integral  gleich  V,  das  zweite  gleich  H',  so  ist: 


dt 


00 


— Hx 

X 


= -2(l+i)  r-2(i+i)  «'=■-4(1+0 


also: 


d,  h,: 


dr 

- + 4(1+0  l'=0, 

V = Ce-4(l+0*, 


WO  die  CoQSUnte  C rerniittelet  eines  speciellen  Werthes  von  b zu  bestimmeo  ist. 
Es  ist  nun: 


y-.r*" 

•ß  —00 


j-4- 


*0±0\ 


Hx. 


Theilt  men  dies  Integral  in  swei  andere : 

•»00 


/ +/"  , 

*/  0 — 00 

und  setzt  in  dem  letztem  — j:  für  x,  so  wird  es  dem  erstem  gleich,  also: 


r=2Z,  Z-f 

^ 0 


. -(..iö±ir 


Hx. 


Wir  nehmen  Z in  den  Grenzen  and  x,  wo  < verschwindend  klein  ist.  Da 
der  Tbeil  unter  s dann  verschwindet,  so  ist  dies  immer  möglich.  L&sst  man 

b 

nun  b abnehmen,  aber  so,  dass  — nnendheh  klein  ist,  so  wird  das  Integral: 

i 


/: 


5 dx 


noch  continnirlich  bleiben,  wenn  b verschwindend  Mein  ist,  nnd  man  kann  also 
dafür  setzen : 

-Yl 


r X r -X*  j V« 

/ e dx=J  X 


da  der  Theil  des  letztem  Integrals  unter  s verschwindet.  Man  bst  nun : 

and  es  ist,  da  somit  Continaität  stattfindet,  hier  gestattet,  i = 0 zn  setzen.  Dann 
wird; 


also: 


/ 


C=Vn, 


woraus  sich  sogleich  ergibt,  wenn  man  b = - — setzt: 

V« 
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/•”,  ,-a±i)n2 

./  0 ^ 

Es  folgt  bicraas: 

» ^ I ’ 

yl^  = e“*  ^^€03*^2,  fi^  = e~*'^^8in/tV2. 

Setzen  wir  noch:  — = tgi  , so  wird: 

a • 

> 

7 (0  = C’,  + C,  cos(n«-l,)+C,  cos  (nf  — i,)+  . . ., 

»0  C„  C,  . . . Constantcn  Bind,  und  : 

--  1^^ 

A f 2 

u = C,  + C,  <■  coe  (n  ( — I'  1 ,) 

-1  l/^ 

A r 2 — 

+ C.e  cos(2nl-i- y|-A.)+  . . 

Ist  T die  Dauer  der  Periode»  so  wird  man  haben: 

2ti 
n = -=r* 

T 


Der  mittlere  Werth  von  u ist  offenbar  C^.  Man  erhält  denselben  nämlich,  wenn 
man  u nach  ( integrirt  in  den  Gremien  der  Periode  0 und  und  durch  ~ 


diridirt.  Wegen  des  Exponcntialfactors  kann  man  bei  grösseren  Tiefen  das  mit 
C,  moltiplicirte  Glied  vernachlässigen.  Ist  dann  s der  Betrag  der  gansen  Wärme- 
iodeniDg  in  der  Tiefe  so  hat  man: 


— i-  1'^— 

. = 2C.c  * V r. 

Ist  f'  die  Wärmeändemng  für  Tiefe  so  bat  man : 


d.  b.  die  Oscillationen  ändern  sich  in  geometrischer  Proportion, 
Tiefen  in  arithmetischer  ändern.  Dies  gibt  ein  Mittel»  die  Grösse 
in  finden.  Ist  nämlich : 


wenn  .sich  die 
h exponentiell 


so  wird  die  eine  Stelle  dann  ein  Maximnm  von  w haben»  wenn  die  andere  ein 
Minimum  hat.  Indem  man  swei  solche  Stellen  untersucht  und  ihre  Tiefen  misst, 
iit  also  h zu  finden. 

Wir  wollen  jetzt  noch  annchmen,  dass  eine  Hohlkngcl  mit  den  Radien  p und 
A gegeben  sei . und  dass  an  beiden  Grenzflächen  Ausstrahlung  stattfindet.  Zu 
(ien  Gleichungen  1),  2),  3)  kommt  dann  noch  die  för  die  innere  Grenzfläche 
binzu.  Uchmen  wir  der  Einfachheit  wegen  an,  dass  das  Gas  im  Innern  dieTem- 
porator  der  Grenzfläche  der  Kugel  selbst  habe,  oder  ein  leerer  Kaum  stattflnde, 

du 

•0  wird  eine  ZuetrOmung  nicht  atattfinden,  also  ^=0  sein,  d.  h.: 


4) 


dm  ru 
dr  ~ p 


für  r = p. 
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SeUcn  wir  wieder  wie  oben  : 


so  ist : 


also  wegen  4) : 


also : 


:=  A e ^ sin^r+ftoosjur), 


—h*u*  t , . ^ 

= e ‘ cos^  r— sin  ^ r), 


sin^  + n co8^()  = ^ ^ cos  « « ti^iSin  ^ f», 

^ — sin  ^ Q cos  u o 


C06  * 


i<  * / r 

rw  = e “ [sin  q <*os  w(r  — p)], 

indem  man : 

A = co8  ,ii()-f*,^  p sin^up 

setsL  Dieser  Ausdrnck  in  2)  gesetzt  gibt,  wenn  n wieder  =s  0 ist : 


^ CQ%  u(H—o)  — u'*  \i  sin^  (W  — (>)-f  y sin  ^(Ä  — + (>C08^(Ä  — ^)  = 0, 

Oller : 


u'ii-q 


Diese  transccmlcnte  Gleichung  gibt  ähnlich  wie  oben  die  Werthe  von  u. 
dann  wie  oben: 


Es  ist 


^ ^ [sin  u (r  — (/)  4- ^üC08^(r— (>)]  = e " *V  . 


ru  = Zn  e 
u 

M M 

Um  noch  der  Gleichung  3)  zu  genügen»  ist  dann  zu  setzen: 


-h\uU 
i“  M 


ganz  ähnlich  wie  bei  der  Vollkugel. 

Wir  erwähnen  noch  den  Fall,  wo  die  Kngel  ans  zwei  concentrischeD  Stückco. 
die  jedes  homogen,  aber  beide  von  ungleicher  Dichtigkeit  sind,  besieht. 

Sind  u,  «'  die  Tempernturen  der  beiden  Stücke,  so  gelten  für  u die  Glei- 
chungen 1).  2)  und  3),  für  n'  den  Gleichungen  1),  2)  und  4)  analoge,  und  da 
an  der  TrennungsÜächc  die  cinströmendc  Wärme  proportional  u — w'  ist»  so 
hat  man: 


k 


dr 


4-7  («-«0  = 0, 


C 37+?(“-“')=0 


an  dieser  Fläche,  wo  q eine  Constante  ist.  Diese  Gleichnngen  geben  eine  Be- 
ziehung zur  Bestimmung  der  Consianten  in  den  partiellen  Integralen.  Der  Fall 
kann  dann  in  derselben  Weise  wie  der  obige  behandelt  werden. 


3)  Wärmeverbreitung  in  einem  P a r a llel  c p i p ed  on. 

Sei  ein  rechtwinkliges  Parnllclepipcdon  gegeben,  bei  welchem  Ausstrahlnng 
stattünde.  Wir  setzen  jedoch  die  äussere  Temperatur  gleich  Null  Seien  drei 
anstossende  Seiten  Coordinatcn-A.xeti,  die  Längen  dieser  Seiten  bezüglich  /,  m,  n. 

Die  Constante  kann  dann  für  jede  der  sechs  Seitenflächen  eine  andere  sein. 

k 

Wir  bezeichnen  diese  Constanten  bezüglich  mit:  n,  c,  so  wird  sein: 


1) 


/«*M  d*M  d*«\ 
dt  \t)a:>  ^ dy*  di*/ 
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2) 

»u 

dl  = "'‘ 

für 

^■  = 0, 

.. 

T~=  — ö,  w für 
ox  ‘ 

x = /, 

, 

ÄT=*“ 

dy 

für 

II 

O 

du 

für 

dy 

II 

du 

dl='" 

Tur 

j = 0. 

du 

T-  = —c,  w für 
OS 

Z-ly 

») 

u - 

/■(*.  y, 

, 2)  Tür  / = 0. 

Wir  setzen 

Air  M zunächst 

den 

Werth 

z«  V 

$ $ * 

und  für  u 

j 

(Irflcke : 

U ^ — cos  k XC08  k*  y cos  A"s, 

(/,  = sin  >l  X cos  k*  y cos  Ä"  2, 
f/,  = cosjlx5inA'^  cosX"  z, 

= C08AXC0SiL'y  siinl"4, 

= »in  ^ X sin  cos  Ä"  t, 
t*,  =:  sin  .Ix  cos  A'ysin  A"  s. 
f/,  = cos  >l  X sin  k'  y sin  k”  2. 
r,  =sinA  X sinit'y  sin  2, 
so  ergibt  sich  durch  Einsetzen  In  1): 

Kon  kann  man  nehmen: 

^1  + -^«  + + j + ^#  f t',)e  ^ ^ 

Durch  Einsetzen  in  die  ersten  beiden  Gleichungen  2)  erhält  man  dann  durch 
Vergleiche  der  entsprechenden  Glieder : 

^,A  — /ljrt  = 0,  (/4  a cos  A / — /l,  sin  A/)A-|-(/4  j »iuA  /-f/4  cos  A/)a,  =0, 
yl,  A — /4,  n =0,  (/4^  cos  A/-/4,  sinA  + sin  A cosA /)«,  =0, 
u.  s.  w. , indem  man  bezüglich  mit  /4,,  A^  \ /4,  mit  A^y  >4,  ver- 
tauscht. Man  erhält  so: 


A,  = ~A,  A,^-A„  A,=-A„  A,  = jA„ 

(fl+a,XA  cos  A /+(a<x,  — A*)sin  A / = 0. 

Indem  man  auch  die  andern  Gleichungen  2}  anwendet«  hat  man  drei  Beziehun- 
gen für  A,  A^  A",  und  von  den  acht  Gtossen  A bleibt  nur  eine  A^  willkürlich« 
und  man  hat: 

A,^±A„  A,=^,A„  A,=^,A„  A,  = ^,A„  = 


A,^ 


ab  c 


'H'  X"'*'’ 

Indem  wir  .1^’^  ßr  A , ictien,  und : 

P=t/,+j  U,  + J,  U,+^,  U,  + ^„  U,  + -fy,U,  + J‘±^,  L, 

nehmen,  kann  man  allgemein  setzen: 

uzzlA^*^  P e ’ . 

(*)  ’ 

.1',  .1"  sind  beetimmt  dnreh  die  tntnscendenten  Gleichungen: 
(a+n,)/co8iU-|-(aa,— ü’}sinil/  = 0, 

(6+A,)-A'  co«i'm+(4  6,-A")8ini'm  =0, 

(c-f  c ,)  i"  cos  A"  » + (c  r j — A"  •)  siu  A"  « = 0. 


Digitized  by  Google 


Wärme. 


240 


Wärme. 


Man  beschränkt  sich  auch  hier  auf  die  positiren  Wurzeln,  da  jeder  derselbeo 
eine  gleiche  negative  entspricht , und  ist  nach  unserer  allgemeinen  Methodi 

so  zu  bestimmen,  dass  Gleichung  3)  erfüllt  wird. 

Man  erhält  offenbar: 


x(o  r'  rr  rr 

•'  0»^  0*^  0 * ^ O*'  0**  0 * 


Die  Grössen  gehen  hier  auf  die  $ te  Wursel  der  transcendemen  Glei- 

chnngen. 


4)  Wärme  ver  brei  tu  n g in  einem  Cjlindor. 

Sei  jetzt  ein  homogener  Cylinder  gegeben,  der  sich  der  Einfachheit  wc^n 
parallel  der  Axe  ins  Unendliche  erstrecke.  Es  möge  ferner  in  gleichen  Emfer- 
Dungen  von  der  Axo  gleiche  Temperatur  statttinden. 

Als  Orthogonalflächen  nehmen  wir  in  diesem  Falle : 

a)  die  concentrischen  Cylinderschalen,  die  mit  dem  gegebenen  gleiche  Axe 
haben,  deren  Radius  r sei, 

b)  Ebenen,  welche  durch  die  Axe  gehen,  und  mit  einer  Anfaogsebene  den 
Winkel  machen, 

c)  Ebenen  senkrecht  auf  der  Axe  in  der  Entfernung  n von  einem  Anfaogi* 
punkte, 

die  Bogenlängen  /,  m,  n sind  dann: 

f = r,  m = n = n, 


wo  r,  n von  einander  unabhängig  sind.  In  den  Gleichungen  la)  des  Ab- 
schnitts 1)  ist  nun: 

rt=:r,  6=:.^,  c = n,  = = n^  = l, 


also  wenn  noch: 


gesetzt  wird  : 

1) 


k = k,=k,,  ~ — 


öti 

’’  äi 


h' 


[d  / üu\  1 ü*  u d*o 

dr  V ä^/  T äiT>‘ 


Für  unsern  Fall  aber  ist  der  Ausdruck  von  9 und  n unabhängig,  so  dtii 
man  hat : 


Vergleichen  wir  diesen  Ausdruck  mit  den  Gleichungen  A)  in  Abschnitt  1),  «o 
ist:  , = r,  s = A>r,  s,  = s,=0  zn  setzen,  und  die  Gleichung  4)  dieses  AbsclmitU 
wird : 


I) 


wo  r der  Kadius  des  Cylinders  und  ^ sich  durch  eine  Spccialauflösung  der 
Gleichung  1 a)  ergibt,  welche  zugleich  die  Gleichung: 


2) 

erfüllt.  Selzen  wir  also : 


so  gibt  la); 


dr 


= = 0 für  u = H 


« = n e-*'i“’‘o  , 

i“  V’ 
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•) 


-fi'rQ 


= ± (r^ieV 

u är  ^ dr  / 


Wir  setzen  jetzt,  am  das  allgemeine  Integral  dieser  Gleichung  za  finden : 
b)  e=«+/Jlgr; 

iliea  in  a)  eiDgesetat  gibt: 

-^•r(„+yJlgr)  = rg  + g+2g+Igr(r^  + g).- 

Denkt  man  sich  a und  ß nach  Potenzen  von  r entwickelt,  so  müssen  offenbar 
die  mit  Igr  mnltiplicirten  Glieder  einzeln  verschwinden,  und  die  Gleichung  aer- 
lUlt  also  in  zwei  andere: 


') 

und: 

d) 

Setzt  man  hier: 


^ = (o+a,  r4-a,r*->-  . . .)  a, 


so  gibt  Gleichung  dj[: 

ff'  0,  +r*+l)(*+2)«,^  ^+-(,^.2)0^^  J = 0, 


oder: 

Nun  ist: 
also: 
also : 

Setzt  man  noch: 


i“*  <»,+(*+2)*aj^  j=0. 

o,  = l,  «_i  = 0, 

o.=0,  a,  = -^,  o.=0,  = . 

a-^an'  I f*'  *•*  I % 


so  gibt  Gleicbang  c): 


« = 4(1+4,  r+4,r»+  . . .), 


^,•4  +(,+2)»  4 (-1)  2(s+2)  ><*'*'*«  <■ 

• *+»^  ^ 2*4>  . . . (s+2)*  ’ 

wenn  s gerade  ist,  und: 

/s*4,+(.+2)*4,^^  = 0, 

wenn  s ungrade  ist.  Wegen  4_^=0  erhält  man  aber  für  ungrade  s hieraus: 

4,=0, 

und  wegen  4,=1; 


*.  = -sr  + : 


ft*  a 


2>  ^ 4«  • 6*  ...  (s+2)>  ' • 
so  dass  « ebenfalls  gegeben  ist.  ' — Die  Bedingungen  unserer  Aufgabe  bestimmen 
aber,  dass  u für  r = 0 nicht  unendlich  werden  darf,  es  mnss  also  ß und  somit 


. , dß 
wird  -r-z 
dr 

^ür  ß gefundenen  identisch,  und  man  kann  setzen : 


o gleich  Nnll  sein.'  ln  diesem  Falle  wird  — = 0,  die  Gleichung  für  « der  eben 


16 
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e) 


WO  i = 1 ist.  Man  hat  dann : 

II) 


2*  4> 
-A>  u>  I 


u = .2  n r e 

. tmd  cs  kommt  noch  darauf  nn , u gemlss  der  Gleichung  2)  zu  bestimmen.  Sei 
zu  dem  Ende: 

0 e„ -V' (*■:“)• 

also : 


so  gibt  Gleichung  2): 

IIO 

oder: 


V'(<>)  = l-2T  + 2Tp-  • • 

/<V''('»)+V'/'(»)  = 0, 


wo  = gesetzt  ist. 

Da  t4'(***)  eine  gcra  ic  Function  ist,  so  entspricht  wieder  jedem  positivem 
ein  gleiches  negatives,  und  wir  haben  uns  auf  die  ersteren  \yerthe  zu  beschränkeo. 
J)ie  Gleichung  II)  mit  Hülfe  von  I)  und  III}  löst  nun  die  Aufgabe.  « - 
Es  I&Bst  sich  aber  der  Nenner  in  1)  in  endlicher  Form  hoden. 

Es  ist  nämlich  nach  a) : 

In  dem  entwickelten  Thcile  ist  r mit  H zu  vcrtmischcn. 

Für  den  noch  unentwickelten  Theil  gibt  Gleichung  a),  d.  h. : 

d*e  da 
_„.re  = r^  + -, 

folgenden  Ausdruck: 

= ~/  >•  ('(tidr  + r dj<)z=-i  «*(>*• 

Setzt  man  diese  Werthe  oben  ein,  bezeichnet  den  Nenner  in  I)  mit  A'  und  be- 
rücksichtigt Gleichung  III),  so  kommt: 

A'  = ^ i-  ß -1  1 Ä’ 

fi’  ^ ^ 

da  aber,  wenn  man  in  o)  für  p setzt  y!,  sich  ergibt: 


- 


Digilized  by  Google 


Wärme. 


243 


Wirme. 


2^7 


2^*/  rg  f(r)dr 

I ^ ^ 

"fl  fi'(7>+^’)V'(Ä,u)> 

5}  W&rm  e ve  r b re  i tu  ng  in  einem  Stabe  mit  geringen  Qucr- 
dimcn  sinnen. 

Wenn  die  Entfernung  eines  beliebigen  Punktes  in  einem  Stabe  von  einem 
Anfangspunkte  mit  x bezeichnet  wird,  und  die  Queriljmensionen  sehr  klein  sind, 
and  man  denkt  sieh  Ebenen  senkrecht  auf  die  Längciidimensiun  hindurchgclegt, 
IO  wird,  wenn  «j  der  Elächeninhalt  einer  sulchen  Ebene  fst,  l-  die  frühere  Be* 

deotang  bat,  durch  eine  Bolche  Ebene  cinstr&mCD  die  Wärmemenge  uk—t 

ox 

die  Differenz  der  cioströmenden  und  der  durch  die  entgegengesetzte  Ebene  eines 


Elements  ausströmenden  Wärme  sein 


{-‘S) 


dx.  Durch  Ausstrahlung  durch 


die  Seiten  verliert  ferner  das  Element  die  Wärmemenge  t /t  (u^r)dXf  wo  v die 
äussere  Temperatur,  p ein  Cocfticient,  der  von  der  Natur  des  Gases  abhftpgt, 
» der  Umfang  des  Querschnittes  ist.  Man  hat  also,  wenn  c die  frühere  Beden* 
tung  hat: 


'".T7  = 


'(•*£) 


fp(u-v). 


Neiimen  wir  u»,  A und  c wieder  constant  an,  und  setzen: 

- = **,  '-^  = 7. 

C Ctt»  ^ ^ 

•0  wird : . ' 

du  d*u 

Setzt  man  die  äussere  Temperatur  constant,  also  r = 0 (was  immer  geschehen 
kann,  wenn  man  w mit  u— r vertauscht),  so  ist  die  Gleichung  1)  unserm  allge- 
meinen Verfahren  zugänglich. 

An  den  Grenzfiftchen  wollen  wir  im  Allgcmctnen  anochmen,  dass  der  Werth 
ron  p nicht  derselbe  sei  wie  im  übrigen  Thcile  dos  Stabes.  Die  hindurebdrin- 
gende  Wärme  wird  daselbst  sein  bezüglich  iüp,(u  — r)  und  r),  da  der 

Austausch  an  den  Grenzflächen  im  entgegeugesetzten  Sinne  stattflndet , und  maki 
wird  ganz  wie  ira  allgemeinen  Pelle  haben: 

2)  * ^ = P. ('’-'•)■ 


oder  wenn: 


f = ?..  y = 7. 


2a)  ■*  1^  = ,^  ^ = ,,(0-14). 

Wir  nehmen  auch  hier  v=:0. 

Setzen  wir  in  la):  u^Ue  ^ ^ so  ergibt  sich: 
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dx*' 

E(  kann  also  in  la)  q~0  gesetzt  werden,  wenn  man  nach  Vollendung  der 
Hechnnng  noch  mit-e~^*  multiplicirt.  Also: 

d«  . . d'u 

1»)  di  = ^’dTi- 

Die  Gleichnngen  2 a)  bleiben  nngeändert.  Es  kommt  daan  noch  znr  völligen 
Bestimmnng  der  Temperatur : 

3)  « = /'(*)  ffir  1 = 0. 

Sei  2/  die  Lange  des  Stabes,  und  der  Anfangspunkt  in  der  Mitte,  so  gilt 
die  erste  Gleichung  2a)  fOr  * = /,  die  zweite  für  x=— /. 

Setzen  wir  nun: 

u = «”**'“*  *(A  sin  ft  X B cos /jx), 

so  ist- die  Gleichung  Ib)  errüllt.  Wegen  2a)  ist  zu  setzen: 

Aftcasftl—B fIsmf^l—q^Asinf^l+q,  Bcosftl, 

Aftcos  ft  I -i-  B fl  sin  fl  l—iq,  Asinu  l—q,  Bcosu  l. 

Diese  Gleichungen  bestimmen  eine  der  Constanten  A oder  B and  ausserdem  u. 
Wir  erhalten : 

B(q  , COS  ft  l-\- fl  sin  ft  f)  = A (fl  cos  ftf—q^  sin/z  f), 

B(q,  cos  fl  1+ fl  sin  fl  l)  = A (ficos  fl  l+q,  sin  fit), 

also: 

I) 

eine  traosedndente  Gleichung  für  /i.  Setzt  man  den  Werth  von  B): 

A{u  cos  6\n fit) 

B — ““  


q'^cos  fil  + ft  sin  fi  l 


in  den  von  U ein,  und  macht: 


q , cos  ^ ^ sin  ^ 


—A*  u*  l 

u = Zn^e  (j,  sinju(x— f)-f  ^eo8/r(-r  — 0> 

und  die  Gleichung  3)  kann  wie  immer  erfüllt  werden. 

Hatte  man  statt  des  Stabes  einen  geschlossenen  Ring,  so  wurden  die  Glei- 
chungen 2)  Wegfällen,  statt  dessen  aber  die  Bedingung  kommen,  dass  die  Werths 

von  u und  v-  gleich  sind  für  u=f  und  u=— /.  Dies  gibt: 
ax 

sm/ii  = 0, 

Die  Auflösung  wird  ähnlich  wie  beim  unendlich  grossen  KOrper.  Wir  übergehen 
die  weitere  Ausführung  dieser  Aufgaben,  welche  keinerlei  Schwierigkeiten  machen. 

6}  UeberWütmeglcich gewicht  im  Cylindor  und  in  der  Kugel. 
Die  Gleichung  fürs  Warmegleichgewicbt  ist  in  rechtwinkligen  Coordinaten: 

,,  ä*u  d’t» 

di»  07*  ■*“ 

Wir  setzen  zunftchet  einen  Cylinder  voraus,  wo  die  Cylinderaxe  zugleich  Axe  der 
X sein  soll«  Nehmen  wir  an,  dass  die  Krwftrmnng  von  z unabhängig  sei,  also 
in  Sehnitten  senkrecht  auf  der  Axe  gleich,  so  haben  wir: 
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dx’  ^ ~ ’ 


x = rcos»,  y = rsin#. 
Die  allgemeine  Losung  von  1 a)  ist : 

« = f{*+y  Ol 

also  auch ; 


i»  = (*+yO"  = r"cos  -l-«sinn9, 


M=r''co8n#,  und  m = r”  sin  nft  ; 


man  kann  also  seUen: 

1)  «=Y+a,  rcosS+a,r‘ cos  2»+  . . ., 

+4,rsin»+4,  r«sin  2»+  . . . 

Sei  ß der  Radius  des  Cylinders,  so  wird  Tür  r = ß die  Temperatur  eine  Func- 
tion von  9 sein,  also : 

2)  •»  = /■(»)  für  r = ß; 
man  muss  also  haben : 


fW=^'^aiR<Ma9+atR^cot29+  ..  ., 

+4,  fi  sin  9-1-4,  ß’  sin  29-t-  . . . 

Sach  der  Theorie  der  Fourrier'schen  Reihen  (vergleiche  den  Artikel:  Reihen) 
ist  diese  Gleichung  erfUlit,  wenn  man  setit:  ' ' 

H)  a R =1  f(u)  CO»  ta  da,  4 ß = — j f{n)i\aiada. 

* ./  0 " / 0 

Die  Gleichungen  I)  und  II)  lösen  du  Problem  völlig.  Man  hat  also: 

1 /Irr*  \ 

“ = — y ^ + ^co«  (n-9)+— cos  2(n-9)-l-  . . J. 

Es  lässt  sich  die  Reihe  unter  dem  Integralsoichen  nach  bekannten  Methoden 
aber  leicht  summiren,  und  man  hat: 

^^"^'^“ß*-2rßcoe(rt-9)d-r»‘ 

Sei  jeut  der  KOrper  eine  Kogel  und  die  Temperatur  im  Anfang  gans  beliebig, 
so  hat  man  die  Gleichung  1) , und  wenn  r,  9,  tg  Polarcoordinaten  vom  Mittel- 
punkt der  Kugel  aus  genommen  sind , ß aber  der  Radius  der  Kugel  ist , so  bat 
man  noch: 

2s)  , u = if)  Ihr  r^ß. 

Eine  leicht  so  veriiicirende  SpecialanflOsong  von  1)  ist: 

1 1 

y(x-o)*+(y-/!)*  + (i-y)’“  *■ 

Da  die  Gleichung  1)  linear  ist,  kann  man  aber  auch  setzen: 


ein  Ausdruck,  der  abgesehen  von  einem  constanten  Factor  gibt: 
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es  ist  also  auch  eine  Aufiösung,  da  auch : 

dl  dl 


dergleichen  sind,  also: 

/(s:-n)+>n(y-<»)+«  (z-y)  _ J_ 


oder  wenn  man: 


l=2(t,  m-2ß,  n = 2y 


_ + + — n’  — — y* 

Wir  nehmen  ferner  an,  dass  rr,  ß,  y die  Coordinaten  eines  Punktes  auf  der  Kugel- 
oberflache sind.  Sei  fl  = l,  eine  Annahme,  die  der  Allgemeinheit  nichts  schadet, 
so  ist: 

o*+lJ’+J'’  = l- 

Setzen  wir  noch: 

z^rcos.f,  y = rsindcos7,  z = r sin  dein  y, 
n = cosd',  y = sin d' cos  1/ s=  sind' sin  7', 

so  kommt : 


(1  — 2rcos/4-r’)* 


oos;|r  = cos  d cosd'-l-sind  sin  d'cos  (7—7') 
ist.  Man  kann  also  auch  setzen : 

1 1— r' 

“=sr/  / — :: iv-cd/ 7')  sind' 

0 0 (1— 2r co8/-)-r*)* 

Es  lasst  sich  aber  zeigen,  dass  dieser  Ausdruck  fBr  r=l  die  Gleichung  2 a)  er- 
füllt, und  somit  die  Aufgabe  vollständig  löst 
Setzen  wir  nämlich : 

r = l-e, 

wo  p verschwindend  klein  ist,  so  verschwindet  der  Ansdruck  unter  dem  Integral- 
zeichen für  alle  Werthe  von  d'  und  7',  wo  der  Nenner  nicht  Noll  ist. 

Also  nur  der  Theil  des  Integrals  kommt  in  Betracht,  wo  d'  = d + i, 
7'  = 7 -(-il,  k und  I a)ier  verschwindend  klein  sind.  Man  erhält  somit  für  r=l—p. 
wie  leicht  zu  sehen,  wenn  man  die  höheren  Potenzen  von  q und  k nicht  berück- 
sichtigt: 

« = ^ ff : i/,(d  + ti7-M)d*<fI. 

Das  Integral  ist  auf  alle  Werthe  von  k und  k nuszudehnen,  welche  unendlich 
klein  sind,  indess  da  für  alle  k und  l,  die  nicht  unendlich  klein  sind,  wegen 
des  verschwindenden  p das  Argument  Noll  ist,  kann  man  beide  Integrale  in  den 
Grenzen  — 00  und  +00  nehmen. 

Ist  nun  für  die  gegebenen  Werthe  von  9 und  7 die  Function  li  continuirlich. 
so  hat  man  also: 

7(5,  7)  2p  dk  dl 

4’  J —1X3J  —00  (p’-f-F’-hA’ sin5*)’ 
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Dm  Integral  gibt,  wie  leicht  zu  lehen,  4n,  also  es  ist  für  verschwindendes  g oder 
für  r=l  in  der  That: 


u = i/,(9,  y), 

was  zu  beweisen  war.  Ist  aber  ^ für  den  entsprechenden  Werth  von  9 discon- 
tinnirlich,  und : 


also  für  verschwindendes 


( von  einander  verschieden,  so  kommt: 


1 f /»O  /»  + CO  ^CO 


wo  die  Integrale  das  obige  Argument  enthalten.  In  diesem  Falle  ergibt  sich 
dann  sehr  leicht,  wenn  man  die  Integrale  berechnet : 


— v)  + 0(»  + s,  ’O 


also  die  arithmetische  Mitte  beider  Werthe.  Achnliches  gilt  für  if. 

Man  kann  aber  auch  den  Werth  von  u oder  tp(9,  if  ) leicht  in  eine  Beihe 
entwickeln.  Sei  n&mlich : 

1 


-=f(r)  = P,+P,r+P,r^+  . . ., 

(1— 2rcos/  + r*)*' 

wo  die  Grossen  P,,  F,  . . . also  Functionen  von  9 und  </  sind,  so  hat  man: 
« = «'  ' _ . . jtM  1— r» 


i»=  n 

also 

V) 


{2n+l)Pr’*  + SrSnPr’'-'=f(r)+2r^-^}’'K- 

" (l-2rcos/+r«)» 

r”  /""p  ,p(9', 

#•  = 0 ^ ‘'0  ^ 0 


ood : 

VI)  r"  »in»'d»'  r*\  ,')</»'■ 

« = 0 v't,/o  •Fo 

Die  Glieder  dieser  Beihe  werden  Kugelfnnctionen  genannt.  Ueber  ihre  höchst  wich- 
tigen Eigenschaften,  sowie  Ober  die  Convergenz  der  Beihe  VI)  siehe  den  Artikel: 
Kngelfunctionen.  Hier  ist  nur  noch  Einiges  Uber  sie  au  sagen,  was  anm  Ver- 
kUlndniss  des  Folgenden  nOthig  ist. 

Nach  Abschnitt  1)  Ic)  erWIt  der  Ausdruck  u die  Gleichung: 

d>  r»  1 ^ , 1 

dr*  r*  sin^  dd  \ dd/  r*sind*  d</* 

Setat  man  nun : 


u 


n = co 
n = u 


»Iso: 


so  wird  : 

4) 

und : 


(„+1)„Q^+——  (sm  .»  ) 
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5) 


rroo 

<P(»,<r)=  ^ 0„, 

r=o 


^80  jede  Function  von  9 und  lässt  sich  in  eine  Reihe  nach  Kngelfunctionen 
entwickeln.  Jede  dieser  Functionen  erfflllt  unabhängig  von  der  Form  von 
i/j  die  Gleichung  4).  Diese  Gleichung  reicht  zur  Definition  der  Kueel- 
fnnctionen  aus.  Auch  die  Functionen  erfüllen  offenbar  die  Gleichung  4),  nnd 

sie  sind  daher  als  die  einfachste  Form  der  Kugclfnnctionen  zu  betrachten 

Prüft  man  die  Gleichung  4)  in  Bezug  auf  die  im  Abschnitt  1)  gegebene  all- 
gemeine Methode,  so  zeigt  eich,  dass  diese  Gleichung  die  daselbst  geforderte  Form 
hat,  nnd  namentlich  ist  der  Satz  richtig; 


fo  fo 


wenn  n nicht  gleich  s ist. 

7)  Wärmeverbreitung  in  einer  Kugel,  die  im  Anfänge  auf 
ganzbeliebigeArterwärmtist. 

Wir  geben  noch  die  vollständige  Auflösung  der  Wärmegleichnngen  für  die 
Kogel  noch  Poisson. 

Die  za  crruilendeD  Gleichungen  sind : 

(S,  1 «SinJr 

+ + 

dr*  r»6ind  ^r»sin^*  dy>/’ 


dru 

“dT 


, dr* 
dr« 


- . pH-1 

-57  + ^— ß — ru=pRC  für  r=R, 


P 

'"O  p = -j-  in  II)  des  Abschnitts  1)  gesetzt  ist,  und  R der  Radius  der  Kugel  ist, 
endlich : 


3)  « = /'('•,  9,  (/)  für  1 = 0. 

Da  ru  jedenfalls  eine  Function  von  9 und  y ist  (welche  noch  r nnd  9 enthält), 
so  kann  man  u in  eine  Reihe  nach  Kugclfnnctionen  entwickeln.  Sei  also : 


4)  ru  = Q,-)-e,  + 0,.f  . . 

so  erfüllt  jede  der  Grössen  die  Gleichung  4)  des  vorigen 
Ausdruck  ru  wird  die  Gleichung  I)  erfüllen,  wenn  dieselbe 
mit  4)  des  vorigen  Abschnitts  verglichen,  gibt  dann: 

.)  ( 

Wir  setzen  jetzt  wie  immer: 


dr* 


’)■ 


Abschnittes.  Der 
erfüllt,  und  diese 


b)  = e~ 

1“ 

Die  Gleichung  4)  wird  dann; 

Für  diese  totale  Differenzialgleichung  lässt  sich  ein  endliches  Integral  finden. 
Sei  zunächst  n = 0,  so  ist  eine  Lösung; 

V = e/'". 

Wir  setzen  jetzt  allgemein ; 


=)  V = ei“"  2 

Dies  in  6)  eingesetzt  gibt:  ** 


C r*"+P. 
P 
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£^<2(m+p+l)/4i  , +[("»+P+l)  (m+p+2)-n(ii+l)]  Cp^,)r"*+P 

+ (2-i./4iC,  + [m(m  + l)-n(»4-l)]  C,)r"‘-‘ 

+ [m  (m  - 1)  - II  (n  + 1)]  C.  r"  “ *=  0. 

Die  mit  gleichen  Potenzen  von  r multiplicirten  Glieder  mOisen  einzeln  verzchwin- 
den.  Es  ist  also  zunächst  fQr  p = 0: 

m(m— l)  = i«(n+l), 
also  entweder  m = n + l oder  m=:  — «. 

Wir  gehen  von  dem  letztem  Werthe  aus.  Dann  ist: 

— 2»/ziC,— 2»  Cj  = 0, 

also : 

C,  = /iir., 

und  allgemein : 

d)  2(/)-n+l)^iC^^l=[»(n+l)-(p-»+l)(p-ii+2)]C^^j. 

Diese  Gleichung  gibt  auch  6',,  wenn  man  p = — 1 setzt.  ' 

Wenn  aber  p = n— 1 gesetzt  wird,'  so  kommt  C . und  also  aneh  alle  Ibl- 

p-f-2 

genden  p = 0,  die  Gleichung  c)  hat  also  nur  n-i-1  Glieder,  und  cs  ist: 


'i) 


p = 0 P 


Ptr  d)  kann  man  auch  schreiben : 


_ 2(p-n-l)fti 
p p(2n+l-p)  p-i’ 

und  wenn  man  C , dnreh  C „ ausdrOckt  und  so  fortfährt: 
p—l  p — i 


d|) 


wo  n der  Binomialcoefficient  — ^ , und  p!  = l • 2 . . . p ist. 

p 1 ■ 2 . . . p 

Das  Integral  c,)  der  Gleichung  5)  enthält  allerdings  nnr  eine  Constante. 
Setzen  wir  indess  — i für  i,  und  ändern  diese  Constante,  addiren  beide  Ausdrücke, 
so  kommt  das  vollständige  Integral  von  5).  Indem  wir  in  dem  entstehenden 
Ausdruck  die  geraden  und  ungeraden  p noch  sondern,  kommt  auf  diese  Weise 

*“T  r*’ n (— 4 #4*)’ 


K=(Ae-“"'  + Ä«--“‘'')r-"e  X 
j = o 


(2?)!  (2»),j 

*'““2“  "204-1 


Ist  die  obere  Grenze  keine  ganze  Zahl,  so  ist  dafQr  die  grösste  darin  enthaltene 
ganze  Zahl  zu  setzen.  Sei  noch: 

A-\-B=a,  i(A—B)=ß, 

so  erhält  man: 

Ci)  F=(o  Jf— ^iV)c08|ur-}-(olV-(-/}^f)  sin^r, 

wo  also  ist: 


Digitized  by  Google 


Wärme. 


250 


Wärme. 


,}f  = r~ 


’ = T 


-? 


2ur 


1 = 


? = " 


M ^ 1 

-7 

r ^ n 


Zl±l 

(29+l)!(2rt) 


29+  1 


(“4.a»)^ 


Es  komint  nun  zunächst  die  Bedingung  dazu,  duss  für  r=0  auch  ru  = 0 ist. 
Diese  Bedingung  wird  erfüllt,  wenn  in  diesem  Falle  T = 0 ist. 

Setzen  wir  r unendlich  klein  und  vernachlässigen  di©  Glieder,  welche  gegen 

r ” unendlich  gross  von  einer  niederen  Ordnung  sind,  so  Ut;  K=fr.V,  es  muss 
also  n = 0 sein,  und  man  hat: 


y-  ß(Ms\n  fxr^M  cos  ar). 


Dass  damit  die  Gleichung  F = 0 für  r = 0 auch  wirklich  erfüllt  sei,  ist  leicht 
zu  zeigen.  Die  Glieder,  welche  mit  negativen  Potenzen  von  r multiplicirt  sind, 
verschw'inden  nämlich  in  r,)  ganz,  wenn  man  sin^r  und  cos^r  entwickelt. 
Uebrigens  ist  die  Gleichung  5)  eine  bekannte,  aus  der  Biccatischen  abzuleitende, 
und  daher  ihre  AudTisuiig  auch  in  der  Form  eines  bestimmten  Integrals  zu  finden, 
woraus  dann  die  Eigenschaft,  dass  bei  swcckmässigcr  Bestimmung  der  einen 
Constante  V für  r=0  verschwindet,  sogleich  hervorgeht. 

Um  der  Gleichung  2)  zu  genügen,  setzen  wir  vor  der  Hand  wieder  ( = 0, 

und  sei  der  Kürze  halber  ^ ^ =r  o.  Sic  wird  erfüllt,  wenn  man  au  dieser 

H 

Grenze  hat : 

c) 


^+9e  = 0 für  r = R, 


WO 

0 

ist. 


g = M sia ft  r— N cos 

Dies  ist  wieder  eine  transcendente  Gleichung,  und  es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  Jedem  positiven  u ein  gleiches  negatives  entspricht,  von  dem  hier  abzusehen 
ist.  Wir  können  nunmehr  setzen  . 

Q =£3  0 c”-“***  *, 

wo  die  Summe  auf  alle  Werthe  von  ß gehl,  donen  Werihc  von  ß und  q ent- 
sprechen. Es  sind  aber  noch  die  Coefheiemen  ß^^  ^ zu  bestimmen,  so  dass  Giei- 

chnng  3)  erfüllt  ist. 

Wie  auch  die  Function  f(r,  .9,  7)  beschaffen  sei,  so  lässt  sich  dieselbe  nach 
Kugelfunctionen  entwickeln,  und  es  sei: 

g)  f(ff  ^1  7)=  + • • •* 

so  kann  man  Gleichung  3)  ersetzen  durch:  * 

=y  für  1 = 0. 

s 

Ganz  wie  in  allen  früheren  Fällen  ist  wegen  Gleichung  4),  welche  die  vor- 
gcschriobenc  Gestalt  hat,  auch  hier: 

(>,  ('„ 


r. 


so  lange  n = s ist. 

Setzt  man  also  wieder  behufs  der  Kcihencnt Wickelung: 


so  kommt: 
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h) 


g*R  - f%R 

/ y 0 rfrssÄ  / Q * dr^ 


womit  auch  ^ gegeben  ist. 

n,  ii 

Dio  Formel  a)  löst  also  die  Aufgabe,  w*enn  man  die  ^ darin  durch  b|)  aut- 
drückt,  Gleichung  c,)  und  f)  berücksichtigt,  und  die  Wertho  ^ der  Gleichung 

b)  entnimmt. 

Es  ist  aber  jetzt  der  Fall  zu  betrachten,  wo  C «ino  gegebene  Function  von 
I,  tft  und  9 ist.  Zu  diesem  Zwecke  bedienen  wir  uns  der  Methode  dos  Ab- 
schnitts 2).  Derselben  zufolge  setzen  wir : 

and  möge  u,  die  Gleichung  1)  und  2)  crrüllon.  wenn  ( darin  gleich  0 ist,  anaeer- 
dem  die  Gleichung  3),  wenn  wir  darin  für  f setzen  f—f,,  wo  noch  zu  be- 
stimmen ist.  u,'  ist  dann  gegeben  durch  die  eben  entwickelten  Formeln  für  «i, 
wenn  man  überall  f vertauscht  mit  f—f,-  Dagegen  muss  u'  erfüllen  die  Glei- 
chung 1).  die  Gleichung  2),  worin  ( beliebig  ist,  und  die  Gleichung  3),  worin  f, 
für  f steht.  Wir  buben  aber  den  Vortheil,  dass  f,  ganz  beliebig  bestimmt  werden 
kann.  Um  u'  zu  bnden,  setzen  wir  nun  zun&chst  wieder; 

ru'=  2"  C» 
n=  u 

wo  Q ' wieder  Kugelfunctionen  vorstclit.  Das  Verfahren  ist  nun  zunächst  wih 
oben,  erfüllt  die  Gleichung  4),  und  indem  man  setzt: 

-A>  u’< 


Q ’ = 2V  ’t' 

» 


wo  ft  ein  anderes  als  vorhin  ist,  gelangt  man  zn  dem  c,)  analogen  Ausdruck : 
k)  r = /S^(»8in^r-flfco8/zr)  = /S^e^, 

wo  ß also  eine  Function  von  r ist,  die  noch  von  n und  ft  abhängig  ist. 

Um  die  Gleichung  2)  zu  erfüllen,  entwickeln  wir  auch  { nach  Kugelfunctionen, 
also : 

{ = Z,-f- Z,-f-Z,+  . . . 

Der  Gleichung  2)  ist  dann  genügt,  wenn  man  bat: 

dQ  ' 

y ' = pßZ  für  r = R. 
dr  ’ n n 

Wir  wollen  nun  zunächst  annehmen,  es  sei;  ' 

— h*  ft*  l 


1) 


Z_  = i'r  e 


so  kann  man  dio  vorletzte  Gleichung  wegen  des  Werthes  von  Q * vertauschen  mit : 

dy  ’ 
m) 

Wir  setzen  jetzt  — A’ju’  = mi.  Da  man  nun  hat,  was  auch  f sei:. 

/'(*)  = — j I cos  m{t  — i)f  (t) dl  dm, 

oder  was  dasselbe  Ist: 

f{l)  = ~ e”'^^-''*'f(j)d,  dm, 

dnj  _^.ß 

so  lässt  sich  die  Gloicbnug  I)  immer  verificiren,  wenn  man; 

^ ,,  1 — niri.-  . , 

K =5-  e Z dl  dm 

H 2(U  (0 
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setzt,  and  die  Samme  auf  alle  dm  and 
dr  von  —00  bi«  +oo  erstreckt  denkt. 
Die  Qieichung  m)  reicht  dann  zur  Bc> 
Stimmung  der  ebenfalls  unendlich  kleinen 
Grössen  ß aus,  und  die  Summe  in  i) 
wird  dann  auch  ein  Doppelintegnil.  Es 
ist  somit  die  Aufgabe  gelöst,  und  es 
bleibt  nur  noch  ftbrig,  in. den  Werth  von 
w'  zu  setzen  (=rO,  was  dann  den  Werth 
von  gibt. 

Bei  dem  letzten  Theil  der  Aufgabe  ist 
hier  nur  andeutungsweise  verfahren  wor* 
den.  Das  Nähere  enthält:  Poisson, 

Theorie  maihänaPique  de  la  ckaleur. 

8)  Historisches. 

Die  Grundlagen  der  Theorie  der  Wär- 
meverbreitnng  stammen  von  Fourrier 
{^Theorie  analyltque  de  la  chaleur).  Die 
mathematische  Ausführung  derselben, 
einer  der  schönsten  Tbeile  der  Analysis, 
ist  als  Erweiterung  derjenigen  Methode 
zu  betrachten,  welche  Lagrangc  in  sei- 
ner Theorie  der  schwingenden  Saite  ge- 
schaffen bat.  Poisson’s  schon  angeführ- 
tes Werk  enthält  ausser  den  hier  ange- 
deuteten Theorien  eines  Stabes  und  der 
vollständigen  Theorie  der  Kugel  noch 
Anwendungen  auf  die  Temperatur  der 
Erde.  — Aussor  der  Anwendung  auf 
verschiedene  dreiseitige  Prismen,  den 
vollständig  begrenzten  Cylindcr,  ist  noch 
Dame’s  Arbeit  über  das  Wärmegleich- 
gcw'icht  eines  Ellipsoids  {Journal  de 
Vccole  polytechniquey  enhier  22)  von  be- 
sonderer Wichtigkeit.  Ks  sind  in  dieser 
Arbeit  die  sogenannten  Lame’scbon 
Functionen  zuerst  angewandt,  welche 
mit  dem  Ellipsoid  in  ähnlicher  Weise 
Zusammenhängen,  wie  die  von  La  Place 
herrührenden  Kugelfunctioncn  mit  der 
Kugel. 

Wärme  - Yerwerthusg  derselben  In 
technischer  Beziehung. 

1)  Einleitung. 

El  ist  in  diesem  Artikel  die  Theorie 
der  wichtigsten  praktischen  Verwertbungs- 
mittel  der  Wärme,  also  der  Dampfer- 
zeugungsapparate  und  der  Dampfmaschine 
zu  geben. 

In  dieser  Einleitung  sollen  einige  an 
den  theoretischen  Theil  der  Wärmelehre 
sich  anknüpfende  Betrachtungen,  nament- 
lich Erfahrungsrcsuliatc , gegeben  wer- 
den. Diese  bctrcilcn  die  Abkühlung 
und  die  Erzeugung  von  Wärme  aus  ge- 
gebenem Brennmaterial. 

A)  A bk  ühl  u n g. 

Wir  geben  hier  statt  der  im  vorletz- 


ten Artikel  enthaltenen  Formel  für  die 
Abküblungsgesehwindigkeit  (d.  h.  den 
Wärmeverlust  in  der  Zeiteinheit)  einige 
für  den  Gebrauch  bequemere  Näberungs- 
formeln.  Bezeichnen  wir  dieselbe  mit 
r,  und  den  Temperatnrübersehuss  des 
abzukühlcndc:i  Gegenstandes  gegen  die 
umgebende  Luft  mit  t,  so  ist  nach 
Peclet ; 

A und  rr  sind  . Erfahrungscoefficienten. 
Bei  Temperaturen  von  10  bis  260®  ist; 

1)  für  eine  Glasfläche:  « = 0,0065, 

2)  für  eine  SilberÖächc:  « = 0,0051, 

3)  für  eine  Rassflädie : « = 0,0066, 

und  bei  Temperaturen  von  0 bis  20*» 
für  dieselben  Flächen : 

1)  « = 0,0039, 

2)  « = 0,011, 

3)  « = 0,0043. 

Für  A erhält  man,  wenn  als  Zeiteinheit 
die  Stunde,  als  Raumeinheit  das  Qua- 
dratmeter vorausge>etzt  wird,  wenn  fer- 
ner der  abzukühlcndc  Gegenstand  Was- 
ser ist,  in  welchem  Falle  es  wie  bei 
der  Bestimmung  von  « nur  auf  die  Bc- 
schafifenheit  des  Gefässes  ankommt: 

1)  für  polirte  MctallBächen: 

A=4,38, 

2)  für  Glas  oder  Fimisswand: 

A = 6,40. 

3)  für  Blech  oder  Gusseisen : 

A = 7.70, 

4)  für  mit  Russ  überzogene  Wände: 

A = 8,48. 

Denken  wir  uns  jetzt  ein  mit  warmem 
Wasser  gefülltes  Gefäss  mit  zwei  Män- 
teln in  einem  gewissen  Abstande  um- 
geben, und  die  Zwischenräume  mit  ab- 
gcspoiTtcr  Luft  gefüllt. 

Seien  F und  die  Oberflächen  der 
Gefässe,  t und  f|  die  Temperaturüber- 
sebüsse  gegen  die  äussere  Luft,  so  kann 
man,  da  beide  Oberflächen  sich  gleich 
schnell  abkühlen,  setzen: 

also : 

Ff 

‘‘-f-Tf,’ 

die  Äbkühlang  anPs  Quadratmeter: 

l^  (l+<* 
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ond  fBr  die  gaiiie  Fliehe  : 

Sollte  jedoch  der  Abstand  zwischen  Man« 
tel  and  Kessel  nur  sehr  klein  sein,  so 
wurde  haoptsächlich  durch  Aasstrahlung 
Wärme  an  den  Mantel  abgegeben , and 
dies  würde  vollständig  stattfinden,  wenn 
dieser  Raum  luftleer  wäre.  Dann  hat 

‘ AF+A,F, 

Diese  Fonnelo  sind  aber  ffir  schlechte 
Wannclciler  nicht  anwendbar. 

FQr  diese  setzt  Pdclet: 


wo  C die  Wärmemenge  ist , welche 
stündlich  durch  einen  plattenförmigen 
Körper  vom  Stoffe  des  gegohenen  von 
1 Quadratmeter  Flüche  und  1 Meter 
Dicke  geht,  wenn  die  Temperatnrdiffe- 
reni  auf  beiden  Oberflächen  1*  beträgt, 
e die  Wärme,  welche  stündlich  durch 
eine  Platte  von  der  Dicke  e und  der 
Seitenfläche  F geht,  und  wo  die  Tem- 
peraturen beider  Seiten  t und  I,  sind. 

Die  Constunte  C ist  für: 

Liaskalk  0,80, 

Ziegel  0,68, 

Gyps  0,73, 

Tannenholz  0,17, 

Eichenholz  0,32, 

Kork  0,093, 

gehacktes  Stroh  0,070, 

Holzkohlenstaub  0,35, 

Eoaksstaub  0.44, 

trockene  Erde  0,27 , 

fein  zerthciltc  Banmwulle  0,135, 
stark  zusammengcdrückto  0,170, 
fein  zcrtheilte  Wolle  0,063, 
stark  zusammengedrücktc  0.136, 
Wird  eine  Seitenfläche  bei  constantcr 
Temperatur  erhalten,  die  andere  der  Loft 
ausgesetzt,  so  kann  man  antiähcrad  den 
Wärmeverlnst  gleich  FAl^  nehmen, 
wenn  I nnd  die  UeberschUsse  der 
Wärme  gegen  die  äussere  Loft  sind, 
wie  dies  in  der  Formel  für  v ja  gesche- 
hen kann.  Es  ist  also: 

‘FC, 

‘ c 

_ C/  _ FACt 
''~Att  e-f  C’ 


die  Abkühlung  bei  F,  einen  Coefficien- 
ten  A, , der  nicht  mit  A identisch  zu 
sein  braucht , und  der  den  obigen  Zah- 
len zu  entnehmen  ist.  Es  ist  dann ; 

AF(t-t,)  = A,F,  »„ 

^-af+a,f,' 

T = A^l, 

/.  \ 

U+"af-i-j,  f,  ')• 

nnd  cs  ist; 

für  Liaskalk  und  Ziegel  A = 9, 
für  Gyps  und  Holz  A = 8. 

Ist  die  Dicke  e gering  und  das  Leitnngs- 
vermügen  gross,  so  ist  Ae=.0  zu  setzen. 
Fv  = FACl. 

Bei  grösseren  Temperaturdifferenzen  aber 
erhält  man  bisserc  Resultate  durch  die 
Formel : 

ACF<(l-f  nt,) 

(l-)-n  I,)  A e-p  C* 

wo : 

n = 0,0051 

für  polirtc, 

« = 0,0066 

für  nicht  polirtc  Flächen  ist. 

B)  Brennmatcri  al. 

Die  Wärmeerzeugung  geschieht  in  der 
Technik  fast  ansschliesslich  durch  Ver- 
brennen, d.  h.  durch  schnelles  Oxydiren 
der  Körper,  und  kommt  hier  hauptsäch- 
lich die  Verbrennung  der  koblcnhaltigcn 
Körper,  also  die  Erzeugung  der  Kohlen- 
säure in  Anwendung.  Die  Menge  der 
erzeugten  Wärme  wird  gemessen  durch 
Beobachtung  der  Temperaturznnahme 
eines  gewissen  Quantums  Wasser  bei 
gegebenem  Brennstoff.  So  findet  Dn- 
long,  dass  1 Gramm  Wasserstoff  bei 
seiner  Verbrennung  34600  Gramm  Was- 
ser um  1°  erwärmt,  1 Gramm  Kohlen- 
stoff nur  7290  Gramm  Wasser,  1 Gramm 
Kohlenoxyd  2490,  dass  ferner  im  erste- 
ren  Falle  4,32  Gramm  Sauerstoff,  im 
zweiten  2,73,  im  dritten  4,36  verbraucht 
werden. 

Beschränken  wir  uns  auf  die  Ver- 
wandlung der  Kohle  in  Kohlensäure,  und 
nehmen  wir  an,  dass  dieselbe  ans  27,36 
Gcwichtsthcilcn  Kohle  nnd  72.64  Koh- 
lensäure besteht,  so  zeigt  sich  allgemein, 
dass  bei  der  Verbrennung  von  1 Gramm 

70  ß4 

Kohle  2,65  Gramm  Sauerstoff 
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verbraucht  werden.  Dem  entsprechen 
aber  11,52  Gramm  atmosphärischer  Luft, 
da  dieselbe  23  Gewiebtstheile  Sauerstoff 
und  77  Stickstoff  enthält. 

Favre  und  Silbermann  haben  neuere 
Versuche  über  die  Verbrennungswärmc 
angestcllt.  Sie  bedienten  sich  dabei 
eines  Calorimcicrs,  bestehend  in  einer 
metallenen  Verbrennnngskammer  von 
6 Centimeter  Weite,  10  Ceniiiiicicr  Höhe, 
die  in  ein  mit  Wasser  gerülltes  Geiäss 
taucht  und  mit  der  äusseren  Umgebung 
durch  drei  Röhren  in  Verbindung  steht; 
durch  eine  wurde  das  zu  verbrennende 
Gas,  durch  die  andere  der  dazu  nöthige 
Sauerstoff  zugcfQhrt,  durch  die  dritte  die 
gasförmigen  Vcrbrennungsproductc  ab- 
geführt.  Dies  letzte  Rohr  ist  lang  und 
vielfach  gewunden,  um  seine  Wärme  an 
das  Köhlwasscr  abzugeben.  Bei  Ver« 
brennnng  von  festen  Körpern  wurden 
diese  vorher  in  die  Vcrbreniiuiigskammer 
gebracht  und  das  zweite  Rohr  geschlossen. 
Der  ganze  Apparat  befand  sich  über- 
dies in  einem  Wasserbade,  um  möglichst 
wenig  Wärmccommunication  mit  der 
Umgebung  zu  bewirken.  Auf  diese 
Weise  ergaben  sich  bdi  Verbrennung 
von  1 Kilogramm  die  Wärmemenge  für; 


Holzkohle 

Graphit 

Kohlcnoxydgus 

Wasserstoffgas 


8080  Calorics, 
7797  - 

2403  — 

34402  — 


unter  einem  Kilogramm  die  Wärme- 
menge verstanden,  welche  1 Kilogramm 
Wasser  um  1®  erwärmt. 

Der  Unterschied  zwischen  den  Ver- 
suchen von  Diilong  und  tlicscn  leiziern 
in  Bezug  auf  Kohle  kommt  daher,  dass 
ein  Theil  derselben  bei  inungelhaftcr 
Zuführung  von  atmosphärischer  Luft  nicht 
zu  Kohlensäure,  sondern  zu  Kohlcnuxyd- 
gas  verbrannt  wird,  wobei  sich  eine  ge- 
ringere Wärme  entwickelt. 

Es  wurden  nach  genauem  Berechnun- 
gen für  die  Kohlensäure  72.73  Theile 
bauerstoff,  27,27  Kohlenstoff  angenom- 
men, für  das  Kohlcnoxydgas  42, 8G  Theile 
Kohlenstoff,  57,14  Theile  Sauerstoff. 
Um  ein  Gramm  Kohle  in  Kohlenoxyd- 
gas zu  verwandeln,  werden  daher 


42,86 


Gramm  Sauerstoff,  oder 


1 333 

-^-^  = 5,8  Gramm  atmosphärischer  Luft 

U.23 

Tcrbrancht,  etwa  halb  so  viel  als  bei  der 
Verbrennung  in  Kohlensäure. 

Nach  den  letzten  Versuchen  erzeugt 
die  Verbrennung  eines  Kilogramms  Koh- 


lcnoxydgas 2403  Calorics,  nnd  daher  der 
darin  enthaltene  KohlenstofT,  welcher 
0,4286  Kilogramm  beträgt: 

03286  “07Calor.es: 

die  Wärme,  welche  bei  Verbrennong 
eines  Kilogramms  Kohle  zu  Kohlen- 
oxydgas entsteht,  muss  also  : 

8080  - 5607  = 2473  Calotics 
betragen,  etwa  -j*(j  der  durch  vollständigf 
Verbrennung  zu  Kohlensäure  gewonnenea. 

Die  Wärmemenge,  welche  bei  Ver- 
brennung von  Kuhlcnwasserstoffvcrbio- 
dungen  entsteht,  lässt  sich  aus  denen 
durch  Kohle  und  durch  Wasserstoff  ge- 
wonnenen leicht  cnniueln. 

Das  Grubengas  enthält  25  J Wasser- 
stoff. 75  5 Sauerstoff,  adso  die  Verbren- 
nungswärme : 

I • 34462+  { - 8080  = 14675,5 

Das  ölbildcndc  Gas  enthält  j Wasser- 
stoff, ^ Kohlenstoff,  dem  ontspricht  die 
Verbrennungswärme : 

11849. 

Zu  Brennstoffen,  w’clche  bei  der  Er- 
zeugung von  Wasserdampf  dienen,  ge- 
braucht man  hauptsächlich  Steinkohlen, 
Braunkohlen,  Torf,  Holz  und  Coaks. 
Dieselben  enthalten  Kohle,  Wasserstoff 
und  Sauerstoff,  oft  noch  etwas  Stickstoff, 
verschiedene  anorganische  Bestandthcile 
(Asche),  ausserdem  noch  Wasser.  Das 
letztere,  indem  cs  Dampfform  annimmi, 
schmälert  die  Heizkraft.  Frisches  HoU 
enthalt  35  — 50J,  in  der  I«ufi  getrocknet 
immer  noch  20  — 25  3 Wasser.  Um 
Wasser  in  Dampf  zu  verwandeln,  wer- 
den aber  640  Calorics  verbraucht,  und 
da  ganz  trockenes  Holz  3600  Calorics 
gibt,  so  gibt  08  in  der  Luft  getrocknet, 
also  bei  25  J Wassergehalt  nur: 

3600-1  = 2700  Calorics, 

wovon : 

640-0,25=160 

an  dus  Wasser  abgegeben  werden,  so 
dass  die  Heizkruft: 

2700-160=1540  Calorics 

beträgt. 

Der  in  den  Brennmaterialien  enthal- 
tene Sauerstoff  ist  mit  ^ seines  Gewich- 
tes Wasserstoff  zu  Wasser  verbunden, 
derart,  dass  wenn  man  mit  //  die  Was- 
scrsioffmenge,  mit  O die  Sanerstoffmenge 
bezeichnet , nur  der  Thoil  des  Wasser- 
stoffes Verbrennung  gelangt 

und  die  Wärme  : 
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»V,  =34462  (w-^) 

«rzcDgt,  wozu  die  durch  die  Kohle  C 
erzeugte : 

W,  =8080  C 

kommt,  also  die  (theoretische)  Hcizkrafl 
des  BrennniaieriaU  ist : 

»F  = 34462  (m-|-)+8080  C. 

Hieraus  ergibt  sich  fOr  die  verschiede- 
Den  Brennstoflfo: 

Anthrncit,  weither  91  J Kohle, 
3J  Wasserstoff,  3 S Sauerstoff,  3 I Asche 
enthält : 

11=8258, 

Steinkohle,  welche  80  S Kohle, 
5J  Wasserstoff,  10  J Sauerstoff  und  5q 
Asche  enthält: 


den  Schornstein  abzuleitcnden  Gaage- 
menges  zu  ermitteln. 

Um  dio  Kohlcnsloffrocngc  O in  Koh- 
lensäure zu  verwandeln,  ist  eine  Saucr- 
stoffmenge : 

Oj  = JC  = 2,67C 

n5thig,  die  daraus  entstehende  Menge 
Kohlensäure  beträgt  also: 

C-f  .^C  = 3,67  C. 

Die  frei  bleibende  Wasserstoffmenge : 


erfordert  zur  Verbrennung: 

0,=8(//-.^)=8//-0, 
und  gibt  das  Wasserquantum : 


»'  = 7756, 

Braunkoblc,  welche  60  S Kohle, 
5|  Wasserstoff,  25^  Sauerstoff,  10  J 
Asche  enthält:' 

»'  = 5494. 

Torf,  welcher  52 S Kohle,  5 J IVasser- 
«toff,  Sauerstoff,  10 S Asche  ent- 

hält : 

»=4503, 

Holz,  welches  durchschnittlich  49 ^ 
Kohle,  6g  Wasserstoff,  44g  Sauerstoff’, 
Ij  Asche  enthält: 

»'  = 4131. 

Soll  das  Brennmaterial  zuerst  ver- 
kohlt werden,  so  wird  nicht  allein  Wasser- 
stoff und  Sauerstoff  entfernt,  sondern  cs 
geht  durch  chemische  V«‘rbiudung  auch 
ein  Tbeil  der  Kohle  verloren.'  Daher 
gibt  1 Ffund  lufttrockenes  Holz  mit 
20q  Wasser  und  40*  Kohlenstoff  nur 
0,18  bis  0.25  Pfund  Holzkohlen , und 
1 Pfund  Steinkohle  nur  0,45  bis  0,6 
Pfund  Coaks.  aber  Holzkohle  und  Coaks 
lind  auch  nicht  reine  Kohle,  und  geben 
daher  nur  7000  bis  75<X)  Culorics.  Ks 
ist  daher,  wenn  cs  nur  auf  die  Heiz- 
kraft ankommt,  die  Verkohlung  nicht 
gerathen. 

Beim  Verbretmen  auf  Hccrdcn , wo 
dasselbe  nie  ganz  vollständig  erfolgt, 
and  wo  die  Vcrbrennungsproductc  Wärme 
mit  fortnehmen,  auch  die  Wände  davon 
consumiren,  ist  nach  W.  Brix  höchstens 
i der  theoretischen  Heizkraft  zu  er- 
reichen. 

Es  ist  noch  die  zur  Verbrennung  nC- 
thige  Luftmenge,  sowie  die  des  durch 


cs  ist  also  der  ganze  Sauerstoffbedarf: 

O = Dj  + O,  = 2,67  C-i-8  //-  O, 

er  erfordert  das  fache  airaosphäri- 

0.2dl 

scher  Luft: 

L = 1 1,54  C+ 34,63  //  - 4 33  O. 

Sind  6’,  //  und  O in  Kilogramm  ausge- 
drückt, und  will  man  die  Luftmenge  in 
Cubikmetern  haben,  so  ist  in  Berück- 
sichtigung, dass  bei  10*  Wärme  und 
0,76  Meter  Barumc'crstand  1 Cubik- 
meter  Luft  1,25  Kilogramm  wiegt,  mit 

ioe~s  multiplieiren,  und  man  hat: 

1,20 

/-  = 9.23  C-f  27, 70// -3, 46  0 

(Cnbikmeter). 

Pur  ein  Pfund  Brennstoff  ist  dies  mit 
32  346 

2138  multiplieiren,  wenn  die  Luft 

in  Cubikfuss  bcsiiuiuit  werden  soll;  es 
kommt : 

L = 139,6  C+ 419, 1//-52, 4 O (Cubikfuss). 
Soll  aber  eine  schnelle  und  vollständige 
Verbrennung  erreicht  werden,  so  ist  die 
hinzustrOmende  Luftmenge  zu  verdoppeln. 

Das  durch  dun  Schornstein  abstrü- 
mendu  Gasgemenge  besteht  aus  dem 
Stickstoff  der  znstrOmenden  Luft,  der 
durch  die  Verbrennung  erlangten  Koh- 
lensäure und  aus  dem  hierbei  gebildeten 
Wasserdaropf.  Die  Stickstoffmeoge  ist: 

= 8,88  C’+2G,63  «-3,33  O (Kilogramm), 
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oder  da  bei  10*  Wirme  und  0,76  Meter  Barometersund  die  Dichtigkeit  dei 
Stickstoffes  1,2141  Kilogramm  betragt : 

(?,  =7,315  C+ +21,93 ff-2,74  O Cubikmeter, 

also  ffir  das  Pfund  Brennstoff: 


(»,=1107C-3474ff-41,60  Cnbikfnss, 

Die  Dichtigkeit  der  Kohlensänre  ist  1,911  Gramm,  woraus  sich  ergibt: 

0 j = = 1,919  C Cubikmeter, 

and  für  das  Pfund  Brennstoff: 

0,  = 29,03  C Cnbikfnss. 

Ans  der  Wasserstoffmenge  H enUUht  die  Wassermenge  gH,  welcher,  da  ein 
Cubikmeter  0,78125  Kilogramm  wiegt,  die  Dampfmenge : 

0t  = 11,52  H Cubikmeter, 

oder  fürs  Pfund  Brennstog: 

01  = 174,3  //  Cubikfuss 


entspricht.  Also  das  durch  die  Verbrennung  erlangte  Gas  betrügt : 


0=0.  + 0.+0,  = 139,7 C+521 ,7 W-4,15 O Cubikfuss. 

Sein  Gewicht  ist  das  Gewicht  C des  Brennstoffes  vermehrt  um  das  der  augeström- 
teu  Luft  L,  also  das  Gewicht  eines  Cnbikfnsses  davon,  oder  die  Dichtigkeit : 

12,54  C+34,63//-4,33  0 
^ 139,7  C+521,70/#-41 ,50  0' 

Wird  aber  der  besseren  Verbrennung  wegen  die  doppelte  Luftmengo  zugefUhrt,  so 
ist  für  das  abgeführte  Gasgemenge  noch  hinzuzultigen : 


L = 139,6  C+ 419,1  ff -52,4  0, 

. so  dass  man  erhalt: 


0 = 279,4  C+940,8  ff- 10,9  0 Cubikfuss, 
_ C+69,26  ff-8,66  O 

^ 279,4  C+94ö;8  ff- 10,9  0' 


Die  Werthe  Q und  y beziehen  sich  auf  die  mittlere  Temperatur,  10“.  der  zutre- 
tenden  Luft ; ist  daher  t die  der  abströmenden,  so  ist  Q zu  multipliciren  mit : 

1 +(ft 

j,  wo:  (f =0,00367, 

man  erhält  also : 


1 + 000367« 
1,0367 

also  wenn: 


« = 300* 

Ist,  wie  dies  gewöhnlich  angenommen  wird,  so  ist  das  Quantum: 


und  die  Dichtigkeit: 


2,027  0, 


Die  folgende  Tafel  enthalt  die  theoretische  Heizkraft  der  gebräuchlichsten  Brenn- 
stoffe, sowie  die  zustrCmenden  Lufimcngen  und  abstrOmenden  Gasraengen. 
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Abg«nhrt«  Ou> 


_ , „ WSriaemeag«  ia 

Breimsloir  C.loric" 

Kalle  Lufi  tur 
IPfd.  Brennatoff 
in  Cubik/uM 

meng«  in  Cnbik» 
f098  für 

0*  300* 

Stark  gedfirrtes  Holz 

3600 

102 

111 

233 

LnBtiockenes  Holz  mit  20 1 Wasser 

2600 

82 

93 

194 

Holzkohle 

7000 

248 

248 

519 

Stark  gedörrter  Torf 

4800 

171 

178 

371 

Torf  mit  20 1 Wasser 

3600 

137 

146 

305 

Torfkohle 

5860 

200 

200 

418 

Mittlere  Steinkohle 

7500 

274 

279 

584 

Coaks  mit  15}  Asehe 

6000 

227 

227 

475 

Reiner  Coaks 

7050 

250 

250 

520 

Es  ist  jetzt  der  Brennstoffanfwand  zn 
gegebenen  Wasserdampfmenge  nfithig  ist. 
Die  Gesammtwärme  des  Dampfes  von 

ermitteln,  welcher  zur  Erzeugung  einer 
t*  ist  nach  Regnanlt: 

»K=  606,5+0,305  <. 


Um  eio  Pfand  Wuaer  von  (g  Qrod  in  Dampf  von  ( Qrad  zn  verwandeln , sind 
also  nöthig: 

»P  = 606,5+0,305 « - 1 , Calorics, 

oder  wenn  man  genaner  lUr  die  Temperatnr  des  Wassers  die  Wtrmemcnge: 

Wj  = », +0,00002/ ,• +0,0000003  *,  * 

nimmt : 

W = 606,5  + 0,305 /- (1 + 0,00002 /, +0,0000003 1 ,*)/, . 

Fr&her  bediente  man  sich  anderer  Formeln. 

Nimmt  man  mit  Watt  und  Pambonr  an,  dass  die  Gesammtw&rmo  des  Dampfes 
(latente  nnd  freie)  bei  jeder  Temperatnr  dieselbe  ist , and  dass,  am  Wasser  von 
100*  in  ITampf  zn  verwandeln,  540  Calories  nOthig  sind,  so  ist  die  Wärmemenge, 
welche  nOthig  ist,  um  Wasser  von  /,  Qrad  in  Dampf  von  irgend  einer  Temperatur 
SU  verwandeln : 

= 540+ 100  - / , = 640  - / 1. 

Nach  Sonihcrn  nnd  Poncclet  ist  dagegen  die  latente  Wärme  des  Dampfes  constant 
gleich  ,540  Calorics,  also  die  Oesammtwärme : 

W=540+/-/,. 

Bei  Temprrnturen  von  1(X)  bis  150*  geben  die  Wiill’sclie  und  die  Rrgnanlt'scho 
Formel  gleiche  Resultate. 


Nach  ErfahrongsresoUaten  gibt: 
1 Pfund  Steinkohle 

5 bis 

7 Pfnnd  Dampf, 

1 

„ Coaks 

41  « 

« n 

1 

„ Holzkohle 

6 

•»  t» 

1 

„ Holz 

2,5  „ 

2,7  „ 

2)  Dampfkessel.  nig  Brennmaterial  erfordere,  und  Sicher- 

, . heit  vor  dem  Zersprengen  vorhanden 

) Allgomeines.  Dampfkessel  «erden  gewöhnlich 

Unter  Dampfkessel  (chaujiire  ä ea-  ans  Kisenblcch  nngefertigt,  viel  seltener 
pewr  — titam  toiler)  wird  ein  metalle-  ans  Kupferblech,  nur  sehr  enge  röhren- 
nes  Grläsa  verstanden,  worin  das  Wasser  fOrmige  Kessel  macht  man  aus  Guss- 
erhitzt  and  in  Dampf  verwandelt  wird,  eisen  oder  Messing.  Die  Verbiudnng 
Bei  Anfertignng  eines  solchen  ist  die  der  Bleche  erfolgt  durch  starke  Niet- 
Anfroerksamkeit  darauf  zu  richten , dass  nägel. 

der  zn  erzeugende  Dampf  möglichst  we-  Von  der  Form  der  Kessel  hängt  so 

17 
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wohl  ihro  Haltbarkeit  als  ihr  Vcrdam- 
prungsvermügeii  ob.  Krsierc  ist  desto 
grösser,  je  rcgeltnSssigcr  uod  abgerun- 
deter die  Form  ist,  leutere,  je  grosser 
die  Oberfläche  des  Kessels  ist.  Beide 
Erfordernisse  widerstreiten  sich  also;  je 
nach  den  sonstigen  Bedingungen  hat 
man  der  einen  oder  der  andern  iiachsu- 
geben.  Bei  schwach  gespannten  Dkm- 
pfen  kann  die  Oberfläche  gross,  bei  stark 
gespannten  muss  sie  abgerundet  sein. 
Röhrenförmige  oder  aus  mchrcrcu  Kes- 
seln zusammengesetzte  Dampferzeuger 
entsprechen  am  besten  beiden  Bedin- 
gungen. 

l)ie  Kosselformen  sind : 

I.  Der  Wagen-  oder  Koffer- 
kess  cl  Watt’s  (Fig.  42).  anwendbar 
bei  kleinen  Spannungen  (4  bis  G Plund 
Ucberdruck  auf  den  Quadratzoll). 

Das  Feuer  geht  an  der  Unterfläche  A 
hin,  dann  nach  den  Seiten  /fC,  CO  um 
den  Kessel  herum,  von  denen  cs  in  den 


Fig.  42. 


Si-hornstciii  tritt.  Der  Kessel  ist  von 
innen  durch  Kisciistkbc  verankert,  um 
das  Aufbiegen  der  concaven  Flächen  so 
verhiudern. 

II.  Walzcnkcsscl  mit  äusserer 
Feuerung  (Fig.  43)  bei  hochgespsnn- 


ten  Dämpfen  brauchbar.  Die  Endflächen 
B sind  gcwöbnlich  kugelförmig.  Die 
Zuge  sind  ebenso  wie  bei  den  Wagen- 
kesseln  zu  führen;  Jedoch  wird  bei 
grossen  Kesseln  noch  eine  Rauchrohre 
durch  den  Kessel  gelegt,  durch  welche 
die  Feuerluft  zurQckströmt,  che  sic  in 
die  SeitenzQge  tritt. 


Fig.  44. 


III.  Walzcnkcssel  mit  innerer 
Feuerung  (Fig.  44).  Feuerrauro  und 
Rost  befindet  sich  in  der  ROhre  A,  die 
durch  den  Kessel  geht.  Die  Fcucrloft 
geht,  nachdem  sie  das  Innere  des  Kessels 
durchlaufen  hat,  in  • die  Seitenzuge  B, 
C,  also  von  aussen  in  den  Kessel. 

IV.  Kessel  mit  Sicderöhrca 
(Fig.  45).  Die  Siederöhre  C liegt  unter 
dem  Kessel  mit  ihm  verbunden  durch 
die  Röhre  B.  Der  Kessel  wird  hier 
sehr  geschont,  da  er  gar  nicht  ins  Feuer 
kommt. 

Dampfkessel  mit  Vrowftrmcm  sind 
ähnlich,  nur  ist  die  Feuerung  unter  dem 
Kessel  selbst. 

V.  Viciröhrige  Kessel  (Fig.  46). 
namentlich  hei  Dampfwagen  angewandt, 
wo  die  Dampferzengung  sehr  schnell 
erfolgen  soll,  sie  erfordern  Jedoch  viel 
nrennmntcrial  Die  Röhren  sind  snt 
Messing  oder  Schmiedeeisen,  1^  bis  2^ 
Zoll  weit,  6 bis  12  Fuss  lang,  ihre  An- 
zahl ist  100  bis  200,  auch  noch  grösser. 
Das  Wasser  umgibt  diese  Röhren,  uod 
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Fig.  46. 


' die  Fenerluft  strömt  durch  dieselben,  den  RanchrOhren,  CD  der  Ranchkasten, 
J ist  der  Fenerreum  mit  Rost  A und  £ die  Esse. 

> OfenthUr  T,  B der  |Wtsserkasten  mit  VI.  Kessel  mit  lothrcchten 


Fig.  46 


Kammern  (Fig.  47)  ftlr  Dampfschiffe,  tritt  dann  bei  £ in  die  Esse.  Sie  werden 
Den  Torigen  kbniieh.  Die  Fenerluft  legt  nur  bei  niedrigen  Dtmpfen  angewandt, 
den  langen  Weg  aBCDE  surftck  und  da  ihre  Biegungen  sehr  stark  sind. 
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B)  Dimensionen  der  Kessel. 

Die  II eisfl lebe  des  Kessels,  d.  b. 
der  vom  Feuer  oder  der  Fcuerluft  be- 
rührte Theil  der  Oberdäche  bestimmt 
hRuptsüchlich  sein  Dampferzengungsver- 
miigen.  Nach  den  Versuchen  von  Card 
sind  hei  eisernen  Kesseln  auf  jedes  Qua- 
dratmeter Ueisfl&ehe  19Kilogramm  Dampf 
zu  reehnen,  d.  h.  auf  1 Quadratfuss 
preussiseb  4 Pfund  Dampf  oder  105  Cu- 
bikzoll  Wasser.  Geht  man  von  Pferde- 
kräften  ans,  so  rechnet  Grouvelle  auf 
jede  Pferdekraft  1 Quadratmeter  oder 
10  Quadratfuss,  wenn  cs  sich  um  Ma- 
schinen mit  hohem  Druck  aber  mit  Con- 
densntion  handelt,  dagegen  1,4  Quadrat- 
meter bei  niederm  Druck.  Diese  Zahlen 
sind  aber  nur  rohe  Annäherungen,  bei 
Expansionsmaschinen  kann  die  Ileizfliehe 
kleiner  sein.  Bei  Dampfschiffen  kommen 
auf  1 Quadratmeter  Hcizflaehc  .30  — 3.5 
Kilogramm,  hei  Dampfwageii  100  — 130 
Kilogramm.  Uebrigens  wirkt  auch  die 
Dicke  der  Wände,  die  Lago  gegen  den 
Feuerstrom,  und  der  Temperaturunter- 
schied zwischen  Fenerraum  und  Kessel 
hierbei  ein. 

Noch  unterscheidet  man  directe  und 
indirccte  Heizdächc.  Die  erstere  befindet 
sich  unmittelbar  Ober  dem  Feuer,  sie  bil- 
det den  kleineren  Theil;  die  indirecte 
wird  nur  von  der  erwärmten  Luft  be- 
strichen, empfängt  also  durch  Leitung 
ihre  Wärme,  die  directe  dagegen  haupt- 
sächlich durch  Strahlung,  sie  erhält  un- 
gefähr Tier-  bis  fünfmal  so  viel  Wärme 
als  die  indirecte;  nach  Fairbairn  soll  die 
erstere  .,1^  der  ganzen  llcizfläebe  sein, 
bei  Corwnller  Kesseln  ist  dies  Verhält- 
niss  aber  nur  bei  Dampfschilfkesscln 
i bis  j. 

Die  QrÖsse  der  Kessel  wird  durch 
die  der  Heitflache  and  durch  das  Ver> 
htütniss  zwischen  Dampf-  and  Wasser- 
raum bedingt.  Der  Wasserraum  muss 
mindestens  den  Theil  des  Kessels  aus- 
füllen , der  vom  Feuer  und  der  erhitzten 
Luft  in  den  ZQgen  berührt  wird,  weil 
sonst  Zersprengen  mriglich  wäre.  Der 
Sicherheit  wegen  wird  gewöhnlich  das 
Wasser  4 Zoll  Ober  den  Heizcanälen  ge- 
halten. Aber  auch  der  Daropfraum  darf 
nicht  zu  klein  sein,  damit  kein  Wasser 
vom  Dampfe  mechanisch  mitgerissen 
wird,  und  kein  Schwanken  in  der  l>ampf- 
spannung  entsteht.  Der  Dampfraum  ist 
gewöhnlich  zwölfmal  so  gross,  als  das 
mit  jedem  Kolbenhiebe  entfährto  Dampf- 
volumen. Auf  Jede  Pferdekraft  rechnet 
der  Artizan-Club  (in  seinem  Treatise  oh 
the  Steam  Engine)  einen  Wasserranm 
von  5 Cubikfnss  englisch  (4.85  prcussisch) 


und  den  Dampfrtnm  3,2  englisch  (2,93 
prenssiseb)  Cubikfnss,  so  dass  das  Ver* 
hältniss  beider  Räume  etwa  0,4  ist 
Tredgold  will  den  Dampfraum  so  gross, 
dass  die  Veränderlichkeit  in  der  Span* 
nung  des  Dampfes  nicht  ^ übenchrei« 
teU  Ist  also  y der  Dampfraum,  C der 
mit  gesättigtem  Dampfe  auszufullende 
Cylinderraum,  ^ das  Verhältniss  der  Ab* 
flusBzeit  zu  der  des  ganzen  Kolbenspiels, 
also  1— /i  das  der  Sperrzeit  zur  Spiel* 
zeit,  dann  wird  während  der  Sperrzeit 
sich  die  Dampfmenge  sammeln : 

K,  = (l-^)C. 
und  da  K,  = V aein  aoU : 
K=30(l-ju)C. 

fl  ist  ungefähr  gleich  | bei  cinfaeh  wir- 
kenden und  Expansionsmasehinen;  bei 
doppelt  wirkenden  ohne  Expansion,  wo 
fl  sehr  klein  ist,  kann  dicae  Fonnel 
nicht  gebraucht  werden. 

Jetzt  lassen  sich  die  Dimensionen  der 
Kessel  ermitteln. 

I.  Für  den  Wagenkeisel  aai  l die 

Länge,  6,  h die  mittlere  Breite  und 
Hohe,  bht  ist  dann  ungefähr  der  Fas- 
sungsranm , 0,4  bhl  der  Dampfraam, 

0,6 hhl  der  Wasserraum,  0,6k  die  Hübe 
desselben  im  Mittel.  Die  HeiaBäche  F 
soll  den  untern  Theil  bie  zu  dieser  Hohe 
cinnehmen,  also; 

F = 4/+2  • 0.6  4*-f  2 . 0,6  /*, 

d.  h.: 

F=4/-H2*(*-b0- 

Gewöhnlich  ist  noch ; 

4 = }*,  /=!*, 

also: 

F=5,775*‘, 

*=  0,416  V5. 

4 = 0.3 12  V5, 

1=1,040^5. 

Der  Wasserspiegel  soll  Qbrigens  etwas 
hoher  stehen,  und  durch  die  Auflagerung 
des  Kessels  geht  auch  ein  Theil  der 
Heizfläche  verloren.  Es  ist  diesen  Zah- 
len also  etwas  znzuselzen. 

II.  Für  den  Walzenkessel  ohne  Siede- 
rOhren  nnd  mit  äusserer  Feuerung  sei 
wieder  der  Dampfraum  0,4  des  ganten 
Raumes.  Dem  crsicrn  entspricht  ein 
Centriwinkel  von  133^  Grad,  also  dem 
Wasserraume  2264  Orad , der  dazu  ge- 
hörige Bogen  ist  3.953  für  den  Halb- 
messer 1 , also  wenn  r der  Halbmesser, 
l die  Länge  des  cylindriseben  Kessel, 
ist,  so  beträgt  die  Heizfläche : 
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F,=  3,953  W. 

Hienn  kommt  jedoch  noch  der  kugel* 
Ihrmige  Theil.  Ist  k die  Höhe  deu  be- 
treffenden Segmente,  so  ergibt  sich 
dafllr: 

F,  = 2,06rrr>[l-H(-i)’]. 


In  Frankreich  ist  die  gesetzliche  Kes- 
sclwanddicke  in  Millimelem; 

e = lSpd+3, 

wo  e der  Durchmesser  in  Metern  ist. 
In  Freussen  ist  die  Formel  vorgeschrie- 
ben, wenn  Zolle  für  e nnd  d vorausge- 
setzt sind  ; 


also: 

F=F,-fF, 

ist  die  ganze  Heizffäche.  Gewöhnlich 
nimmt  man : 

/=8r  bis  12  r, 
also  im  Mittel: 

1=10  r, 

dann  ist: 

F=43,33r>  [l+0,l 
und  der  Halbmesser: 

1/43,33  [x-1-0,1 

oder  einfacher: 

r = 0,152  [ 1-0.05  (A)’]  VF. 

Boi  ebenen  Endflächen  ist  -^^=0,  bei 

balbkugelfönnigcn  ^ = 1-  Ans  den  obi- 
gen Gründen  sind  diese  Zahlen  etwas 
iB  vergrOssern. 

UI.  Bei  Walzenkesscln  mit  SiederOhren 
wird  gewöhnlich  die  letztere  ganz,  die 
entere  halb  von  der  Feuerluft  umspielt. 
Sind  also  r,  l nnd  r,,  /,  Radius  und 
lAnge  des  Kessels  und  bezüglich  der 
Siederöhren,  n die  Anzahl  der  letzteren, 
so  ist: 

F=n(r/-(-2»  r,  f,). 

Gewöhnlich  ist: 


abo: 


11  = 2,  r,=0,4r,  I=f,='10r, 


e = 0,0015p  <f+ 0,1, 

oder  wenn  die  Verhältnisse  grössere  Ge- 
nauigkeit erfordern: 

e = (2,7 1828°’°®^  P - 1)  r -h  0, 1. 

Dem  Theil,  wo  r der  Radius  ist,  den 
das  Feuer  berührt,  wird  oft  noch  grössere 
Dicke  gegeben. 

Man  kann  aber  diese  Formeln  auch 
leicht  auf  theoretischem  Wege  ableitcn. 

Der  Durchschnitt  des  Kessels  wird  als 
Polygon  AB  DE  . . . (Fig,  48)  gedacht, 

Fig.  48. 


auf  jeder  Kante  wirkt  dann  der  Ueber- 
schuss  der  Spannung  F radial.  Um  die 
auf  Zerreissen  der  Kesselwand  verrich- 
tete Kraft  zu  ermitteln,  zerlegen  wir  P 
nach  den  Seiten.  Ist  dann: 

BCA  = BCD  = a 

der  ungehörige  Centriwinkel,  so  kommt: 


F=26nr', 
r= 0,1106  VF, 
r,  =0,04424  VF. 

Der  Dampfraum  ist  hier  0,38  des  Fas- 
inngsraomes. 

IV.  Bei  Kesseln  mit  innerer  Heizung 
ist  die  ganze  innere  Fläche  Heizfläche. 

Wenden  wir  uns  zur  Dicke  der  Kes- 
selwand. 

Sei  e die  Böhrenstärke,  p ist  der  Ueber- 
dmek  von  innen  noch  aussen  in  At- 
mosphären. 


Pcos-1 

5 = —:—^, 

Sinn 

oder  da  P sehr  klein  ist: 


Nimmt  man  den  Ueberdmek  p anf  den 
Zoll  des  Durchschnitts , nnd  ist  s die 
Folygonseite,  so  wird : 


aber: 


P = sp, 
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« = 2riiin-^  = rff, 

und: 

S = ;)  r. 

Der  Tragmodul  T ist  nun  proportio- 
nal dem  Radius,  und  umgekehrt  propor- 
tional der  Dicke,  also: 


r bezeichnet  hier  den  mittleren  Durch- 
messer des  Kessels.  Sei  p der  innere, 
so  ist: 


r ist  der  innere,  p der  ftnssere  Halb- 
messer. Für  die  innere  Wand  ist  die 
Spannung  T also : 


l 

2nr‘~ 


T, 


d.  h.: 


S = rrig  -^  = rp, 


-^=2,718  . 

Setzt  man  noch: 

q = r+e, 

so  kommt: 


oder  annkhernd : 


Aus  der  ersten  Formel  sind  die  beiden 
zuerst  genannten  entstanden,  indem  eine 
dem  Gewichte  des  Kessels  und  des  da- 
rin enthaltenen  Wassers  entsprechende 
kleine  Constante  hinzugefagt  ist.  Für 
grossere  Blechdicken  wird  diese  Formel 
meist  falsch. 

Ist  dann  (Fig.  49)  AB  = e die  Kcsscl- 


P_ 

e=r(2,718..  .^-1), 

was  mit  der  letzten  Formel  übertiu- 
stimint.  Etwas  genauer  ergibt  sich: 


Lame  und  Bankine  setzen  dagegen: 


starke.  Damit  diese  sich  nicht  durch 
den  inneren  Diuck  ändere,  ist  anzuneh- 
men, dass  jede  der  conccntrischen  Scha- 
len, aus  welchen  sie  besteht,  sich  gleich- 
viel ausdehne.  Set  >l  diese  Ausdehnung, 
x = CO  der  Halbmosser  einer  Schale,  so 
ist  ihre  Spannung  auf  die  Einheit  des 
Durchschnittes ; 

It  dx 

2 .VX  ' 

(s  der  Elaatieitfitscoefflcient.)  Also  für 
sämmtliche  concentrische  Schalen: 


Gusseiserne  Siederühren  werden  nach 
französischer  Vorschrift  fünfmal  dicker 
gemacht  als  schmiedeeiserne  oder  kupferne. 
Die  prcussische  Vorschrift  ist  durch  die 
Formeln  gegeben : 

e = (0,005 />.f-t-i)  Zoll, 

oder  bei  genaueren  Bestimmungen : 

e = (2, 71828°'*^^''- l)r-f- 
Ueber  j Zoll  wird  die  Dicke  nicht 
gern  gesteigert,  man  wendet  also  lieber 
engere  Kessel  an.  Das  französische  Ge- 
setz verbietet  Dicken  über  Centime- 
tcr  = 7 Linien,  um  Ungleichheit  der 
Spannungen  zu  vermeiden. 

Cylindrische  Dampfkessel  werden  durch 
Segmente  einer  Kugel  oder  eines  Sphi- 
roides  begrenzt,  es  ist  also  auch  die 
Stärke  dieser  Wandtbeile  zn  bestimmen. 

Man  kann  sich  dieselbe  als  Polyeder 
denken,  deren  Begrcnzungstheile  aut  je 
4 Dreiecken  bestehen,  die  in  einer  Ecke 
£ zusammenstossen  (Fig.  50).  Sei  eine 
solche  durch  ein  ebenes  Rechteck  ABCD 
geschnitten,  AB=CD  = t,  AD  = BC=ffi 
p der  Druck  auf  die  Flächeneinheit,  so 
ist  der  auf  die  ganze  Ecke: 


P—Sf  s,  Pf 

und  derselbe  wird  zerlegt  in  zwei,  P^ 
und  P, , wovon  der  Spannung  S, 
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iLwischca  den  Dreiecken  AUE  und  BVE^ 
S,  der  zwischen  AUE  und  ODE  Gleich- 
gewicht hhlt,  nnd  man  erhält  leicht: 

p,=a,s^,  r,  = «,s„ 

wo  ir,,  «,  die  unendlich  kleinen  Supple- 
mente der  Winkel  aind,  welchen  die 
Dreicckpanre  ADE  nnd  BCE^  sowie 
ABE  nnd  CDE  mit  einander  machen, 
also: 


r* 


setzen,  und  erhalt : 


für  die  Halbkugel,  wo  h=r  ist: 


Endlich  handelt  cs  sich  um  die  Stärke 
der  Rauchrohre,  welche  den  Dampf  von 
aussen  nach  innen  drückt. 

Denken  wir  uns  wieder  den  Durch- 
schnitt als  Polygon  (Kig.  öl),  in  der 
Ecke  A wirke  Kraft  P von  aussen  nach 


Fig.  51. 


P=t^  i,p  = n^S,+p,  S,. 

Sind  r,  und  r.  die  Halbmesser  der  durch 
GEK  und  FEH  gelegten  Kreise,  zweier 
auf  einander  senkrechten  Krümraungs- 
kreise,  so  kommt: 

- **  «r  — 

«'i=— • "s-r" 

'^1 

Ist  S die  auf  die  Flächeneinheit  redu- 
cirte  Spannung,  so  ist  für  Wanddicke 
r,  nnd  Breite  s, : 

nnd  für  Breite  s , : 

S,  = e,  i,S, 

also: 

,,s.p  = e.s.s.s(l-fl). 

Für  S kann  der  Tragmodul  T gesetzt 
werden,  nnd  es  folgt: 

— 4-  ^ iat  die  Snmme  der  beiden 

HanptkrttmmuD^n. 

Für  Spbäroide  von  der  Höhe  h kann 
man  annftberad : 


ioDcn,  und  zerlegen  sie  nach  den  beiden 
angrenzenden  Seiten » so  kommt  wie 
oben: 


2 »in -2 


und  da: 


Pz-arlp,  S = rlp  = elT, 

e-^ 

T’ 

ganz  wie  oben.  Der  Festigkeitsmodul 
des  Schmiedeeisens  gegen  das  Zerreissen 
ist  übrigens  beinahe  doppelt  so  gross, 
wie  der  gegen  das  Zerdrücken,  es 
brauchte  also  die  Rauchrohre  nnr  die 
doppelte  Dicke  des  von  innen  gedrück- 
ten Kessels  zu  haben.  Jedoch  würde 
dies  nur  richtig  sein,  wenn  die  Kreis- 
form  genau  wäre.  Die  Erfahrung  aber 
zeigt,  dass  sich  dergleichen  Röhren  leicht 
platt  drücken.  . 

Sei  nämlich  ABDE  (Fig.  52)  eine 
Bohre  mit  elliptischem  Querschnitt.  Der 
auf  jeden  Punkt  F wirkende  Druck  übt 
eine  Wirkung  auf  Zerbrechen  aus,  wel- 
che die  Festigkeit  in  A aufheben  muss. 
Seien  a und  b die  Halbaxen  der  Ellipse. 
Denke  man  sich  den  Druck  auf  die  vier 
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Fig.  52. 


Funkte  A,  B,  D,  E rertheik,  und  auchen 
wir  den  in  A dem  Zerbrechen  cntgegen- 
znatellenden  Widerstand. 

Der  auf  den  Zoll  des  Querschnitts 
redneirta  Druck  sei  p.  Da  derselbe  nor- 
mal wirkt,  so  ist  der  Druck  in  dem  be- 
liebigen Punkte  E auf  das  Element  Hs 
gleich  p ds , und  zerfällt  nach  den  Rich- 
tungen ilC  nnd  CB  in  die  Componenten; 


, </y  .de 


d.  h. 


pdy  und  pdx. 


Sei  r die  Spannung  in  A , i'  die  in 
B,  so  ist  die  erstere  parallel  AC,  die 
letztere  parallel  BC  gerichtet.  Da  man 
nun  annehmen  muss,  dass  alle  Drucke, 
welche  auf  den  Quadranten  AB  wirken, 
durch  diese  Spannungen  vernichtet  wer- 
den, so  ist: 


Ist  e die  Keaselstkrke  in  d , so  ist  das 

Moment  derselben  j r ede.  Da  aber 

die  Abhängigkeit  von  r in  Bezug  auf  e 
nicht  bekannt  ist,  so  setzt  man  diesen 
Ausdruck  gleich  Te*,  wo  T wieder  ein 
Erfabmugsco  e/ficient  ist.  Man  erhält 
also; 

2 ’ *- V 2T 

Der  Druck  von  innen  nach  ausser  whrde 
Gleiches  ergeben,  jedoch  tritt  hier  kein 
Zusammendrücken  ein , im  Gegentheil, 
die  Form  wird  der  Cylindergestalt  wie- 
der zuge/bhrt. 

Fairbaim  findet,  dass  auch  die  Länge 
I der  Rohre  einen  Einfluss  habe,  und 
setzt  daher: 

e = p ]/pdl, 

wo  ft  eine  vom  Tragmodul  abhängige 
Grosse,  d der  Durchmesser  ist. 

In  Frankreich  ist  Vorschrift,  dass  die 
dem  äussem  Druck  ausgesetzten  Rohren 
doppelt  so  dick  sind,  als  die  dem  innem 
ansgesetzten. 

In  Preussen  gilt  gesetzlich  für  Rauch- 
rohren von  Eisenblech  die  Form: 

e=(0,0067dfp-h  0,05)  Zoll, 
für  Messingblech: 


j=r  pdy,  >'=  / 

./  0 '0 
t=pa,  t’  = pb, 

ln  Punkt  B wirkt  aber  auch  die  vom 
Quadranten  BD  herrflhrende  Spannung 
—p  b.  Es  bandelt  sich  jetzt  um  den 
auf  Zerbrechen  wirkenden  Druck  iu  Funkt 
A.  Denkt  man  sich  diesen  Punkt  fest, 
so  kommen  die  Momente  der  in  dem 
Funkte  von  AB  wirkenden  Kräfte  in 
Betracht;  diese  Momente  sind  bezüglich; 

fpy  rfy.  p(a—x)dx, 

aUo  ihre  Samme: 

6 

Pydy+I  p(a-x)dx 
0 0 

= iP(A'+«>). 

wozu  noch  das  Moment: 

~p  6* 

der  in  B wirkenden  Spannung  —pb 
kommt,'  also  das  Gesammtmoment; 


e = (0,01«fVp-j-0,07)  Zoll. 

Ebene  Kesselwändo  können  nur  einen 
weit  geringeren  Druck  als  gewölbte  ans- 
halten.  Daher  sind  sie  nur  bei  niederm 
Dampfdruck  anwendbar,  nnd  sind  bei 
grosserer  Ausdehnung  zu  verankern  oder 
(Fig.  53)  mit  triangulären  Blechzwickeln 


Fig.  5.3. 


o,  b,  c,  d zu  verstärken.  Sei  ABCD 
eine  Blecfatafel,  AB  = l,  AD=b,  von 
einem  Rahmen  eingefasst,  auf  die  Fläcben- 
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ehüieit  wirke  Druck  f.  Dies  Blech  zer- 
legen wir  in  LängensCreifen , und  neh- 
men an,  dass  der  Theil  des  Druckes 
auf  die  Spannung  dieser  Streifen  ver- 
wendet werde.  Ist  j die  Breite  eines 
solchen,  d die  Dicke,  so  findet  man,  wenn 
man  die  Momente  gleich  setst: 

f* 

^ Pl  = Pi  Y' 

und  wenn  man  die  Tafel  auch  in  Brei- 
tenstreifen zerlegt: 

b' 

T-.p,  Y- 
Pi+Pi=i»- 

Die  Durchbiegungen  dagegen  verhalten 
sich  (vergleiche  den  Artikel:  Festigkeit) 

/•pS 

bezüglich  wie  und  und  da 

dieselben  gleich  sind : 

f‘pj  = 4‘p„ 

also: 

/* 

Pj  = j.  Pu 
Pt  (/*-f6‘)  = 6‘p, 

also  nach  den  beiden  Voraussetzungen : 
2e*T=p,/'  und  2e’  T=p^b* 
bezüglich  : 

e=bJJ:lLT^ 

y/*-f-4“2T 

e=l  JHJLT, 

I l‘+b‘2T 

von  diesen  Werthen  ist  immer  der  grös- 
sere zu  nehmen. 

Für  quadratische  Bleche  ist: 

i-i.  <4yf 

Es  ergab  sich  für  cjrlindrische  Kessel: 

e = |'^=(0,0015prf-f0,l)  Zoll, 

also  mit  Vernachlüssigung  des  zweiten 
Gliedes : 

2^=0,0015, 

und  dies  in  unsere  Formel  gesetzt: 


e =0,03876 


/ <>&• 

Fimt*' 


ZoU 


fllr  ebene  Eesselwünde, 

e = 0,036  Vp  Zoll 
für  quadratische. 


Bei  Dampfwagen  und  Dampfschiffen 
kommen  Uochdmckmaschinen  mit  ebenen 
KesselBücben  vor.  Hier  müssen  Veranke- 
rungen angowendet  werden.  Die  parallel- 
epipediseben  Fenerküsten  der  Lokomo- 
tiven werden  aus  zwei  in  einander  stek- 
kenden  Blechbüchsen  zusammengesetzt, 
deren  Zwischenraum  mit  dem  Wasserraum 
des  Kessels  communicirt.  Diese  Einrich- 
tung ist  besonders  geeignet,  um  möglichst 
viel  Warme  zur  Dampferzengnng  zu  ver- 
wenden. Das  den  Zwischenraum  füllende 
Wasser  drückt  mit  derselben  Kraft  p 
wie  der  entgegenwirkende  Dampf  auf  die 
Wände  der  Kästen  ; dieselben  sind  also 
durch  Anker  oder  Stcbbolzen  zn  verbin- 
den. Der  innere  (eigentliche)  Feuerkasten 
besteht  ans  Kupferblech,  gewöhnlich  von 
} Zoll  Dicke,  während  der  äussere  auch 
aus  Eisenblech  angefertigt  wird.  Der 
Zwisclicnranm  beträgt  3 bis  4 Zoll,  die 
eisernen  oder  kupfernen  Siehbolzen  4 bis 
5 Zoll  von  einander  entfernt,  und  haben 
{ Zoll  mittlerer  Dicke.  Die  Tragkraft 
eiserner  Platten  mit  eisernen  Bolzen  ist 
nach  Fairbairn  etwa  doppelt  so  gross, 
als  wenn  beides  von  Kupfer  ist;  auch 
ist  die  der  Bolzen  mit  Köpfen  (Fig.  54) 

Fig.  54. 


A,  A um  4 grösser  als  derjenige  ohne 
solche  B,  B. 

Das  durch  Stcbbolzen  unterstützte  Blech 
kann  man  sich  nun  in  Streifen  serlegt 
denken,  welche  parallel  der  Diagonale 
der  von  je  vier  Stehbolzcn  gabüdeten 
(Quadrate  sind,  nnd  es  gilt  dann  wieder 
die  Formel: 

_i>,rp 

2}  T 

WO  Btatt  b dieDiagonalo  iiV2  aa  setsen 
ist,  weno  a die  Seite  ist.  Also 


und  für  .^=0,015: 
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e=0,0387<iFp  Zull. 

Dieae  Formel  findet  auch  Brix. 

DerSUrke  der  innern  Wände,  die  dem 
Feuer  xugekchrt  aind,  aetzt  man  noch 
f XU. 

Die  Stärke  d eines  Stchbolzeii,  der  den 
Druck  a‘p  auezubalten  hat,  ist  gegeben 
durch  die  Gleichung; 


also  wenn  für  T sein  Werth  gesetzt  wird  . 

</=0,0619o  Vf- 

Brix  setzt: 

rf  = (0,069  oVp +0,1 25)  Zoll. 

Die  Decke  des  Feuerkastens  besteht 
ans  einer  einfachen  Platte,  und  wird 
dnreh  eiserne  Tragstabe  gestützt.  Ihre 
Stärke  ist  nach  den  Formeln  der  relati- 
ven F cstigkeit  zu  bestimmen  (vergl.  F estig- 
keit). 

Die  ebene  und  krummflächige  Verbin- 
dung derKeiselbleche  durch  Niete  (Fig.  55) 

Fig.  55. 


ist  noch  zu  bestimmen.  Ist  e die  Blcch- 
stärke,  so  ist  die  des  Nictbolzen  C: 
<f=2e, 

der  balbkngclfOnnige  oder  Setzkupf  A : 
d^  =3e, 

der  kegelförmige  oder  Schliesskopf  B: 

'f,  = 4e, 

die  Höhe: 


also  die  Länge  des  dazu  nothigen  Bolxeu- 
stuckes: 

f,=2e, 

der  Abstand  der  Achsen  zweier  Bolzen 
Von  einander; 

n = 5e, 

der  Abstand  derselben  vom  Blechrand 
a,  = 3e. 

Die  Winkelvcrbindnng  zweier  Bleche 
erfolgt  durch  ein  Winkelblech  DEFit~f. 
56)  mit  zwei  Nictreifen.  Die  mittlere 


Fig.  56. 


Dicke  desselben  e ist  die  der  zu  verbin- 
denden Bleche,  in  der  Mitte  um  | grös- 
ser, am  Ende  | kleiner.  Die  Breite 
ED=EF: 

(4  = 1+1,  5 e)  Zoll. 

Der  zum  Dampfkessel  gehörige  Ofen 
besteht; 

a)  ans  dem  Feuerraume, 

b)  den  Feuerkanälen, 

c)  dem  Schornstein. 

Im  Feuerraum  findet  die  Verbrennung 
statt;  das  Verbrennnngsprodnet  (Feuer- 
luft),  Kanch  u.  s.  w.  werden  durch  die 
Kanäle  an  den  Kessel  geführt,  und  dann 
durch  die  Esse  entfernt. 

Den  Fenerraum  theilt  der  Bost  in  zwei 
Theile,  von  denen  der  untere  zur  Auf- 
nahme der  Asche  dient.  Der  Rost  be- 
steht aus  Eisenstäben,  welche  schmale 
aber  nach  unten  sich  erweiternde  Spal- 
ten zum  Durchziehen  der  Luft  und  zum 
Durchfallen  der  Asche  enthalten.  Bei 
Steinkohlcnfeuerung  betragen  diese  Spal- 
ten etwa  { Zoll,  bei  Holz  und  Torf  ^ Zoll 
Breite,  und  nehmen  im  ersten  Falle  |, 
im  zweiten  | der  Rostfläche  ein.  — Bei 
SchUttelrosien,  welche  Jedoch  nnr  zu  klei- 
nen Anlagen  dienen,  sind  die  Stäbe  ej- 
lindrisch  und  kOnnen  in  schwingende  Be- 
wegung gesetzt  werden  behufs  der  Ent- 
fernung der  Asche.  Die  Grösse  dar 
Kostfläche  soll  nach  Care  jj  der  Heiz- 
fläche dos  Kessels  betragen.  Auch  wird 
auf  den  Verbrauch  von  14  Pfand  Stein- 
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kohle  fttr  die  Stunde,  oder  73  Pfund  UoU 
ein  QuadrntfuEe  Kostfleche  berechnet. 

Bei  Dempfwegen  aber,  wo  ein  künst- 
licher Luftzug  Btatlfindet  und  Coaks  ver- 
brannt wird,  ist  die  KostÖäche  bis 
der  Heizfläche. 

Bei  Stcinkohlenfeuer  soll  die  Rostfläche 
13  bis  18  Zoll  unter  der  Kesselfläche 
liegen,  bei  Holzfeuer  18  bis  24  Zoll.  Der 
Asebenraum  muss  wenigstens  2^  huss 
tief  sein;  die  zur  Verbrennung  nCibige 
Luft  tritt  durch  eine  Thür  in  den  Äschen- 
raum,  und  von  liier  durch  den  Bost  in 
den  Feuerraum.  Zur  Regnliriing  des 
Lufuuges  bringt  man  ein  Register  (Schie- 
ber) an,  auch  kann  die  Luft  durch  einen 
unterirdischen  Gang  (Anzucht)  zugeführt 
werden.  Auch  der  Feuerraum  hat  eine 
Thür,  welche  nur  geöffnet  wird,  um  das 
Feuer  zu  schüren,  den  Rost  zu  reinigen 
und  Brennmaterial  einzuführen.  Die  Thür 
hat  oft  doppelte  Wände  und  ist  von  innen 
mit  Backsteinen  bekleidet,  um  Wärme 
zu  sparen. 

Da  als  Rauch  unverbrsnnto  Kohlcn- 
theile  weggeführt  werden,  also  Wärme 
vergeudet  wird , so  ist  eine  möglichst 
rauchfreie  Verbrennung  zu  erzielen.  Dazu 
dient  sorgfältige  Unterhaltung  des  Feuers, 
nicht  au  grosse  Häufung  des  Brennmu- 
terials,  reichliche  Hinzuführung  der  Luft. 

Ein  gutes  Mittel  sind  auch  die  Dop- 
pelheerde. Dieselben  sind  durch  eine 
Scheidewand  in  zwei  Theilc  gctheilt,  welche 
mit  demselben  Fcuercanal  communiciren, 
das  Brennmaterial  wird  abwechselnd  in 
die  eine  und  die  andere  Abtheilung  ge- 
worfen, und  der  Rauch,  welcher  bei  dem 
Aufschütten  entsteht,  strömt  mit  den 
durch  vollständige  Verbrennung  gebilde- 
ten Gasen  der  andern  Abtheilung,  ge- 
mischt mit  athraospharischer  Luft  durch 
die  Züge,  wo  der  Rauch  vollständig  ver- 
brennt. 

Zweckmässig  sind  auch  Luftkanäle,  die 
unmittelbar  hinter  der  Feuerbrücke  ein- 
münden. Die  Luft  derselben  vermengt 
sich  beim  Eintritt  in  die  Züge  mit  dem 
Rauch  der  Feuergase,  und  derselbe  kommt 
zur  Verbrennung.  Der  Querschnitt  sol- 
cher Kanäle  soll  der  Rostfläcbe  be- 
tragen. Nach  Fairbairn  wird  hierbei  2^  ^ 
des  Brennmaterials  erspart. 

Auch  Treppenroste  werden  angewandt, 
welche  statt  der  Roststäbe  aus  8 Zoll 
breiten  Eiscnplatten  bestehen,  die  stufen- 
förmig in  Absätzen  von  bis  2^  Zoll 
übereinander  angebracht  sind,  nnd  etwa 
2 Zoll  übereinander  übergreifen.  Sie  die- 
nen, nm  den  Zutritt  der  athmosphäriseben 
Luft  zu  erleichtern,  wenn  das  Brennma- 


terial geringerer  Art  ist ; man  ersetzt  sie 
auch  durch  schiefe  Roste. 

Um  das  Feuer  dem  Kessel  recht  nahe 
zu  führen , und  eine  innigere  Berührung 
der  Luft  tu  erzielen,  must  eine  Feucr- 
brücke  an  der  Ucbcrgangsstclle  ans  dem 
Feuerraum  in  die  Feuerkanäle  angebracht 
werden.  Et  ist  dies  eine  Mauer,  welche 
nur  noch  4 bis  6 Zoll  Zwischenraum  bis 
zum  Kestelboden  lasst.  Et  tritt  hier  also 
eine  Verengung  des  Fcuorkanals,  und 
also  eine  nähere  Berührung  der  Luft  ein. 

Von  Feuerkanälen  ist  oft  nur  einer  vor- 
handen, welcher  ein  oder  mehrere  Male 
um  oder  durch  den  Kessel  gebt,  oft  lei- 
ten mehrere  jeder  einzeln  den  liauch  in 
den  Schornstein.  Leuteres  findet  nament- 
lich bei  Feuerungen  von  innen,  also  z.  B. 
bei  Dampfwagen  statt.  Ist  die  Länge  ge- 
ringer , so  muss  der  Querschnitt  grösser 
sein.  Soll  also  ein  Kanal  von  Länge  / 
und  Weite  d durch  i«  andere  von  Länge 
/,  und  Weite  d,  ersetzt  werden,  so  muss 
sein : 

ndl=nndil,,  nd’=«'id,*, 

d-±  1--L 

Ist  nur  ein  Kanal  vorhanden,  so  be- 
steht er  aus  Blechröhren,  bei  mehreren 
nimmt  man  feuerfeste  Steine,  und  gibt 
ihnen  ungefähr  achteckigen  Qucrsehiiitt. 
Dieser  hat  j bis  { mal  so  viel  Inhalt 
alt  die  Rostflüchc.  Die  Länge  der  Züge 
soll  nicht  über  90  Fuss  betragen.  Ara 
Endo  des  Kanals  ist  eine  Thür  oder  ein 
Schieber  zum  Keguliren  des  Feuers  und 
völligem  Schliessen  des  Ofens.  Die  gante 
Fcnerungsanlsge  umgibt  eine  starke  Mauer 
(Rauchgemäuer). 

Der  Schornstein  führt  hauptsäch- 
lich den  nöthigen  Luftwechsel  herbei, 
er  muss  hinreichend  hoch  und  weit  sein. 
Geht  dies  nicht  an , so  ist  künstlicher 
Luftzug  uoihwendig.  Dies  geschieht  bei 
Dampfwagen  durch  Ausströmen  dos  ver- 
brauchten Dampfes  durch  die  Esse,  sonst 
dienen  Luft-  oder  Wcttermaschinen  zu 
diesem  Zwecke. 

Essen  werden  gewöhnlich  aus  Ziegeln 
oder  Eisenblech  angefertigt.  Im  ersten 
Fall  ist  ihre  äussere  Gestalt  die  einer 
vier-  oder  achtseitigen  Pyramide,  im  letz- 
terem die  einet  abgestumpften  Kegels. 
Die  äussere  Böschung  beträgt  für  den 
Fuss  Höhe  0,015  bis  0,025,  oben  hat  die 
Maner  die  gewöhnliche  Ziegelbreite  6 Zoll, 
unten  die  zwei-  bis  dreifache.  Die  Höhe 
ist  desto  geringer,  jo  grösser  die  Weite 
ist.  Aber  auch  die  Temperatur  des  ein- 
tretenden Baachs  bestimmt  die  Dirnen- 
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(ionen;  je  niedriger  n&mlich  letztere  iat, 
je  grösier  aind  letztere.  Die  gewCbn- 
liche  Hohe  ist  60  bis  120  Fuse,  zuweilen 
3 bis  400  Fass,  selten  niedriger  als  40 
Fass. 

Der  Scbornstein  soll  gleichen  Qaer- 
scbnitt  mit  den  Fcaerkanblen  heben  and 
besonders  gut  fnndamentirt  sein.  Die 
Bewegung  des  Rsnehes  in  der  Esse  ist 
leicht  so  bestimmen.  Sei  y die  Dichtig- 
keit der  ättssem  Luft , h die  Höhe  AD 
des  Schornsteins  (Fig.  57)  sammt  Luft- 

Fig.  57. 


P=Pi 


v=V2okO+P-^h  _A 

r ® W+0, 00367«  V 


oder: 


^,/Q, 003671«, -1) 
l-f-0,00367 « 
d.  h.  ann&hernd : 


2j*, 


Zuführungskanal,  so  ist  der  Ucbcrschuss 
des  Druckes  auf  die  Einmündung  A über 
die  Ausmündung  C: 

q = hy. 

Demselben  entgegen  wirkt  der  Druck  7 1 
der  Warmen  Lufisfiulc,  deren  Dichtig- 
keit y,  sein  möge,  und  daher  ist  der 
Druck,  welcher  die  Ausdussgeschwindig- 
keit  des  Kauches  erzeugt: 

und  wenn  diese  Geschwindigkeit  selbst  v 
ist : 

^9  f y, 

(Vcrgl.  den  Artikel  Statik,  flüssige  Kör- 
per.) Hier  ist  jedoch  auf  die  Nebenhin - 
demisse  keine  Rücksicht  genommen. 

Sei  « die  mittlere  äussere,  «,  die  mitt- 
lere innere  Temperatur,  so  hat  man: 

0,00668p 

^ 1-1-0,00367«’ 

__0.0^p^ 

■ l-f0,Ö0367«,’ 

WO  p und;/,  die  entsprechenden  Barome- 
terhöhen anzeigen,  als : 

1+0,003^  ^ 
yi~~  1+0,00367 1 pi* 

Wegen  der  mässigen  Geschwindigkeit  des 
Rauches  sind  jedoch  p und  ziemlich 
gleich,  und  daher  za  setzen: 


e=V0, 00367  C*.“02^A 

= 0,479)^*  («,-«)  Fass. 

Was  die  Hindernisse  anbetrifft,  so  ist 
der  Druckhöheverlust  wegen  der  Beibang : 

■ 2g' 

wo  l die  Länge,  d die  Weite  des  Schorn- 
steins nnd  die  Berechnung  {=0,024  ergibt. 
Jedoch  setzt  Pdclct: 

{ = 0,0025  • 19,62  = 0,049 
für  mit  Russ  überzogene  Schornsteine. 
Die  übrigen  DruckhOheverluste  sind  durch 
den  Erfabrungscocfficienten: 

{.  = 12, 

nach  Fdclet  zu  bestimmen,  also: 

g = 0,00367{«.-l)2-0,06^J-12g. 

^ ^13-f  0,05  -^^  = 0,00367  («,-«)*. 

Uebrigens  ist  die  halbverbrannle  Luft  im 
Schornstein  1,044  mal  so  dicht  als  die 
frische  Luft.  Dafür  ist  zu  setzen : 


l/- 


'0,00367  (t,-«)2jk 


,044(l3-j-0,05-^)’ 


ri- 


» = 0,47 1/ Fuss. 

I' 13<f-f0,05f 

Hiernach  lassen  sich  die  Dimensionen 
einer  Esso  bestimmen,  welche  ein  gewis- 
ses Lnft-  oder  Rauchquantara  Q in  der 
Seenndo  abführen  soll.  Sei  S der  Quer- 
schnitt, so  hat  man  in  Cabikfussen: 

(?  = Sa  = 0,47  Sl/-^'  *i, 

\ 13.1+0,051 

und  in  Quadratfuassen : 

S_2i3p./iM+0^ 

\ («.-OW 

ist  der  Querschoitt  kreisförmig: 

s=^ 
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mitcr  der  Wnrxel  muts  hier  fOr  d ein 
togenUirrtcr  Werth  gesetzt  werden. 

Bei  quadratischen  Essen  ist 
S = d', 

</=1,353t/H?+^'(?>. 

r (‘.-0* 

Nimmt  man  im  Durchnitt: 

<,-<  = 290*,  i = md, 
so  kommt: 

S = 2,13  0 t/^  = 0.53 1 ^ Quadratfuss. 

Sei  jetzt  K das  stündlich  verhrannte  Koh- 
lenstoffquantum,  und  setzt  man  voraus, 
dass  jedes  Pfund  davon  600  Cubikfuss 
abznffthrendes  Gas  gibt,  so  ist: 

^ ~ 60*  “ 6 * 

5 = 0,885^, 

*=  0,00783  (^)*  FUSS. 

Ist  F die  Hagptfliche 

BO  hat  man  also : 

* = 0,00783 (100)*  = 78,3  Fuss, 
in  der  That  betrSgt  dieselbe  60  bis  120 
Fuss. 

Aber  aneh  ans  dcu  nOthigen  Stabili- 
titsbedingnngen  lässt  sich  eine  Formel 
für  die  Essenhohe  herleiten. 

Habe  der  gegen  die  Esso  stossende 
Wind  die  Geschwindigkeit  c,  die  Dich- 
tigkeit y,  ist  * die  Hohe , h die  mittlere 
äussere  Breite  des  Schornsteins,  so  ist 
die  Stärke  des  Windstosses: 

(vergl.  den  Artikel  Windrad)  und  das 
Moment  dieser  Kraft  in  Bezug  auf  eine 
Kante  am  Fnssc  der  Esse; 

Ph  3c>**> 


Ist  e die  mittlere  Dicke  der  Wände,  y, 
die  Dichtigkeit  der  Mauer,  so  ist  das 
Gewicht  der  Esse: 


C = 4(4— e)e*y„ 
also  das  Moment  derselben: 

die  Gleichheit  beider  Momente  gibt: 

A_i. 

i - 3 V bl  c*y  ' 

Diese  Formel  gilt  aber  nur  fOr  quadra- 
tischen Querschnitt;  bei  kreisförmigen 

macht  man  um  die  Hälfte  grösser: 

fQr  achteckige  nimmt  man  den  Mittel- 
werth : 

6 ~ 3 \ bl  e'y  ' 

Es  ist  jetzt  der  Wirkungskreis  der 
Dampfkessel  zu  bestimmen.  Nach  Pcclet 
ist  die  mittlere  Temperatur  <1  in  der  Esse 
gleich  300°  zu  setzen;  diejenige  welche 
die  Luft  im  Brennhccrde  bei  der  Ver- 
brennung annimmt,  ergibt  sich  ans  der 
Wärmemenge  IV  eines  Pfundes  Brenn- 
stoff, aus  der  Luflmengo  V (in  Cnbik- 
fuss),  welche  das  letztere  erfordert.  Ist 
die  Wärmecapacität  der  Luft  gleich  { (die 
des  Wassers  als  Einheit  genommen)  das 
Gewicht  einds  Cubikfusscs  y derselben 
gleich  0,0665,  so  hat  man : 

IV  = -|--0.086  V(t,-/„), 

<.=46,5p-f/„ 

I,  ist  die  Temperatur  der  zntretenden 
Luft.  Der  Warmcverlust  durch  das  Fort- 
gehn der  Wärme  in  der  Esse  ist: 

Im  Mittleren  kann  man  IV  =6000  Calo- 
ries,  V = 225  Cubikfuss,  /,  =0*  nehmen, 
also; 

der  Wärmeverlust  durch  den  Abzug  in 
die  Esse  ist  dann: 

IV,  = :^^  If  =1450  Calorics, 

also  etwa  4 der  erzeugten  Wärme. 

Settt  man  das  zur  Dampferzeugung  ver- 
wendete Wärmequantnm  proportional  der 
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Teraperetnrdiffereni , so  kann  anch  die 
Temperatur  i,  beim  Eintritt  in  die  Esse 
ermittelt  werden,  s sei  die  Temperatur 
an  irgend  einer  Stelle  des  Zuges,  Y die 
Qrdsse  der  Heizfläche  bis  zu  dieser  Stelle, 
k die  Wärmemenge,  welche  für  den  Qua- 
dratfuBS  Heizfläche  bei  1°  Temperatur- 
diCTerenz  in  der  Secundc  auf  das  Was- 
ser des  Kessels  übertragen  wird,  so  wird 
bei  der  Temperaturdifferenz  s — ( dem 
Elemente  dY  mitgcthcilt  die  Menge; 


k{i-t)dY=-OiVydt, 
wo  (V  die  W&rmccapacität  der  Luft  ist 
}y  r di  loVy.  , . 

^=-"ir7  z— =— 


const. 

Für  Y=o  ist  1 = /,,  für  F=F,  t = l,, 
wo  f die  ganze  Ilauptflüche  ist,  also: 


und  die  Temperatur  beim  Eintritt  in  den 
Schornstein  : 

kF 


Setzt  man  noch: 


a.)'  = i 0.066  = 0.0215, 


£ 

V 


1:  = 0,0007, 

“22“- 


wo  unter  f die  Hauptflüebe  verstunden 
ist,  welche  stündlich  1 ITund  Dampf 
gibt,  so  ist : 


Oben  werden  auf  ein  Quadratfuss  Heiz- 
fl&che  4 Pfund  Dampf  gerechnet.  Dies 
gibt: 


f=lA 

also: 

«I  = 0,9  (l  - e~  ^ = 0,66. 

Macht  man  die  Heizfläche  aber  doppelt 
so  gross,  also: 


so  kommt  : 


/■=!. 


l.  = t+(l.-0e 

die  nach  dem  Schornstein  nbgefQhrte 
Wärme ; 


”'-=rrr”' 


kF 


also  der  Wirkongsgrad,  d.  h.  das  Ver- 
hthniss  der  vom  Kessel  aafgcnomniencn 
Wärme  aur  Gesammtwärmc: 

oder  anch ; 


(l-: -) 

l^l-e  ) 

W 


und,  da  — = 

uiV  y 


Im  Mittleren  war  !,  — /,  = 1200,  also: 


■j=0,8l. 

Nimmt  man  endlich  nur  die  halbe  Heiz- 
fläche, also : 

so  wird : 

, = 0,44. 

Zur  Gewinnung  einer  vortheilliaften 
Dampferzengung  ist  also  eine  grosse 
Heizfläche  nüthig. 

Ist  die  Temperatur  im  Dampfkessel 

f = 140„ 

so  ist  beim  Eintritt  im  Scliornstcin  im 
ersten  Falle : 

=.  140  f 1060  • 0,2645  :z  420*, 

im  zweiten; 

f,=239”, 

im  dritten  Falle; 

l,=685*. 

Es  kommen  nun  noch  gewisse  Ncben- 
apparate  in  Betracht,  nämlich ; 

u)  die  zur  Speisung  des  Kessels  mit 
Wasser  nGthigen, 

b)  die  zur  Ableitung  des  Dampfes, 
e)  die  zum  Reguliren  der  Dampferzen- 
gung, 

d)  die  zur  Sicherung  des  Kessels  vor 
dem  Zerspringen. 

Die  Speisung  des  Kessels  muss 
mCgIichst  gicichmässig  geschehn,  ferner 
mit  mßglichsl  reinem  und  warmen  Was- 
ser. Durch  Rohren  im  Schornstein  wärmt 
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nin  ilnbrr  tits  Wnoer  oder  verwendet 
einen  Tbeil  de«  Coudenaatiunawaeser«  lur 
Speiaanf;.  Bei  niederm  Druck  ({  bia  ^ 
über  die  Almoapbäre)  io  fubrl  ein  cin- 
(acbea  Kubr  das  Wasser  in  den  Kessel, 
bei  höherem  wird  das  Speisewaaser  dnrrb 
eine  Pnmpo  hineingedrOckt. 

Das  S p eise robr  gebt  dnrehden  Kes- 
sel hindurch  und  endet  j Kuss  Aber  den 
Boden  desselben,  möglichst  entfernt  vom 
Fenerheerde.  Um  den  Zufluss  au  regu- 
liren,  wendet  man  gewöhnlich  einen 
Schwimmer  an,  der  mit  dem  Wasserspie- 
gel steigt  und  sinkt  (Fig.  58).  Es  ist 
der  Wasserbehälter,  BC  die  etwa  8 Fuss 
lange  Speiseröhre.  I)  der  vom  Dampf, 
E der  vom  Wasser  gcfiilltc  Kcsselranm, 
F der  aus  Kalk  oder  Sandstein  beste- 
hende Schwimmer,  der  etwas  mehr  als 
snr  Hllfte  ins  Wasser  tancht,  ab  ein 
Hebel,  der  in  C sich  dreht,  den  Schwim- 
mer und  auf  der  andern  Seite  das  Ge- 
wicht C trigt,  welches  den  Schwimmer 
regnlirt , so  dass  es  vom  Wasser  ge- 
treu im  Gleichgewicht  ist  ; bei  d ist 
ein  Kegelventil  angebracht,  welches  die 
BpeiserOhre  schliesst;  sinkt  der  Schwim- 


mer, SU  hebt  sich  das  Ventil,  es  strOrot 
Wasser  in  die  Rohre,  beim  Steigen  des 
Schwimmers  wird  letztere  geschlossen. 
Bei  f ist  eincStopfbOclise  zur  Bewegnng 
des  Kupfcrdralitcs  a angebracht.  Bei 
llocbdruckmaschincn  setzt  sich  dem  Ein- 
dringen des  Wasser  ein  bedeutender  Druck 
entgegen  Man  nimmt  daher  eine  Druck- 
pumpe mit  Munchskolben  (Spciseznnge 
zu  diesem  Zweck',  die  mit  einer  Speise- 
röhre in  Verbindung  steht  (Fig.  59). 
Bei  A wird  das  Wasser  durch  die  Pumpe 
hincingedrflekt,  bei  B ist  ein  Ventil,  durch 
welches  cs  hindurch  gehen  muss,  um  in 
die  eigentliche  SpeisrOhro  CB  zu  gelan- 
gen, bei  EF  setzt  dieselbe  auf  den  Kes- 
sel auf.  Durch  eine  Schraube  F in  dem 
Deckel  wird  der  Hub  des  Ventils  B re- 
gnlirt; das  letztere  schlügt  nämlich  beim 
Oeffnen  gegen  dieselbe  an , so  dass  die 
Oeflnung  vermehrt  oder  vermindert  wer- 
den kann.  Hier  muss  der  Heizer  die 
Speisevorrichtnng  rcguliren,  während  es 
bei  der  vorhin  beschriebenen  Vorrichtung 
der  Schwimmer  also  die  Maschine  selbst 
thut. 

Vorrichtungen  zum  Selbstregniiran  der 
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Maschinen  von  hohem  Druck  sind  s.  B. 
bei  den  Holesehcrsehen  Dampfkesseln 
angebracht  (Fig.  60)  AB  ist  die  6 bis 
12  Zoll  weite,  10  bis  20  Zoll  lange  Siede- 
rßhrc,  es  kennen  jedoch  anch  mehrere 
neben  einander  liegende  vorhanden  sein. 
Bei  B tritt  das  Speisewasser  ein,  C ist 
eine  horizontale  RChre,  worin  der  bei  A 
erzeugte  Dampf  gesammelt  wird.  Die 
warme  Lnft  aus  dem  Fenorranme  um- 
gibt bei  ihrer  Bewegung  die  Siederöhren 

Fig. 


in  dem  Kanal  EF  vollsUndig,  welcher 
letztere  unter  24*  geneigt  ist , und  triu 
bei  F in  den  Schornstein-  Der  Rost  £ 
ist  um  eine  horizontale  Axe  O drehbar, 
und  wird  durch  den  oberen  Arm  des 
Winkelhebels  K geatfitzt.  b ist  eine  von 
den  Röhren,  welche  das  Speisewaaser  den 
einzelnen  Siederöhren  zuführen.  Dies 
wird  regulirt  durch  den  in  Blech  gefass- 
ten Stein  S,  der  in  einem  gusseisernen  Oe- 
fässc  D über  dem  Speisewassor  schwimmt. 
In  Gleichgewicht  gehalten  wird  er  durch 
das  Gegengewicht,  welches  mit  ihm  an 
den  Doppelhebel  bed  an  verschiedenen 
Seiten  angebracht  ist.  Der  Arm  ce  die- 
ses Hebels  ist  mit  dem  Sangeventil  der 
Speisegänge  in  Verbindung  gesetzt. 

Sinkt  das  Wasser  in  D,  so  sinkt  anch 
S,  nnd  durch  ee  wird  dann  dos  Sange- 
ventil geöffnet  und  umgekehrt,  ganz  wie 
bei  der  Niedcrdmckmaschine.  Es  dient 
aber  derselbe  Hebel , eine  sehr  heftige 
Dampfentwickelung  tu  verhindern.  Wenn 
diese  nämlich  eine  gewisse  Grenze  über- 
schreitet, so  hebt  des  Armende  den  Arm 
DG  eines  nm  g drehbaren,  mit  Gewicht 
h belasteten  Winkelhebels  Agi  empor, 
Stange  •/  wird  anfgezogen,  welche  mit- 
telst eines  länglichen  Gliedes  den  unte- 
ren Arm  des  Winkelhebels  K erfasst, 
der  obere  Arm  dieses  Hebels  gleitet  un- 
ter dem  änsseren  Ende  des  Rostes  weg, 
dieser,  seiner  Stütze  beraubt,  fällt  her- 

60. 
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Fig.  61. 


unter  and  schüttet  die  Kohlen  in  die  (Fig.  61).  sn  dessen  einer  Seite  sich  ein 
Asche  hinein.  steinerner  oder  eiserner  Schwintmer  S, 

Dieser  Appsrst  soll  nur  eine  Heixfllchc  an  der  andern  ein  Gewicht  G be6ndet; 
Ton  4 Qaedratfuss  für  die  Prerdekraft  die  Axe  C ist  entweder  schneidig  oder 
erfordern,  die  Dampfersengung  soll  schnell  wird  durch  2 Stahlspitzen  (Fig.  fö)  ge- 
rorgehn  nnd  geringere  Wartung  nöthig  bildet,  welche  mittelst  einer  eingesetzten 
madien;  indessen  steht  diesen  Vortheilen 
derNachtheil  gegenüber,  dass  die  Dampfe 
bei  der  geringen  Wasserfläche  anch  riel 
anrerdampftes  Wasser  mit  fortreissen. 

Cm  über  den  Stand  des  Wassers  im 
Kessel  xn  jeder  Zeit  Ansknnft  zn  haben, 
weidet  man  Schwimmer,  Frobirhähne 
and  WasserstandsrOhren  an. 

Der  Schwimmer  anch  Schwimmni- 
reaa  ist  ein  doppelarmiger  Hebel  ABC 

~ PIg.  63. 


18 


Fig.  62. 
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/ l&nft  über  einer  festen  Scaln  E,  und 
gibt  den  Stand  de*  Schwimmers  und  folg* 
lieb  snrh  des  Wusersptegels  mn,  H ist 
die  Stopfbüchse  für  den  Kapferdnth, 
welche  den  Scbwiromer  trügt. 

Mit  diesen  oft  verbanden  wird  eine 
Warn-  oder  S i c h e rheits  p f e ife,  ia 
welche  der  Dampf  hincinblAstf  sobald 
der  Schwimmer  tn  tief  sinkt. 

Prohirhähne  geben  den  Wasser* 
stand  nur  dann  richtig,  w’cnn  die  WsJ* 
longcn  des  Wassers  nicht  sehr  gross  sind, 
also  hei  grossen  Kesseln  and  niederm 
Druck  Man  hat  stets  2 (selbst  3),  die 
eine  2 /oll  unter  dem  anderen,  eben  so 
viel  Über  der  miitlerrn  Wasserhuhe.  Bei 
der  OelTnung  des  obem  muss  also  Dampf 
aus  dem  untern  Wasser  strömen.  Man 
hat  horixontale  Hähne , welche  an  der 
Stirnfläche  (Fig.  63).  vertikale,  welche 
an  der  Decke  des  Kessels  münden.  Za 
Nuss  AB  erfassen.  Das  Lager  P ist  den  vertikalen  (Fig.  64)  A and  ß gehört 
auf  den  Speiseapparat  i*'  gesetzt.  Zeiger  noch  der  Holzschlüssel  C lom  OefTnen. 


j. 

-♦» 


XX  i.t  der  Wasaerspitgcl.  Zwcckm&i-  uHcaen  CommunikatiunsrOhren  £ and  C 
sigeraberistdieWaiier.tandtrOhre  Terbandcn,  ron  denen  dienntere  im  Wu- 
(Fig.  65).  Oiasiühre  A ist  mit  den  me-  ter* , die  obere  im  Daropfranm  mündet. 


Fi*.  65. 


Fic.  f,l 
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Zwei  Hebel  F und  G,  welche  durch  die 
Stange  U Terbunden  sind,  seUcn  die 
Hähne  in  Bewegung  und  stellen  so  die 
Commnnikaliiin  mit  dem  Kessel  her  oder 
heben  sie  auf.  Die  Röhre  EF,  welche 
bei  L und  M in  den  Kessel  mündende 
Hahnstücke  rerbindet,  trägt  noch  die 
Ansatistarke  AT  für  3 Proberenlilo. 

Diese  Röhren  aber  rerslopfen  sich  leicht 
nnd  werden  trüber,  sie  werden  daher  oft 
ersetxt  durch  den  W’asscrstandzeiger. 
Derselbe  AA  ist  hier  gegeben  in  hori- 

Fig.  66. 


Fig.  68. 


einem  Messingkasten  AB,  der  mit  dem 
Wasser-  und  Dampfranm  commnnicirt, 
vorn  durch  2 dicke  Glastafeln  G be- 
grenzt ist. 

Die  Dampfspannung  wird  durch  Ma- 
nometer  angezcigt.  Die  Manome- 
ter sind  offen  und  verschlossen,  ganz 
wie  die  Lnftmanometer  eingerichtet,  zei- 
gen also  die  Dampfspannung  durch  eine 
Quecksilbersäule  an.  Jedoch  nimmt  man 
häufiger  eiserne  als  Glasröhren,  im  erstem 
Falle  zeigt  dann  ein  Schwimmer  den 
Quecksilbersfand.  Es  ist  AB  (Fig.  69) 
das  eiserne  Qnecksilbergefass  eines  Ge- 
rässmanometers , C die  Röhre,  wodurch 

Fig.  69. 


sontalem  (Fig  66  und  vertikalem  Durch- 
schnitt (Fig.  67),  so  wie  in  seiner  vor- 


dem Ansicht  (Fig.  68).  Kr  besteht  ans 


er  mit  dem  Kessel  commnnicirt,  8 der 
Schwimmer,  Z der  durch  eine  Leitrolle 
mit  ihm  verbundene  Zug,  welcher  auf 
einer  Scala  den  Quccksilberstand  angibt. 
ABC  (Fig.  70)  ist  ein  Hebemanometer, 
auf  der  einen  Seite  schliesst  er  an  das 
mit  Wasser  gefüllte  Gefäss  Aa  an,  und 
mündet  auf  der  andern  Seite  in  die  freie 
Luft.  Das  Quecksilber  füllt  den  Raum 
von  n bis  i,  durch  Röhre  D wird  der 
Dampf  über  das  Wasser  in  Aa  geführt, 
, und  dieses  treibt  durch  sein  Niedersinken 
das  Quecksilber  in  Schenkel  BC  in  die 
Höhe ; ein  kleiner  Metallschwimmer  ist 
durch  Leitrolle  R mit  Zeiger  Z in  Ver- 
bindung gesetzt,  welcher  anf  einer  Scala 
18* 
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(len  Qnecksilberatand  xeigt.  Dieie  Stel- 
lung htngt  in  folgender  Weise  Toa 
Dampfdruck  ab.  Sei  jr  die  Höhe,  um 
welche  der  Quecksilberapiegol  in  Schee- 
kel  BC  steigt,  also  der  Zeiger  sinkt,  f 
der  Dampfdruck.  Da  das  Quecksilber 
in  Schenkel  AB  eben  so  ricl  sinkt,  ab 
in  BC  steigt,  so  ist  der  Nireauunterschied 
gleich  2x.  Ist  nun  der  Barometerstand, 
also  der  Luftdruck,  gleich  6,  ao  wird  in 
Schenkel  AB  von  unten  nach  oben  der 
Druck  2x-|-i  wirken.  Der  Qegendrack 
besteht  aus  der  Hohe  der  Wassersinlc 
h in  dem  weiten  Oefässe , welche  als 
constant  betrachtet  werden  kann,  nnd 
der  Höhe  x des  in  den  Schenkel  einge 
dmngcnen  Wassers,  beides  diridirt  dnndi 
das  spccifische  Gewicht  des  Quecksilbers 
»,  den  Dampfdruck  p ebenfalls  durch 
eine  Queckailberskule  gemessen , so  dass 
man  hat; 

- , , A-hx 

2x  + 4 = p H , 

« 

<(p-4)+4 

2»-l  ■ 

Man  hat  Drückt  man  p and 

6 aber  in  ArmodphAren , also  6 = 1,  k 
und  X in  Zollen  aus,  so  kommt: 

-1-0,0382  4)  Zoll 


Fig.  71. 
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Bezeichnet  man  aI>o  als  Nulipnukt  den- 
jenigen, der  0.0382  A Uber  Punkt  b der 
Bohre  sich  beBndet,  so  entspricht  den 
Punkten  der  Scala: 

X = 0,  3,77,  7,545,  11,32,  15,09  Zoll, 
p = l,  i,  f J,  2Atmosph. 

= 30,18,  45,27  Zoll, 
p = 3 4 Atmosph. 

Die  FdUnng  mit  Qoeckiilber  und  das 
Nschgiessen  des  Wassers  erfolgt  dnreh 
die  mittels  Stdpsels  verschliessbare  Oe£T- 
nnng  e im  Kopfe  des  ersten  Schenkels. 
Während  des  Eingiessens  ron  Queck- 
silber wird  das  Loch  a,  während  des 
Eiogiessens  von  Wasser  das  Loch  d 
geöffnet. 

Diese  Manometer  mit  Schwimmer  wen- 
det man  vorzüglich  bei  niederem  Druck 
an,  weil  hier  die  ManometerrOhre  nur 
knrs  zu  sein  braucht.  Auch  bei  mittle- 
rem Druck  reichen  noch  58  bis  87  Zoll 

Eig.  72. 


aus.  Bei  hohem  Druck  dagegen  ist  das 
Instrument  zu  modificiren. 

Eine  gewöhnliche  LuftmanometerrChre 
BC  (Fig.  71)  wird  mit  einem  Reservoir 
£ verbunden,  aus  welchem  erst  bei  hö- 
herer Spannung  die  Luft  herausgetriehen 
wird,  also  wenn  bei  3 Atmosphären  Druck 
das  Quecksilber  gerade  Ober  £ steht,  so 
wird  es  bei  6 Atmosphären  die  Mitte 
M von  CE  einnchmen,  auf  der  Eintbei- 
lung  EM  sind  dann  die  Spannungen  je 
nach  dem  Stande  des  Quecksilbers  ab- 
zulesen. 

Fig.  73. 
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Das  hyperbolische  Manometer  von  De-  Soll  der  Dampfdmck  gemessen  weiden, 
laveye  zieht  sich  nach  dem  Ende  immer  so  Öffnet  man  den  Dampfbahn  nnd  beob- 
mehr  zusammen,  und  läuft  in  eine  Ku-  achtet  den  Spiritusstand  in  der  Rohre 
gel  aus.  Es  hat  die  Eigenschaft,  dass  KL  auf  einer  Scala,  welche  auf  experi- 
gleiche Veränderungen  im  Dampfdrücke  mentellen  Wege  cinzutheilen  ist. 
auch  gleiche  im  Quecksilbcrstande  er-  Auch  offene  Hebemanometer 
geben.  werden  angewandt.  Damit  aber  die  Seals 

Ferner  ist  zu  merken  das  H ofman  n'  nicht  zu  gross  wird,  muss  dem  Tbeile 
sehe  Manometer.  KupferrChre  AtfC  AB  (Fig.  73),  an  welchem  ocr  Qucck- 
(Fig.  7‘2)  steht  mit  dem  Dampfkessel  silberstand  abgelesen  wird,  eine  grossere 
in  Verbindung.  CHD  ist  ein  HahnstOck,  Weite  gegeben  werden.  Der  Dampf 
DF.FG  ein  zweimal  gebogenes  Kupfer-  drückt  von  £ aus,  und  der  weitere  Theil 
rohr,  KL  eine  oben  sich  etwas  veren-  befindet  sich  unten.  Bei  anderen  Ein- 
gende , birnenförmig  auslanfende  Qlas-  richtungen  kann  letzterer  sich  auch  oben 
röhre.  Die  Füllung  EFG  des  Instru-  befinden. 

mentes  geschieht  mit  Spiritus,  BCD  ist  Das  D i f fer cn zi al manome t er  bc- 
Wasscr;  von  demselben  wird  der  Dampf-  steht  aus  einem  System  paralleler  ver- 
druck aufgenommen  und  mittels  der  bundener  Rohren  AB,  BC . . . (Fig.  74). 
Luftsäule  DE  auf  den  Spiritus  fortge-  Die  untere  Hälfte  bis  MN  ist  mit  Queek- 
pflanzt,  von  diesem  aber  die  Luft  in  der  silber,  die  obere  mit  Wasser  geflllL 

Rohre  KL  zusammcngcdruckt.  Durch  Ende  K kann  mit  dem  Dampfe,  Ende 

die  verschliessbare  Mündung  S wird  der  L mit  der  Luft  in  Communication  ge- 
Spiritus  so  lange  eingefüllt,  bis  er  durch  setzt  werden,  dann  sinkt  das  Quecksil- 
eine  feine  Ocffnnng  M ansfliesst,  die  ber  im  ersten,  dritten,  fünften  n.  s.  w., 

nachher  ebenfalls  verschlossen  wird,  und  steigt  im  zweiten,  vierten  n.  i.  w. 


Fig.  74. 
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SchenkrI.  Sind  alle  KAhrrn  plcirh  weit,  Bei  den  offenen  Manometern 
M>  at«i|{l  dna  Qneckailbrr  im  aweiten  von  Galv-Caznlnt  sind  in  einem 
Schenkel  so  hoch,  wie  cs  im  ersten  sinkt,  Oeflsso  AHC  (Ki(t.  75)  zwei  fest  ver- 
also  die  Niveandifferenz  ist  wenn  x bnndene  Kolben  dä  und  ff  von  verschie- 
die  Steighöhe  im  zweiten  Schenkel  ist;  denen  Ünndimessern  zu  verschieben;  der 
ebenso  ist  diese  Differenz  im  dritten, 
vierten  u.  s.  w.  Schenkel.  Dagegen  ist 
die  Wassersäule  im  zweiten  Schenkel  um 
2-r  k&rzer  als  im  ersten , im  vierten  um 
8x  kürzer  als  im  dritten  u.  s.  w. 

Ist  wieder  s das  speciftsehe  Gewicht 
des  Quecksilbers,  so  wird  die  Höhe  einer 
Qnecksilbersäole , welche  einer  Wasser- 
säule von  der  Hohe  2x  das  Gleichge- 
wicht hält,  sein  — , also  durch  die  Ni- 
< 

veandifferenz  der  Druck  hervorgebraeht' 

t « 

Dieser  Druck  wird  durch  die  Niveau- 
differenz im  dritten  nnd  vierten  Schen- 
kel verdoppelt  n.  s.  w.  Ist  also  n die 
Anzahl  der  Schenkel , p die  Dampf- 
spannung im  ersten  Schenkel,  b der 
Luftdruck,  durch  eine  Quecksilbersäule 
gemessen,  im  letzten  Schenkel,  so  hat 
man; 

_ II  2 (s-1) 

^=*+2-—'’ 

, = = 079^  Zoll. 

(»  — l)n  n 

also,  wenn  p in  Atmosphären  gegeben, 
i = l ist: 


x = 31,29?-^  Zoll. 

n 

Das  Ende  VL  ist  von  Glas,  und  mit  der 
Scala  MS  versehen.  Der  Bnt  L dient 
dazu , dass  bei  einem  Dampfstosse  das 
Quecksilber  nicht  ausgeschflttet,  sondern 
in  Gefäss  G gesammelt  werde. 


eine  nimmt  den  Druck  des  bei  /)  zu- 
tretenden  Dampfes,  der  andere  den  der 
b'lüssigkeitssäule  CR  auf.  Seien  r und 
r,  die  Halbmesser  der  Kolben,  p der 
Dampfdruck,  h die  Hohe  der  Flüssig- 
keitssäule CR,  d.  h.  der  Manometer- 
stand, y die  Dichtigkeit  der  FlOssigkeit, 
so  ist: 

r'p  = r^‘‘hy, 


<-)'7 


Bei  dem  .Tonmenx’schen  Manometer 
sind,  um  die  Unsicherheit  wegen  der 
Kolbenreibung  zu  vermeiden,  die  Kolben 
durch  Metallsrheiben  ersetzt. 


Fig  70. 
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Dal  M etall  mano  m eter  ron 
Boardom  bcitcbt  aus  einer  gebogenen 
Meisingrübre  BEF  (Fig.  76)  mit  ellip- 
tiicbem  Qnericbnitt.  deren  Geilalt  durch 
den  Druck  der  in  ihr  enthaltenen  Flüi- 
■igkeit  geändert  wird.  Ende  B iit  offen 
und  steht  mit  der  DampfrOhro  AB  in 
Verbindung,  Ende  F ist  verschlossen  und 
frei  beweglich.  Durch  die  stehende 
Welle  KL  ist  hiermit  ein  Zeiger  Z ver- 
bunden , der  auf  der  Scala  H fortriiekt, 
wenn  sich  die  Röhre  bewegt.  Hierbei 
geht  die  Breite  DF  (Fig.  77)  in  D^F^ 

Fig.  77. 


Fig.  78. 


über,  die  Seiten  DE  und  FG  in  D^E^ 
und  F^Gi,  Querschnitt  EG  in  E^G, 
KrOmmungsbalbmesser  CA  und  CB  in 
C^  A und  C|  B. 

In  dem  Metallmanometer  von  Schäfer 
und  Bndenberg  ist  die  Röhre  durch  eine 


wellenförmige  Stahlplatte,  bei  dem  von 
Gabler  und  Veithans  durch  ein  linsei- 
lörmig  verbundenes  Plauenpaar  (Fig.  78) 
ersetzt.  Der  Dampf  tritt  bei  D ein,  und 
drückt  die  Platte  zusammen,  dadurch 
wird  Stift  BC  aufwärts  geschoben  und 
setzt  einen  Zeiger  in  Bewegung.  Auch 
Thermometer  dienen  diesem  Zwecke,  da 
man  aus  der  Temperatur  den  Dampf- 
druck berechnen  kann.  Sie  sind  durch 
eine  Stopfbüchse  in  den  Kessel  sa 
hängen,  und  durch  eine  Metailhülle  sa 
schützen. 

Die  Sicherheitsventile  sind  der 
wichtigste  Schntzapparat  der  DampfkesseL 
Man  unterscheidet  äussere  Ventile,  wel- 
che sich  nach  aussen  Offnen , wenn  der 
Dampfdruck  eine  gewisse  Grenze  über- 
steigt, und  innere,  welche  sich  nach  in- 
nen Offnen,  wenn  der  Druck  unter  eiae 
gewisse  Grenze  fällt;  sie  lassen  dann 
Luft  in  den  Kessel  hinein,  bis  die  Span- 
nung im  Innern  des  Kessels  fast  dem 
Luftdrücke  gleichkommt.  Wie  die  er- 
Steren  das  Zerreisien  der  Kesselwände 
von  innen,  so  sollen  die  Letzteren  das 
Zerdrücken  dnreh  den  Luftdruck  von 
aussen  verhindern.  Natürlich  treten  leta- 


Fig.  79. 
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tere  nur  in  Tbatigkeit,  wenn  sich  beim 
Ausgehen  der  Feuerung  die  Dtmpfc 
condensiren. 

Die  Belastung  ist  entweder  unmittel- 
bar auf  den  Ventilen  angebracht,  und 
dies  findet  gewöhnlich  bei  niederm  Drucke 
statt,  oder  mittels  eines  Hebels  damit 
Terbunden.  Seltener  kommen  Ventile 
mit  Federkraft  vor. 

DioSicberbeitsTcntile  sind  nicht  conisch, 
sondern  haben  eine  ebene  Flattenform, 
auch  sitzen  sie  nur  auf  der  schmalen 
Stirafltche  des  röhrenförmigen  Ventil- 
sitzes. Der  Grund  ist  der,  damit  sie  sich 
leichter  öffnen. 

Die  Breite  der  ringförmigen  Bcrflh- 
mngsfltcbe  zwischen  Ventil  und  Sitz 
darf  nach  belgischem  Gesetze  nur  2 Milli- 

r.  ■ . -r  Fig. 


meter  betragen,  nach  französischem  soll 
sie  ,t,  des  Durchmessers  der  inneren 
Ventilfläche  erhalten,  wenn  dieser  Durch- 
messer wenigstens  30  Millimeter  beträgt; 
ist  er  kleiner,  so  soll  die  Breite  1 Milli- 
meter sein. 

Bei  dom  Ventil  mit  Hcbelbelastung 
(Fig.  79)  ist  AA  das  Ventilgcbäuse, 
welches  auf  den  Dampfkessel  geschraubt 
ist,  ßß  der  oben  etwas  erweiterte  Ven- 
tilsitz, CD  das  Ventil  selbst,  und  zwar 
C die  Platte,  D der  znm  geraden  Änf- 
und  Niedergeben  nöthige  FlOgel,  EFH 
der  um  £ drehbare  einarmige  Ue^l,  der 
in  H das  Gewicht  G trügt,  welches  ihn 
niederdrOckt,  während  das  Ventil  in  F 
ihn  bebt. 

Ein  Ventil  mit  direcCer  Belastung  ist 
80. 


4 (Fig.  80).  G,  G sind  die  über  eine  häuse,  welches  dem  Heizer  nicht  augäng- 
Tierkantige  Stange  geschobenen  Gewichte,  lieh  sein  darf,  E ein  Hebel  znm  Probiren 
B das  auf  dem  Kessel  sitzende  Fnss-  des  Ventils,  F ein  zweites  Hcbelrentil, 
stück,  zugleich  der  Ventilsitz,  CV  das  welches  dem  Heizer  zugänglich  ist 
Dampfableitnngsrobr,  DD  das  Ventilge-  Ein  inneres  Ventil,  auch  Lnftventil,  ist 


Fig.  81. 
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A (Fig.  81).  Gelenk  D verbindet  es  mit 
dem  um  C drehbltren  Hebel  D(! , Ge- 
wicht G drQckt  es  nur  schwach  von  un- 
ten nach  oben  an  den  Ventilsitz  B. 

Die  kussem  Ventile  müssen  eine  ge- 
wisse Grosse  haben,  um  einen  hinreichend 
grossen  Dampfabfiuss  zu  gestatten , we- 
nigstens muss  derselbe  die  in  gleicher 
Zeit  erzeugte  Dampfmenge  Qbersteigen. 
Was  die  Belastung  anbetrilTt,  sei  p die 
Dampfspannung,  6 die  der  Atmosphäre, 
r der  innere  Halbmesser  des  Ventils,  P 
die  Belastung,  so  muss  sein: 


also  das  Verhaltniss  zwischen  Ventil- 
und  Heizfläche: 


F, 


= 0,00001300 


'1  + 0,003671 

\ ig;<  ■ 


ln  l’reusscn  soll  dies  Verhältniss  nicht 
unter  sein.  In  Frankreich  gilt  für 
den  Ventildurchmcsser  die  Formel: 


(f=2,G  y ^ ‘ Centimeter, 

\ p-  0,412 

also  da  F,  in  Quadratmetern  zu  ge- 
ben ist: 


P = nr’(p-b). 

Bei  dircctcr  Belastung  ist  dies  das  Ge” 
wicht  des  Ventils  mit  Belr.slung.  Be' 
Hebelbelastnng  ist  wenn  a der  Hebel- 
arm, G das  Gewicht  ist: 

ft 

wcDD  fl  (1er  Hebelarm,  Qs  das  «laiiachc 
Moment  des  nnbelaateten  Vcniila  ist. 
Um  die  nöthige  Vcntilfl&chc  zu  finden, 
gehen  wir  von  der  Annftherungsformel 
für  die  Ansflnssgeschwindigkeit  des 
Dampfes  aus : 

e = 1592  V'd  +0,0Ö36f/)l^  Fass. 
p ist  hier  das  VcrhAltniss  des  Dampf- 
drockes  zu  dem  der  &u$sern  Luft,  t die 
Temperatnr  des  Dampfes.  Bezeichnen 
wir  den  Inhalt  der  Ventilflache  mit  f', 
60  ist  die  Ausflussmenge,  unter  dem 
inssern  Luftdruck  gemessen,  in  der  Se- 
cunde : 

Q=Ft  = 1592  F V'a-f 0,00367  0 lg;», 
dagegen  die  unter  dem  inneren  Drucke 
gemessene  Aasflussmenge , welche  dem 
in  derselben  Zeit  erzeugten  Dampfe  gleich 
ist: 


„ Q 1592  F , 

= —f-  /(I +0,00367»)  lg  p. 

Das  Gewicht  der  Dampfmenge  aber 
ist: 


G = Q,y  = 


0003557  • 15,09  p 


1 + 0,00367 


pc.. 


Kiiminirt  man  aus  den  beiden  letzten 
Gleichungen  so  kommt; 


F=001170C  I 

I Ifc'/' 

Wenn  man  auf  den  Quadratfuss  Heiz- 
fläche für  die  Scande  4 Pfund  Dampf 
rechnet,  so  ist  für  die  Heizfläche  /•',  in 
der  Scennde: 


G = 


3600  ~ 900 


Pfund, 


0026'n  _ 0.000531 

F,  40- 0,412) -p-0;412' 

Um  die  Sicherheit  zu  erhoben,  werden 
zwei  Ventile  an  den  entgegengesetzten 
Kcsselendcn,  jedes  von  den  vorgcschric- 
benen  Dimensionen,  angebracht.  Fair- 
bairn  räth , den  Vcntilhcbel  im  Innern 
des  Kessels  nufzuhängen,  um  das  Ven- 
til dem  Heizer  unzugänglich  zu  maclien. 

Man  hat  auch  leichtflüssige  Metall- 
mischuiigen  (Blei . Wismuth  und  Zink) 
vorgeschlagen,  welche  in  die  Kcsselwand 
eingesetzt  oder  aU  Stöpsel  verwandt  bei 
höherer  Temperatur  schmelzen;  indess 
sind  diese  Vorrichtungen  zu  unbequem, 
um  allgemeinere  Anwendung  zu  Anden. 

Noch  gehören  endlich  zu  einem  Dampf- 
kessel: 

Das  Dainpfrohr  zum  Fortleiten  des 
Dampfes  in  den  Cjlinder. 

Das  Mann-  oder  Fahrloch  zum  Ein- 
steigen in  den  Kessel. 

Das  Ablassrohr  zum  Ablassen, 

das  Ausblaserobr  zum  Ausblasen  des 
Wa  ssers. 

Das  Fahrlocb  ist  eine  runde  Oeffnong 
von  16  bis  18  Zoll  Länge  und  13  Zoll 
Weite  im  Kesseldeckcl.  Zum  Verschluss 
dient  eine  starke  Gussciscnplatte  AA 
(Fig.  82).  Im  Zwischenräume  zwi- 
schen ihr  und  dem  Kessel  liegt  ein  eiser- 
ner, mit  Hanf  und  Oelkitt  belegter  Ring. 
Zum  Handhaben  der  Platte  dient  Bügel 
fsE,  zum  scharf  Andrücken  derselben 
der  an  C befestigte,  durch  Bügel  DD 
gehende  Schraubcnbolzcn  CF  saromt  sei* 
ncr  Mutter  G. 

Die  Dampfkessel  für  (tebende  Maschi- 
nen und  die  Lokumotivkessel  werden 
wohl  auch  mit  einem  Dome  oder  einer 
Diimpfhaube  versehen,  in  welche  das 
Mannsloch.  das  Speise-  und  Dampfrohr, 
die  Köhren  für  die  Sicherheitsventile 
u 6.  w.  einmünden.  Dadurch  wird  näm- 
lich der  Kessel  mehr  geschont.  Diese 
Haube  muss  nach  preussischcr  Vorschrift 
durch  Eisenblech  zusammen-  und  auf 
dcu  Kessel  uufgcuiclct  sein. 
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FiR.  82. 


Du  Kohr  mm  Ablaucn  des  Wasiers  mit  Wasser  anzuruilen,  und  so  lange  tu 
beAodel  sich  am  Boden  desselben  über  erhiitcn , bis  das  Manometer  2 — 3 At- 
den  Feuerrosten , nnd  wird  durch  einen  mosphtren  Uber  den  normalen  Druck 
coniseben  Slahltapfen  ron  innen  ver-  anzeigi.  Trotzdem  kommt  Zerspringen 
schlossen.  des  Kessels  zuweilen  vor , ohne  dass 

Da  du  Speisewasser  nie  ganz  rein  man  die  jedesmalige  Ursache  anzngeben 
ist,  so  muss  der  Kessel  von  Zeit  zu  Zeit  im  Stande  ist. 
gereinigt  werden.  Dazu  dient  denn  auch  Im  Allgemeinen  rührt  dies  her: 

das  Ansbluerobr,  welches  nahe  bis  zum  1)  von  übermässiger  Belutung,  oft 

Boden  reicht,  sich  dort  conisch  erwei-  rcibunden  mit  Ertehütternngen, 
tert,  nnd  nach  aussen  durch  einen  Hahn  2)  vom  Wusermangel,  wobei  der  Kes- 
versrhlossen  ist.  OefTnet  man , wenn  sei  zu  glühen  anfängt,  der  Wasserdampf 
die  Feuerung  ansgegangen  und  die  sich  zu  rasch  entwickelt  oder  gar  zer- 
Spannung  des  Dampfes  nur  noch  mässig  setzt, 

ist,  den  Hahn , so  wird  das  trübe  Was-  3)  vom  Loslosen  des  Kesselsteins, 

ter  durch  den  Dampf  fortgetrieben.  Aber  4|  von  zu  schneller  Kinfübmng  des 

nicht  bloss  Schlamm  ist  auf  diese  Weise  Wassers  nach  vorausgegangenem  Wuser- 
an  entfernen,  sondern  auch  Gips,  Koch-  mangcl , wobei  ebenfalls  zu  schnelle 
nnd  Glaubersalz,  welche  eine  feste  Rinde  Dampfentwiekelnng  wegen  des  Glühens 
— den  Kesselstein  — bilden , der  den  des  Kcsselbodens  eintritt, 

Boden  des  Kessels  bedeckt.  Hierdurch  6)  durch  Einführung  zu  vieler  Loft 
wird  der  Durchgang  der  Wärme  er-  mit  dem  Wasser,  wodurch  Knallgas  ent- 
■chwert,  nnd  auch  der  Kessel  an  den  steht. 

überzogenen  Stellen  sehr  leicht  glühend.  Selbstverständlich  kann  auch  mangel- 
Damit  diese  Masse  sich  nicht  unmittel-  hafte  Constmetion  oder  Wartung  die 
bar  über  dem  Heerde  ansetzt,  führt  man  Ursache  sein. 

das  Wuser  an  der  demselben  entgegen-  Vergleiche  übrigens  den  zweiten  Band 
gesetzten  Stelle  ein,  nnd  legt  den  Kessel  von  Wcissbach's  Ingenieur-  nnd  MaKhi- 
bier  1 bis  3 Zoll  tiefer  als  beim  Feuer-  nenmechanik. 
raum.  Auch  werden  besondere  Buden- 
oder Seitenblecbe  eingesetzt.  Das  voll-  3)  Dampfmaschinen, 
ständige  Entfernen  des  Kesselsteins  ge-  . , . , i 
lingt  aber  nur  durch  Losschlagcn  und  , Allgemeines, 
durch  Säure  (Salzsänrej.  Dampfmaschinen  (mackiHct  ä rapeur, 

Jetier  Dampfkessel  ist  gewissen  Pro-  itenm  - eng'mis)  bewirken  eine  Verwen- 
ben  zu  nnterwerten.  Vorgcschricbcn  ist  düng  der  Dampfkraft  zur  Arbeitserzen- 
die  hydrostatische  Probe.  Das  Sicher-  gung.  Von  allen  den  Versuchen,  welche 
beitsventil  erhält  hierbei  doppelte  Be-  zn  diesem  Zwecke  seit  den  ältesten  Zci- 
lutnng,  und  es  darf  dann  das  Wasser  t n gemacht  worden  sind,  hat  sich  keine 
nur  in  den  Fugen  in  Nebelfurm  hervor-  andere  Vorrichtung  bewährt,  alt  dieje- 
treten.  nigo,  wo  durch  die  Expansivkraft  des 

Jobard  schlägt  vor , den  Kessel  ganz  Dampfes  ein  Kolben  in  einem  Cylinder 
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bewegt  wird,  uDd  von  diesen  wird  daher 
hier  allein  die  Rede  sein. 

Die  Dampfmaschinen  heissen  einfach 
wirkend,  wenn  der  Dampf  nur  den  Kol- 
ben in  einer  Richtung  — nach  oben  — 
treibt,  und  die  entgegengesetzte  Bcwc- 
gting  durch  ein  Gegengewicht  hervorge- 
bracht wird;  wirkt  aber  der  Dampf  bald 
nach  der  einen,  bald  nach  der  andern 
von  awei  entgegengesetzten  Richtungen, 
so  heisst  dicMaschine  doppeltwirkend. 

Die  erstere  Art,  natürlich  die  ältere, 
in  deren  Erfindung  sich  mehrere  Mecha- 
niker theilen,  kommt  nur  noch  bei  Pum- 
pen und  Hammerwerken  vor,  und  ist 
nichtauch  in  andercrArt  verwendet  w’orden. 
Die  doppelt  wirkenden  werden  zur  Er- 
zengang einer  rotirenden  Bewegung  be- 
nutzt, welche  bekanntlich  leicht  für  be- 
liebige Arbeiten  zu  verwenden  tsi.  Ihr 
Erfinder  ist  Watt. 

Was  die  grössere  oder  geringere  Span- 
nung des  Dampfes  anbetrifft , so  thoilt 
man  die  Dampfmaschinen  in  solche  mit 
niederem,  mittlerem  und  hohem  Drucke, 
je  nachdem  der  Dampfdruck  bis  zu  1^, 
bis  zu  2 bis  4 Atmosphären  oder  dar- 
über steigt.  Ausserdem  sind  zu  unter- 
scheiden Maschinen  ohne  und  mit  Con- 
densation.  Bei  den  ersteren  wirkt  der 
Druck  der  Atmosphäre  dem  Dampfdrücke 
entgegen,  indem  der  Dampf  nach  dem 
Gebrauche  in  die  freie  Luft  strömt;  bei 
den  letzteren  wird  der  Dampf  in  einem 
besonderen  Gefflsse  nach  seinem  Ge- 
brauche condensirt,  dem  Dampfdruck 
wirkt  also  nur  der  der  unvollkommenen 
Coodensation  entsprechende  geringe  Luft- 
und  Dampfdruck  entgegen. 

Die  Vortheile  der  Condensation 
sind  offenbar  desto  geringer,  Jh  höher 
die  Dampfspannung  ist;  bei  2 Atmo- 
sphären z.  B.  ist  der  Verlast  durch  den 
Gegendruck  der  Atmosphären  bei  6 
Atmosphären  nor  Man  wendet  des- 
halb die  Condensation  in  der  Regel  nur 
bei  niederem  oder  mittlerem  Drucke  an. 

In  Bezog  auf  die  Einführung  des 
Dampfes  unterscheidet  man  Maschinen 
ohne  und  mit  Expansion.  Bei  den  er- 
steren tritt  der  Dampf  fortwährend  ab- 
wechselnd über  und  unter  den  Kolben 
ein,  behält  also  immer  dieselbe  Span- 
nung; bei  den  letzteren  wird  bei  einer 
gewissen  Höhe  des  Kolbens  der  Dompf 
abgespent,  und  bewegt  sich  dann  nur 
durch  die  Expansion  des  Dampfes  mit 
abnehmender  Geschwindigkeit.  Bei  den 
letzteren  Maschinen  ist  grösserer  Kutz- 
effect  vorhanden,  da  bei  den  ersteren  die 
ganze  Wirkung  des  abgeschlossenen 
Dampfes  verloren  geht. 


Dampfmaschinen,  die  an  einem  Orte 
fest  angebracht  sind,  heiaseb  stationäre, 
sollen  sie  sich  von  Ort  zn  Ort  za  gele- 
gentlichem Gebraoehe  transportim  las- 
sen, locomobile,  solche  endUchi  deren 
Arbeit  eben  in  der  Bewegang  ihrer  salbst 
und  der  von  ihnen  geführten  £*ast  be- 
stehen, Locomotiven;  die  letzteren  aer- 
fallen  in  Dampfwagen  und  I^UDpfiidhifle. 

.*  . 

B)  Haupttheile  der  D'eUpfm«- 
■ chine.  ; 

Die  Haupttheile  sind;  der  Cjilnder, 
der  Kolben  mit  seiner  Stange,  nnd  die 
Steuerung. 

Der  Cyl Inder  ist  ron  Onsseisen. 
Er  muss  genau  ausgebobrt  sein.  Sein 
Zweck  ist , den  Kolben  sn  fuhren  nnd 
den  Dampf  während  der  Arbeitsleistung 
SU  umseliiiessen.  Er  ist  oben  mit  einem 
Deckel,  unten  mit  einem  Bodenstück  ver- 
schlossen , in  der  Nähe  von  beiden  sind 
die  SeitenmUndungen  zum  Ein-  nndAns- 
trclcn  des  Dampfes.  Gew&hnlich  ist 
die  Hohe  2 bis  2,'mal  gleich  der  Weite, 
bei  Maschinen  aber,  die  ein  sehr  schnel- 
les Spiel  haben,  ist  dies  Verhältniss  ge- 
ringer. 

Es  soll  nämlich  ein  mCgIiebst  kleiner 
Warmeverlnst  im  Cylinder  stattfinden. 
Es  ist  aber  diese  Abkühinng  der  Ober- 
fläche des  abzukflhlenden  Körpers  also 
der  des  Weges  proportional,  den  der 
Kolben  durchläuft.  Von  allen  Cjrlindem 
von  gleichem  Inhalt  hat  nun  der  die 
kleinste  Oberfläche,  dessen  Höbe  gleich 
der  doppelten  Weite  ist,  der  Kolbenbob 
muss  also  die  doppelte  Weite  betragen, 
wozu  dann  noch  die  KoIbenhGhe  kommt. 

Auch  ist  dcrCylindcrmiteinem schlech- 
ten Wärmeleiter,  Holz-  oder  Eilzmantel, 
zu  umgeben,  statt  dessen  kann  man  ihm 
jedoch  eine  Luft-  oder  Dampfbülle  ge- 
ben, d.  h.  man  umgibt  ihn  mit  einem 
eisernen  Dampfmantel,  und  füllt  den 
Zwischenraum  mit  Dampf  aus;  dieser 
Dampf  kann  Stillstehen,  oder  vor  oder 
endlich  nach  seiner  Wirkung  im  Cylin- 
der  durch  den  Zwischenraum  strömen. 
Die  letzte  Methode  ist  die  beste,  da 
ron  der  Wärme  des  Dampfes  noch 
Nutzen  gezogen  wird.  Da  sich  hierbei 
etwas  Wasser  niederschlägt,  so  befindet 
sich  unter  dem  Dampfmantel  ein  Ablass- 
rohr mit  einem  Hahne.  Auch  muss  die 
Oberfläche  der  geringeren  Ausstrahlung 
wegen  platt  sein. 

Die  Wondstärko  des  Cylinders  ist  wie 
beim  Dampfkessel  zu  berechnen,  wegen 
des  allmäligen  Ausschleifens  ist  jedoch 
I Zoll  zuzugeben.  Ist  die  Cylinderweite 
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d,  die  Dampfspanining  p in  Atmoaphlren, 
■o  ergibt  aich  fOr  die  Dicke : 

e = (0,006(p-l)rf  + i)  Zoll. 
Deckel  nnd  Faaaatück  dca  Cylinilera  aind 
Kig.  83. 


mit  letaterem  veraebreubt  oder  verkittet. 
In  der  Mitte  des  Deckela  befindet  aich 

Fig  84 


die  StopfbDchae,  dnreh  welche  die  Kol- 
benatange  geht.  Sie  iat  mit  Hanflnnten, 
die  in  Ocl  und  Talg  getränkt  aind,  ana- 
gealopft;  in  neuerer  Zeit  wird  dieae  Aua- 
atopfnng  oft  durch  Mctallringe  eraetat, 
welche  Ober  einander  liegen  nnd  ana  je 
drei  Sectoren  beatehen.  die  durch  eiserne 
awischen  dem  innern  Umfange  der  Stopf- 
buchse und  dem  änssem  der  Ringe  ein- 
geklemmte Federn  an  die  Kolbenstange 
gedrückt  werden. 

Die  Stopfung  (Liderung)  wird  von 
oben  durch  einen  eisernen  Mantel  zu- 
aammengchalten,  der  entweder  oben  auf 
der  Stopfbüchse  unmittelbar  (Fig.  83  nnd 
84),  oder  durch  zwei  Ziehschrauben  auf- 
sitzt (Fig.  85).  BB  sind  die  Ziebschran- 


Fig.  85. 


bcn.  Der  Cylinder  und  auch  der  Stopf- 
bOchacndeckel  sind  mit  einer  Vertiefung 
zur  Aufnahme  von  Schmiere  (Talg)  ver- 
sehen. Bei  Hanfkolben  sind  ausserdem 
noch  ein  oder  mehrere  Schmiertrichter 
auf  den  Cylinderdeckcl  zu  setzen.  Die- 
ser Schmiertriehter  wird  mit  dem  Ende  A 
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(Fig.  86)  Buf  den  Deckel  de«  Cvllndcrs 
geachraubt,  H ist  das  FeUbeliaUnisa  und 
C ein  Uahn  mit  zwei  Bohrungen  n und 
b;  ist  b unten,  so  flieset  das  Fett  durch 
die  Bohrung  des  FussstDckca  A in  den 
Cylindor,  ist  a oben  und  unter  der  Boh- 
rung c im  Boden  von  B,  so  flieset  das 
Fett  aus  dem  Trichter  B in  den  Hahn  C. 

In  einigen  Fällen  wird  die  Kolben- 
stange durch  den  Boden  des  Cylinders 
geführt.  Dann  ist  eine  zweite  Stopf- 
buchse nOthig.  AB  (Fig.  87)  ist  das 


Fig.  87. 


Gehäuse.  CC  der  Deckel,  ÜU  die  Kol- 
benstange, ee  eine  messingene  Scheibe 
mit  einer  auswendig  herumlaufcnden 
Nnth  and  6 bis  8 kleinen,  radial  laufen- 
den Lhchem,  f die  Packung,  g ein  mit 
der  Nnth  commnnicirendes  Kupferrohr, 
k der  Kelch  zur  Aufnahme  des  flüssigen 
Talgs,  h ein  Hahn  zum  Abfluss,  der  nur 
geöffnet  wird,  wenn  die  Maschine  steht. 

Fig. 


Der  Cyllndcr  ist  mittels  einer  ttarkea 
Grundplatte  auf  ein  festes  Gemäuer  zu 
setzen , und  mit  diesem  dnreh  Anker 
und  Schrnuhen  zu  verbinden. 

Der  Kolben  nimmt  beim  Anf-  und 
Niedergehen  im  Cylindor  die  Dampfkraft 
anf  und  leitet  sie  mittels  der  Kolben- 
stange weiter  Der  Kolben  ist  ein  Cy- 
linder,  der  genau  an  das  Innere  des 
Dampfeylinders  anschliesst;  er  besteht 
ans  dem  Kolhenstocke,  der  Liderung 
und  dem  Deckel.  In  der  Mitte  des 
Kolhcnstoekes  ist  eine  Verstärkung, 
welche  im  Innern  conisch  ansgedreht  ist, 
und  zur  Aufnahme  des  ebenfalls  conisch 
ahgedrehten  Endes  der  Kolbenstange 
dient.  Kolbenstock  und  Deckel  sind  ans 
Gusseisen , die  Liderung  von  Hanf  oder 
Metall. 

Der  Kolben  mit  Hanflidemng  ist  hier 
theilweise  zerschnitten  und  abgedeekt 
dargestellt  (Fig  88).  AA  ist  der  Kol- 
benstoek,  BB  die  Liderung  aus  Haiif- 
zOpfen  bestehend,  CC  der  dnrr-h  Schran- 
ben  RE  mit  dem  Kolbenstock  verbun- 
dene Deckel . welcher  die  Liderung  zn- 
sammcndrückt,  D ist  die  Kolhenstange, 
R die  Spielte,  womit  deren  Knilc  in  der 
die  Mille  des  Kolbens  einnehmenden 
Hülse  festgckcilt  ist. 

Die  Hanfliderung  ist  aber  bei  Horh- 
druekmaschinen  nicht  anzuwenden , da 
die  Reibung  und  der  heisse  Dampf  zn 
schnell  abgenutzt  werden.  Statt  dessen 
dient  dann  eine  Mctallliderung.  Solche 
besteht  ans  genau  abgedrehten  Metall- 
ringeii , welche  durch  Federn  an  die 
innere  Fläche  des  Cylinders  gedrückt 
werden.  Zwei  solcher  Liderungen  sind 
hier  abgebildet  (Fig.  89  und  90).  AA 
ist  der  Kolbenstock,  UU  der  Deckel, 
EG  das  Kolbonstangencnde , EE  die 

88.  - . ■ - 
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Schrauben , welche  tlen  Deckel  mit  der 
HfiUc  verbinden.  Die  Liderung  besteht 
ans  awei  Ober  einander  liegenden  Rin- 
gen Bß  nnd  CC,  die  durch  Schlagen 
elastisch  gemacht  nnd  in  Stücke  ser- 
aebnitten  sind,  damit  sie  etwas  gegen 
die  Crlinderwand  federn.  Bei  der  einen 
(Fig.  89)  ist  jeder  King  an  der  schwäch- 
sten Stelle  zerschnitten,  und  durch  einen 
innen  anliegenden  aufgeschnittenen  Stahl- 


=  ^ 15.09 1>  Pfund. 

4 

Sei  nun  </,  der  Darchmetser  der  Kol> 
benstange,  T der  Tragmodul  der  ab- 
soluten  Elasticitat,  so  ist  die  Tragekraft 
der  Stange : 


also  dnreh  Gleichsetzen  beider  Aosdrücke: 


Fit?  89. 


ring  /?  nach  anssen  gedruckt.  Bei  der 
Andern  (Fig.  90)  sind  die  Ringe  an  den 
weitesten  Stellen  zersebnittenf  und  Keile 
KK  in  die  Schnitte  eingelassen,  welche 
durch  Spiralfedern  S.S  nngedrückt  sind. 

Oenao  ist  auf  das  VerhaUniss  der 
Kolbenhohe  zum  Kolbcndurchmcsser  und 
der  Starke  der  Kolbenstange  zu  dem> 
selben  zu  achten.  Da  nämlich  die  in> 
nere  Cylinderwand  nicht  völlig  glatt  ist, 
so  kann  die  Lidcrnngsfiache  nur  bei 
einer  gewissen  Breite  derselben  vOllig 
abschliessen.  Zu  grosse  Breite  aber 
wurde  die  Reibung  zu  sehr  vermehren. 
Erfahrungen  geben  das  Verhaltniss  der 
KolbcnhOhe  zum  Kolbendurchmesser  ^ 
bis  ^ bei  Hanflidemng,  | bis  | bei 
Mctalllidcrung.  Bei  kleineren  Kolben 
ist  der  grossere  Werth  zu  nehmen. 

Die  Kolbenstange  besteht  aus  Schmie« 
deeisen  oder  Stahl;  ihr  ist  gehörige 
Starke  zu  geben,  damit  sie  bei  lieber« 
tragung  der  Arbeit  keine  Deformation 
erleidet.  Hierbei  ist  zu  unterscheiden, 
üb  sie,  wie  bei  einfachwirkenden  Ma« 
schinen,  nur  einer  Ausdehnung,  oder, 
wie  bei  doppeltwirkenden , auch  einer 
/iisammendrUckong  aosgesetzt  ist  Sei 
p die  Differenz  der  Spannung  auf  bei* 
den  Seiten  des  Kolbens , d der  Durch- 
messer des  Kolbens,  so  wirkt  auf  ihn 
die  Kraft: 


Fig  90. 
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Fig.  91. 


CD  *n,  wcichca  bii  io  du  KeuclwoMtr 
hinabgebt.  Der  bei  CC  eintretead« 
Dampf  liaat  bei  leiner  abwtrtj  gcbcD- 
den  Bcwegnng  dann  du  Wuser  griu- 
tentheili  fallen. 

Das  Dampfrohr  ist  nicht  sehr  lang, 
jedoch  weil  au  machen,  plotxliche  Bidi- 
tnngs-  und  QucrschnitUTeibidafangtn 
an  Tcrmeidcn,  nm  Bcwegnngshindemiuan 
roranbengen.  Die  Verringening  der  Ab- 
kohlung dagegen  erfordert  ein  knnes, 
angleich  aber  enget  Rohr,  antterdem  die 
Dmgebnng  mit  einem  schlechten  Wir- 
mcleitcr  oder  einem  polirten  Metallman- 
tel.  Die  Weite  der  Rohren  betrigt  am 
besten  j des  Dampfkolbendnrchmestera, 
eher  etwas  weiter  als  enger  namendidi 
bei  hohem  Druck  und  schnellem  Spiel. 

Die  Admittionsklappe  führt  bei  AA 
in  das  Dampfrohr  (Fig.  92),  B ist  die 


16,09  p 


Fflr  Schmiedeeisen  ist  7=20000.  Nimmt 
man  hier  der  Sicherheit  wegen  nur  die 
Hllfke,  T = 10000,  so  ist ; 

d,  = 0,01</Kp  Zoll, 

oder,  wenn  p nicht  in  Pfunden  für  den 
Quadrataoll,  sondern  in  AtmosphOren 
gegeben  ist: 

</,=0,04Vp  Zoll. 

Bei  doppeltwirkenden  Maschinen  erhält 
man  xwei  Formeln,  je  nachdem  man 
TOn  der  Festigkeit  des  Zerdriiekens  oder 
des  Zerknickens  ausgeht.  Man  geht  am 
besten  von  der  letalen  aus , nimmt  aber 
einen  sehr  rerkleinerten  Werth  ron  T 
an.  Erfahmngsmässig  bedient  man  sich 
der  Formel; 


d,  =0,09  <f()'p+ 0,2.5)  Zoll. 

Du  Dampfrohr  fahrt  den  Dampf 
ans  dem  Kessel  in  die  Dampfkummer, 
einen  Raum , von  welchem  aus  die  re- 
gelmässige Vertbeilnng  durch  die  Steue- 
rung staufindet.  Im  Dampfrohre  befin- 
det sich  die  Admissionsklappe , ein 
Drosselventil,  durch  welches  der  Dampf- 
anflnss  regulirt  werden  kann. 

Das  Dampfrohr  mündet  an  derjenigen 
Stelle  des  Kessels  ein  , wo  die  Dampf- 
enlwickelung  am  stärksten  ist. 

Damit  noch  das  Fortreissen  des  Was- 
sers mit  dem  Dampfe  möglichst  verhin- 
dert wird,  gibt  man  dem  Rohre  eine 
anfsteigende  Stellung,  wobei  das  forlge- 
rissene  Wasser  wieder  anrfickfliesst.  Eine 
gute  Einrichtung,  nm  die  Dämpfe  recht 
trocken  in  den  Cylinder  au  bringen  , ist 
die  folgende  (Fig.  91).  An  das  Dampf- 
rohr AB  schliesst  sich  ein  weiteres  Rohr 


Fig.  92. 


Klappe,  CX  ihre  Axe,  D eine  Stell- 
schraube mit  ihrer  Mutter,  EF  der  Be- 
bel zur  Bewegung  der  Klappe.  Dieselbe 
schliesst  nie  den  Dampf  ganz  ab.  Bei 
Hochdrnckmaschinen,  wo  Absperrnng 
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Fip.  9.<». 


nÖlb'tg  ift,  wendet  mnn  ein  besonderes 
Absperrventil  «n.  Bul  niederem  Drucke 
ist  dies  sns  dem  Grunde  nicht  ndthigf 
weil  durch  Kinstellang  der  Condensation 
die  Maschine  zum  SiilUtande  gebracht 
werden  kann. 

Besondere  Kanäle  oder  Dampfwege 
fOhren  den  Dampf  aus  der  Kammer  in 
den  Cvlinder  und  von  da  in  die  freie 
Luft  oder  in  den  Condensator. 

Die  Steuerung  dient  zur  Uegulirung 
dieses  Ein-  und  AbfAlircns  des  Dampfes. 
Man  unterscheidet  innere  und  Inssere 
Steuerung  (siche  Wasscrsäulcnmaschinc). 
Die  entere  befindet  sieh  im  Innern  des 
Dampfgehäuses,  sie  besteht  aus  Ufthnen, 
Schiebern»  Kolben,  Klappen,  welche  die 
Dampfwege  abwechselnd  Offnen  und 
schliesscn. 

Die  Kolbcnsteucruiig  und  die  durch 
H&hne  (Vierweghahn)  kommen  nur  sel- 
ten vor.  Vergleiche  über  dieselben  den 
Artikel:  Wassorsäolenmnschino. 

Die  hftufigst  angewandten  sind  die 
Schieber-  und  Ventilsteuerungen 

Man  unterscheidet  bei  den  ersteren 
platte  und  hohle  Schieber»  Muschel-  und 
Rohrenschieber. 

Bei  dem  Musclielschicber  AB 
(Ftg  93)  der  Schieber.  Kr  befindet  sieh 


innerhalb  der  Dampfkammer  ClJE  und 
wird  durch  Stange  BF  bewegt;  mit  sei- 
nen abgehobelten  StimfUchen  liegt  er 
an  die  ebenfalls  abgehobeite  Metallfiftche 
df  an.  Der  durch  das  Dnmpfrohr  D 
eingeftihrte  Dampf  tritt  bei  der  Stellung 
I durch  de  über  den  Dampfkolbcn  A'» 
so  da.«8  derselbe  abw&rls  geht,  während 
der  benutzte  Dampf  unter  dem  Kolben 
ouf  Weg  gf  in  den  Scliieberraum » oder 
von  dort  durch  O ins  Freie  oder  den 
Condensator  gelangt.  Bei  Stellung  II 
führt  Weg  fg  den  Dumpf  unterhalb  des 
Kolbens,  derselbe  geht  aufwärts,  und  der 
oben  befindliche  Dampf  wird  durch  eO 
und  0 wcggeschoffi. 

Ist  die  Masi'liinc  sehr  gross,  so  würde 
das  Ansfüllen  der  Kanäle  de  und  fg  mit 
Dampf  zu  viel  Arbeitsverlust  bewirken, 
man  wendet  daher  bei  solchen  den  K Oh- 
renschieber (Pig  94)  an.  Durch 
Mündung  ü tritt  der  Dampf  in  das 
Innere  Ad  des  Schiebers,  von  hier  in 
Stellung  I bei  de  über,  bei  Stellung  II 
bei  fg  unter  den  Kolben.  Die  auf  bei- 
den Seiten  offene  Krdiro  AB  mit  halb- 
kreisförmigem Querschnitte  ist  bei  A 
und  B abgelidert,  so  dass  sic  an  den 
halbcyliadrisclien  Theil  der  Dämpfkam- 
mer dampfdiebt  anschlictst.  Der  be- 
19 
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nnttte  Dampf  tritt  bei  Stellung  I direct  Der  Röbrcnechicbcr  hat  aber  auch  den 
auf  dem  Wege  gfO,  bei  Stellung  It  aber  Voraug,  dnss  er  vom  Dampfe  umgeben 
auf  dem  Wege  de  durch  die  Röhre  BA  iat,  aUo  nicht  bloa  von  einer  Seite  ge- 
und  durch  O hinaus.  drückt  wird , weshalb  auch  die  Reibung 


Fig.  95. 
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bei  ihm  geringer  iet.  Da  bei  grossen 
Muchinco  mit  hohem  Drurke  die  Be- 
wegung det  Schiebers  einen  Arbcilssar- 
wind  Ton  mehreren  Fferdekr&fien  erfor- 
dern kann,  so  benutst  msn  hier  auch 
knrxe  Schieber,  die  nie  Ton  einer  Seite 
allein  gedrückt  werden.  Man  nennt  sie 
iqnilibrirte  oder  Entlastnngsscbieber. 
Ein  solcher  ist  ron  Johin  für  eine  Ma- 
Khine  mit  liegendem  Cylinder  constrnirt 
(Fig.  95).  CE  ist  die  Dampfkammer, 
AB,  der  Schieber,  besteht  in  einer  Ver- 
bindung Ton  xwei  Stenerkolben  AA  und 
BB  mit  einer  hohlen  Kolbenstange.  Bei 
D tritt  der  Dampf  in  die  Kammer,  füllt 
die  Rinme  C nnd  £ zn  beiden  Seiten 
det  Schiebers  nnd  S innerhalb  desselben 
ans.  Der  durch  das  Autblaserohr  H 
nnd  den  Cylinder  L strömende  Dampf 
nmhüllt  den  mittleren  röhrenförmigen 
Theil  AB  des  Schiebers  Ton  ansten. 
Da  die  Dampfkammer  bei  ME  nnd  NF, 
wo  die  Kanlle  einmUnden,  erweitert  ist, 
so  rindet  auch  dann  kein  einseitiger 
Dmck  statt,  wenn  einer  dieser  Kan&le 
abge  sperrt  ist. 

Die  Yen  ti  1 stene  rn  n g wird  nur 
bei  grossen,  hanptstchlich  aber  bei  ein- 
fach wirkenden  Maschinen  rerwendet,  da 
die  Schieber  zn  gross  sind,  nm  genau 
sbschlietsen  zn  können , auch  das  Oeff- 
nen  nnd  Scblietten  der  Wege  nur  lang- 


sam geschieht  Die  Ventile  sind  Regel- 
nder Röhrenrentile,  beide  können  ferner 
einfache  oder  doppelte  sein,  ron  diesen 
sind  die  doppelten  aber  die  leichter  be- 
weglichen. Die  Ventile  werden  durch 
Stangen  und  Hebel  in  Bewegung  gesetzt. 
A (Fig.  96)  ist  ein  einfaches  Kegelren- 
til  mit  Hebelbewcgnng,  BC  sein  Stiel, 
B nnd  C die  bUchsenförmige  Leitung 
desselben,  D eine  durchs  Gebänte  ge- 
hende Drehaxe,  DE  ein  Hebeiarm  im 
Innern , DF  ein  solcher  ausserhalb  des 
Gehknses.  Der  erstere  greift  in  den  bei 
E antgehohlten  Ventilstab.  Der  letz- 
tere ist  mit  Stange  FG  verbunden.  Wird 


Fig  97. 
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dieie  gezogen,  so  dreht  sich  die  Hebel- 
Te^bindnng  um  D,  A wird  gehoben,  lO 
dzza  die  R&ume  M und  N communiciren. 
Dagegen  ist  A (Fig.  97)  die  Ventil- 
platte  eines  Röhrenventils  mit  Stangen- 
bewegnng.  Die  Ventilplatle  A ist  fest, 
das  Qehinse  JJB  beweglich  und  zwar 
durch  eine  Ventilstange  CD,  welche  durch 
StopfbQchsc  C gebt.  In  der  hier  gege- 
benen Abbildung  steht  B »a  fA.  es 
sind  daher  die  Rlnme  und  iV  nicht 
verbunden.  Wird  nun  BB  emporgeho- 
ben,  so  tritt  diese  Verbindung  ein , der 
Dampf  strömt  von  ,V  durch  B nach 
N.  Diese  Ventile  haben  vor  den  Kc- 
gelventilcn  den  Vorzug  grösserer  Beweg- 
lichkeit. 

Diese  Ventile  dienen  für  einfach  wir- 
kende Maschinen.  Für  doppelt  wirkende 
sind  swei  Ventile  nöthig.  Um  dieselben 
von  einem  Funkte  ans  mittels  Stangen 
bewegen  zu  können,  steckt  man  die 
Stange  des  einen  durch  die  des  andern, 
welche  letztere  also  hohl  sein  muss. 
Diese  Construction  gibt  die  concen- 
trischen  Ventile  ronMnrdoch  (Fig. 
96).  AB,  A^B,  sind  zwei  Dampfkam- 


Fig.  99. 
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Fig.  100. 


mcm  , welche  durch  je  ewei  Vcncilsilio 
wieder  jede  in  drei  gctheilt  lind.  Die 
oberen  rommnniciren  mit  dem  Dampf- 
rohre DD,  die  minieren  mit  dem  Cylin- 
der,  die  nmeren  mit  dem  Äbleilungs- 
rohre  EE.  FG  und  F,  C,  sind  zwei 
Stenerafangen,  welche  von  den  Exccn- 
trics  //,  H,  bewegt  werden,  Diese  er- 
greifen nlmlich  durch  Querarm  ff,  gg, 
die  Stiele  der  rier  VentOe  a,  b,  n|, 

Die  Stiele  von  a und  b,  sind  bohl,  und 
die  von  b und  a,  gehen  durch  dieselben 
hindurch.  Geht  Stange  FG  aufwärts, 
so  Offnen  sich  die  Ventile  a.  n,,  der 
Dampf  tritt  von  DD  bei  C in  den  Cy- 
linder  aber  den  Kolben,  und  bei  C,  aus 
dem  Cylinder  heraus  ins  Ableitungsrohr 
EE;  geht  aber  F,fi|  aufwärts,  »\so  FG 
abwärts,  so  Offnen  sich  b,  A,  und  n,  a, 


schlicssen  sich,  bei  C,  tritt  der  Dampf 
von  DD  unter  den  Kolben,  der  oberhalb 
desselben  befindliche  aber  durch  C nach 
EE,. 

Die  liOhrenventile  sind  ringlürmig  und 
haben  einen  kleineren  Quersehnitt,  wes- 
halb zu  ihrer  Bewegung  geringere  Ar- 
beit gehört.  Um  diese  auch  für  Kegel- 
vcntile  zu  verringern,  wendet  man  G e • 
genventile  oder  Gegenkolben 
an.  K ist  der  Qegenkolben  (Fig,  99) 
des  Kegclrentils  V.  CE  ein  Seitenrohr, 
welches  das  nach  dem  Cylinder  fahrende 
Communicationsrohr  O mit  dem  Raum 
unter  dem  Gogenkolben  verbindet.  Der 
Dampf  drückt  das  Ventil  nach  oben  nnd 
den  Kolben  nach  unten  mit  fast  gleicher 
Stärke,  so  dass  beim  Aufziehen  nur  noch 
die  Reibung  zu  Uberwinden  ist.  Ein 
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zweites  Ventil  F.  dessen  hohle  Stange  Fiihrnng  dienen;  die  Arme  ee  Terbindea 
FS  die  Stange  KL  ron  V nnd  K ein-  die  Glocke  mit  der  Stange, 
scbliesst,  dient,  nm  den  Dampf  wieder  Es  gibt  aber  auch  do p pe  1 si  t zig* 
nach  seiner  Wirkung  zu  entfernen.  ROhrenvenventile  (Fig.  108).  Ven- 

Hoch  besser  aber  erfüllt  diesen  Zweck  til  AHBA  sitzt  an  Stange  CS,  nnd  ist 
das  Doppel  - oder  Late rnenventil 
(Fig.  100).  AA  und  BB  sind  die  bei- 
den Ventilteller,  SC  der  Stiel,  wodurch 
das  Ganze  aufgezogen  wird.  Der  bei 
D eintretendo  Dampf  ist  von  den  Ven- 
tilen nnd  ihren  Sitzen  umschlossen,  drückt 
also  das  eine  nach  unten,  ganz  so  wie 
das  andere  nach  oben.  Ein  Hebel  bei 
C hebt  also  das  Ventil  mit  geringer 
Kraft.  Hierauf  tritt  der  Dampf  ans  den 
beiden  ringförmigen  Rüumen  zwischen 
Ventilen  nnd  Sitzen  ans  dem  Ventilge- 
h&nse  heraus  in  die  Dampfkammer  F, 
von  wo  er  weiter  geleitet  wird. 

Es  gibt  aber  auch  doppelte  Röh- 
ren- oder  Glockentrentlle  (Fig. 

101).  Die  Ventilringe  hb  und  dd  sind 
fest,  das  Gehäuse  CC  mittels  des  Stie- 
les £F  beweglich.  In  I ist  das  Ven- 
til geschlossen,  die  Kegcifläche  aa  des 
einen  trifft  den  kegelförmigen  Umfang  an  beiden  Mündungen  erweitert,  aussen 
des  Tellers  bb,  nnd  die  Kegelfläcbe  ec  aber  kegelförmig  abgedrehu  Das  Vel- 
des andern  den  kegelförmigen  Umfang  tilgebäuse  EEFF  ist  mit  den  Sitzen  ££ 
des  Tellers  dd.  Der  bei  D einströmende  und  FF  versehen.  In  der  Abbildang 
Dampf  drückt  das  Ganze  von  oben  und  ist  der  bei  D zntretende,  den  inneren 
unten  gleichstark.  Mach  dem  Aufziehen  Veniilraum  ausfüllende  Dampf  von  dem 
gelangt  in  II  der  Dampf  zwischen  a and  mit  dem  lusseren  Ventilranm  eomBani- 
b und  auch  zwischen  c und  d in  den  cirenden  Rohre  G abgesperrt.  Wird 
Raum  A nnd  von  da  durch  B weiter.  das  Ventil  geöffnet,  so  gebt  iwiaeben 
Die  Bewegung  geschieht  (Fig.  102)  AA  nnd  ££  einerseits,  zwischen  MB 
vermittels  der  Flügel  ff,  welche  vom  nnd  FF  andererseits  der  Dampf  bln- 
Teller  G herablaufen,  und  der  durch  die  durch  nach  G. 

Stange  £F  bewegten  Glocke  CC  znr  Der  Condensator  dient  zum  Con^- 


Fig.  103. 


Digitized  by  Coogle 


Wärme. 


295 


Wärme. 


Fi(j.  104. 


•ir«a  4m  Dampfes  nach  vullbrachter 
ArWk  Ra  iat  oben  erwähnt,  dass  bei 
sielm  Maschinen  ein  solcher  nicht  ror- 
han4n  Ut,  Man  lasst , wenn  das  lets- 
tere  slattflndet,  oft  den  rerbrauchten 
Dampf  durch  einen  Vorwärmer  ge- 
hen, wo  er  das  Speisewasser  vor  dessen 
Eintritt  in  die  Speisepumpe  erwärmt 
(Fig.  104).  A ist  das  Blaserohr  eines 
sollen  Vorwärmers,  welches  den  Dampf 
laetst  ins  Krserroir  BC  leitet , DB  ist 
das  Ansgussrohr  der  Kaltwasserpompo  ; 
dasselbe  ist  mit  vielen  kleinen  Löchern 
versehen,  welche  das  Wasser  strahlen- 
förmig nach  BC  fuhren , wo  cs  vom 
Dampfe  erwärmt  grösstcntheils  durch  die 
bei  ('  mündende  Speisepumpe  in  den 
Dampfkessel  gedrückt  wird.  Das  öber- 
fl&ssige  Wasser  fliesst  durch  die  mit 
Schwimmer  S versehene  Köhre  FGII, 
der  übrige  Dampf  durch  Röhre  K ab. 

Der  Condensator  selbst  ist  ein 
gnsseisemes  Gefäss  AH  (Fig.  105), 
welches  von  aussen  stets  mit  kaltem 
Wasser  amgeben  ist,  und  in  welches 
inch  stete  kaltes  Wasser  (Injections- 
oder  Einspritzwasser)  in  einem  feinen 
Strablenbündel  einströmt.  Das  kalte 
Wasser  wird  durch  die  Kühlwasserpumpe 
C und  Bohr  DD  in  das  Reservoir  EFG 
geführt,  welches  den  Condensator  um- 
gibt Apparat  II  dient  zum  Einspritzen 
in  den  Condensator  selbst.  In  diesen 
Apparat  tritt  dos  Wasser  von  unten  aus 
dem  Reservoir  BBG,  und  durch  das  mit 


einem  Seilierbleche  geschlossene  Mund- 
stück HK  in  den  Condensator,  uud  zwar 
mit  grosser  Geschwindigkeit,  da  der 
Condensator  fast  luftleer  ist.  Ein  Ven- 
til an  Hebel  L und  Stange  LH  dient 
zum  Reguliren  des  Injectionswassers. 
Die  Luftpumpe  hat  zum  Zweck,  die  im 
Einspritzwasser  befindliche  atmosphärische 
Luft  und  den  nicht  condensirten  Dampf, 
sowie  das  ' condensirto  Wasser  fortzn- 
schaffen.  Es  ist  eine  Säugpumpe  mit 
durchlöchertem  Kolben  O,  Säugventil  M 
und  Druckvcntil  fV;  bei  A'  fliesst  das 
warme  Wasser  in  dos  Ueisswasserreser- 
voir  NO.  ein  kleiner  Theil  davon  wird 
durch  die  Speisepumpe  mittels  des  Sang- 
rohrs O dem  Kessel  als  Speisewasaer 
wieder  zugefübrt.  Das  Ausblascrohr  R, 
welches  ein  nach  aussen  sich  öflnendes 
Ventil  hat  (Ansblaseklappe),  dient  zum 
Abiciten  der  Luft,  welche  sich  bei  län- 
gerer Ruhe  der  Maschine  im  Condensa- 
tor sammelt.  Um  den  Druck  im  Con- 
densator zu  messen,  dient  die  Barometer- 
probe, ein  verkürztes  Barometer. 

C)  AnordnungdcrMaschinen- 
t h e i I e. 

Die  Dampfmaschine  erzeugt  wie  die 
Wassersäulcnmaschine  zunächst  nur  eine 
auf-  und  abgehende  Bewegung  des  Kol- 
bens. Mittels  eines  Hebels  lässt  sich 
derselbe  weiter  fortpflanzen , wenn  die 
Art  der  Arbeit  eben  auch  nur  eine 
solche  Bewegung  erfordert.  Soll  aber 
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Fig.  105. 


eine  Kreibbewrgung  entstehen , so  ist 
eine  Zwisehenmnschino  nOthig.  Dieselbe 
besteht  aus  der  Knrbel  oder  dem 
Kr  umm  z spf  en  , der  Kurbel-, 
Lenk-  oder  Pleielstangc,  endlich 
dem  S e h w II  n g r a d e. 

Die  Kurbel  CA  (Fig.  106)  ist  ein 
Theil  der  Welle  C,  durch  die  Kurbel- 
stange  AB  ist  sie  mit  der  Kolbenstange 
BF  verbunden.  Die  GradfOhmng  D 
dient  dazu,  dass  der  Stangenknpf  B von 
der  Kurbclstnnge  nicht  zur  Seite  gezo- 
gen wird.  Damit  ferner  die  Kurbel- 
wello  C bei  der  veränderlichen  Wirkung 
der  Kurbrislange  sich  nicht  ungleich- 
fflmiig  bewegt,  ist  ein  an  der  Peripherie 
schweres  Schwungrad  angebracht. 

Die  Maschinen  ihcilt  man  ein  : 

I.  Nach  der  Anzahl  der  Cjliniler  in 
ein-  und  zwcirylindrige. 

II.  In  Hinsicht  auf  deren  Art  in  sol- 
che mit  festen  und  mit  beweglichen  Cy- 
lindern  Im  ersten  Falle  können  die 
Cylinder  sein  vertical.  horizontal  oder 
geneigt,  im  zweiten  schwingend  odir 
rotirend. 

III.  Der  Dampfwirkung  nach  sind 
die  Maschinen  einfach  oder  doppelt  wir- 
kend, 

IV.  In  RQcksicht  auf  die  Ucberlragnng 


Kig.  KHl. 
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kende  Maschine  (Fig.  107)  wirkt 
unmittelbar  durch  die  Kolbenstange  DB, 
an  welcher  sieh  die  Last  Q befindet, 
welehe  mit  dem  Kolben  dureh  den  Dampf 
rmporgehohen  wird,  und  durch  eigene 
Sebwere  wieder  sinkt. 

Bei  der  einfm  lien  Maschine  mit  Ba- 
lancier I Fig.  108)  greift  die  Kulben- 
slniige  DK  ins  Biilaneier  AOH,  welches 
sieh  um  O dreht,  AL  ist  das  Verbin- 
dungsglied beider,  an  Stange  ist  die 
Last  angebracht. 


der  Kraft  direct  o<ler  indirecC  wirkend. 

Im  letzteren  Falle  sind  die  Maschinen  in 
solche  mit  und  ohne  Balancier  zu 

theReh. 

Direct  rotirend  wirkende,  sogenannte 
Rotntionsmaschinen  sind  zwar  vorge- 
schlagen  worden,  haben  aber  nie  all- 
gemeinere Verbreitung  gefunden.  Bei 
ihm  wünle  der  Dumpf  auf  die  Schaufeln 
eines  Rades  strdmen  und  dies  direct  in 
Bewegung  setzen. 

Eine  einfach  und  direct  wir- 

Fig.  109. 


4' 

r 


Btii  Amt  12  6g  e n Je  n,  JoppcU  untl  vhcj;i  tlur  Kolb*  n /J  (t'ig- 109)  miiieU  der 
direct  wirkenden  Maschine  be-  Stange  UF  einen  iwcileö  Kolben 

Fi(r.  110. 


Fiß.  108 
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Kurb«liUig«  EK  und  Kurbel  MK  eowie 
Schwungrad  SS  dienen  tnr  Ertcugnng 
einer  regclmäesigen  Bewegung. 

Bei  derdoppeltwirkcndenMa- 
• chine  m i t B a I a n ei c r und  Dreh- 
bewegung (Fig  110)  i«t  MK  der 
Krummzopfen , BK  die  Lcnkatange,  SS 
dse  Schwungrad. 

Maecbinen  ohne  Balancier  (Fig.  111) 


Fig.  111. 


und  ohne  X.enkstange  (Fig.  112)  lind 
leicht  versUndlich  Die  letztere  entbilt 
zugleich  einen  schwingenden  Cylinder, 
der  ebenso  wie  die  andern  doppelt  wir- 
kenden Maschinen  bei  F mit  einem  Lei- 
tnngsapparat  rersehen  ist. 

Die  schwingende  Bewegung  geht  in 
eine  drehende  ttber,  wenn  die  Entfer- 
nung CM  der  Schwingungsaxe  C von 
der  Drehaxe  M kleiner  als  die  Lknge 
MK  des  Knrbelarmes  ist. 


Diesweicylindrigedoppeltwir- 
kende  Maschine  ohne  Balaneir- 


Fig  112 


Fig.  114. 
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• Unge  nacli  MaudaUy  (Fig.  113)  hat  Maicbine  lelbat  auf-  und  abgeschoben, 
2 Kolbcntungeo  Bl)  durch  Querbaupi  dies  geschieht  entweder  mittelst  des  Excen- 
rerbunden,  welche  durch  eine  dritte  trik,  einer  excentrischen  Scheibe,  oder 
Siangeiiemit  einem  xweitcn  Querhaupt  mittelst  oscillirender  Hebel ; das  erstere 
E »erbunden  ist,  welches  in  einer  Füh-  wird  gewöhnlich  bei  doppelwirkenden, 
rnng  xwischen  beiden  Cylindern  sich  be-  die  lelzlern  bei  einfachwirkenden  Maschi- 
wegt,  und  mit  der  Knrbelstange  io  Ver-  nen  angewandt,  die  keine  Kreisbewegung 
bindong  steht.  haben. 

Die  Woolfsche  aweicylindrige  Das  Excentrik  kommt  in  verschie- 
Maschine  (Fig.  114}  hat  2 ungleiche  denen  Formen  vor.  Am  gewöhnlichsten 
Cylinder,  deren  Kolben  gleichseitig  auf-  ist  das  Kroi  s exce  ntrik,  bestehend 
und  niedergehn,  und  durch  die  Kolben-  ans  einer  gusseisernen  cylindrischen 
Hangen  DE  und  in  ein  Balan-  Scheibe  A CA  (Fig.  116)  die  sich  um  Axe 

der  ACB  eingreifen.  Der  Dampf  wirkt  D dreht,  welche  nicht  durch  den  Miuel- 
erst  im  kleineren  Cylinder  und  tritt  dann  punkt  C geht  und  an  der  Schwungwelle 
in  den  grossem.  angebracht  ist ; sie  wird  von  einem  eiser- 

Bei  der  Maschine  mit  2 schief-  nen  oder  messingenen  Bande  umgeben, 
liegenden  Cvlinderu  (Fig.  116)  welches  an  eine  aus  2 Eisenstkbeo  be- 
icbliessen  die  KolbensUngen  DE  und  stehende  Stange  ABA  (ExcentriksUnge) 
D.E.  an  die  Kurbeln  MK  und  MKi  an.  anschliesst.  Das  Ende  dieser  Stange  ist 
Winkel  = DWD,— 90“.  Bei  den  mit  der  Handhabe  II  versehn  und  greift 

Dampfwagen  liegen  beide  Cylinder  auf  in  den  Ort  des  Winkelhebels  KB,  an 
einer  Seite,  und  dann  ist  DAD  = 0,  dessen  anderm  Ende  die  Schicbestange 
/fjffi'i— 90*.  sich  befindet.  Ein  dritter  Arm  h'F  trägt 

Dia  innere  Steuerung  wird  durch  die  ein  Gewicht  G,  um  das  der  Schieber- 


Fig.  116. 


Fig.  115 
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Fig.  117. 


»tange  auszugleichrn.  In  dem  der  Mit- 
telpunkt C des  Excentrik  bei  jeder  Dre- 
hung der  Sehwungwclle  einen  Krei«  be- 
(cbrcibi,  wird  die  Scheibe  um  die  Entfer- 
nung Cl>  auf-  und  abgeschoben,  die  Lenk- 
atangc  geht  also  um  das  Stück  2CI)  hin 
und  zurück ; diese  Bewegung  wird  auf 
die  Schieberstange  übertragen  und  das 
Schicberremil  auf  und  ab  geschuben. 

Es  ist  bei  manchen  Maschinen  nCthig, 
sie  zu  Jeder  Zeit  umstcuern  zu  können, 
d.  h.  ihre  Bewegung  in  die  entgegenge- 
setzte zu  verwandeln.  Dazu  muss  man 
der  Steuerung  die  entgegengesetzte  Stei- 
lung geben. 

Dies  geschieht,  wenn  das  Excentrik 
(Fig.  117)  noch  mit  einem  zweiten  Win- 
kelhcbel  Ä,  verbunden  ist,  welches 
durch  die  Stange  E,L  mit  dem  ersten 
zusammenhüngt.  Beim  Umsteuern  wird 
beim  mittleren  Stande  des  Dampfkolbens 
die  Excentrikstangc  mit  ihrem  Ängc  von 
dem  Bolzen  B des  ersten  Hebels  abge- 
hoben und  mittelst  der  Handhabe  .V  dem 
obem  Hebel  so  zu  bewegt,  dass  das  Auge 
über  dem  Bolzen  ß,  liegt.  — Die  Go- 
sammtanordnung einer  Watls’chcn  Nieder- 
druckmaschine kann  am  besten  als  Schema 
für  die  Dampfmaschinen  überhaupt  dienen. 
A (Fig.  118)  ist  der  Dampfcylindcr,  ß 
der  Tricbkolben,  C die  Dampfkummer, 
in  welcher  der  durch  das  Dampfruhr  n 
zugeleitete  Dampf  durch  den  Schieber  bb 
verthcilt,  bald  Uber  bald  unter  den  Kol- 
ben tritt.  I)  ist  der  Condensntor,  K die 
Luftpumpe.  Der  durch  liohrrfaus  dem  Cy- 
lioder  in  denCondensator  tretende  Dampf 
wird  hier  condensirt.  Die  Pumpe  £ führt 
die  ausgepumpte  Luft  und  das  Wasser 


in  Ueservoir  £',  wo  die  Luft  durch  Oeff- 
nungen  im  Deckel  entweicht,  das  Was- 
ser zum  grössten  Theil  durch  ein  Seiten- 
rohr abfliesst,  cum  kleineren  Theil  auf 
dem  Wege  nn  in  die  Speisegünge  m fliesst 
und  durch  Rohr  oo^p  in  den  Dampfkea- 
scl  gedrückt  wird.  Kaltwasscrpumpe  f 
findet  sich  hinter  der  Speisepumpe ; sie 
führt  fortwührend  kaltes  Wasser  durch 
Rohr  qr  in  das  Reservoir,  welches  D 
und  K umgibt.  O ist  die  Kolbenstange, 
NMQ  die  Luftpumpe;  Speise-  und  Katt- 
wasserpumpenstangen,  alle  4 befinden  sieh 
an  dem  hier  nicht  sichtbaren  Baiander, 
welches  durch  Watt’scbes  Parallelogramm 
(vergl.  den  entsprerhenden  Artikel)  ge- 
führt wird.  Die  Kurbelstange  tbeilt  die 
schwingende  Luft  dem  Krummzapfen  HK 
mit,  und  durch  das  Schwungrad  LL  wird 
dieselbe  in  eine  drehende  verwandelt. 
Auf  der  Welle  dieses  Rades  sitzt  das 
Kreisexcentrik,  welches  durch  die  Lenk- 
stange s t und  den  (nicht  sichtbaren)  Win- 
kelbcbcl  die  Steuerstnnge  auf  und  ab 
bewegt. 

In  ( ist  der  Centrifngalregnlator  (vgl. 
den  entsprechenden  Artikel)  angebracht, 
der  durch  eine  Schnur  ohne  Ende  xx 
und  das  Räderwerk  c mit  der  Schwnng- 
rndwelle  verbunden  und  durch  dieselbe 
umgedreht  wird.  Dieser  Regulator  steht 
durch  seine  Stangen  und  den  Hebel  s 
mit  dem  Drosselventil  im  Dampfrohre 
der  Art  in  Verbindung,  dass  bei  zuneh- 
mender Geschwindigkeit,  wobei  die  Me- 
tallkugeln  auseinandergehn,  das  Ventil 
geschlossen,  also  der  Dampfzntritt  ver- 
hindert wird. 

Die  Querschnitt  der  Can&le,  welche 


Digitized  by  Google 


Wärme. 


301  • 


Wärme. 


*Fig.  118. 


der  Dampf  von  der  Dämpfkammer  bi> 
znm  Cylinder  durclil&uft.  müssen  eine 
gewisse  GrOsso  haben  , um  dem  Dampf 
nngehindorten  Durchgang  su  gewähren. 
Man  macht  denselben  am  besten  gleich 
dem  Querschnitte  des  Dampfrohres,  also 
der  KolbenfUclie , bei  llochdruckma- 
•ehinen  bis  .itj.  Die  Mündung  der 
Wege  ist  aut  dem  Gründe  mehr  breit 
alt  hoch,  damit  die  Bewegung  des  Schie- 


bers weniger  Arbeit  erfordert,  das  Ver- 
haltniss  der  Breite  sur  Höhe  ist  4 so  1 
auch  5 SU  1 Da  aber  die  Dampfwege 
auch  nach  und  nach  geschlossen  und  ge- 
öffnet werden,  so  ist  der  Gleichmässig- 
keit  der  Bewegung  wegen  nOthig,  dass 
der  Dampfweg  schon  dann  sich  su  öffnen 
nnd  SU  schliesscn  beginnt,  wenn  der 
Kolben  seinen  Weg  noch  nicht  gans  voll- 
endet hat.  Das  nennt  man  Voreilen 
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de<  Schieben.  Dazn  lind  gewisse  Ver- 
hUtnisse  swiscben  den  Uimcnsionen  der 
Dampfwego  ond  des  Schiebers  and  ge- 
wisse Stelinngen  des  Exccntrik  zum 
Krummzapfcn  nOthig.  Das  Voreilcn  des 
Schiebers  in  Bezug  auf  den  Abfluss  be- 
trigt  bis  d.  b.  der  Schieber  stellt 
beim  höchsten  oder  tiefsten  Kolbenstande 
eine  AbflnssOS'nnng  her.  deren  Höhe 
bis  Ton  dem  ganzen  Wege  des  Schie- 
ben ist.  In  Bezug  auf  den  Dampfzu- 
tritt ist  das  Voreilcn  aber  nur  .|)j. 

Seien  V W und  M (Fig.  119)  die  drei 
Dampfwege ; V fOhrt  den  Dampf  Ober 
unter  den  Kolben,  M in  diefreieLuft 
oder  den  Condensator.  Vor  seinem  Ein- 
tritt in  den  Cjrlinder  umgibt  der  Dampf 
den  Schieber  ron  Aussen,  und  geht  durch 
H',  wenn  derselbe  heranfgelnssen,  durch 
y,  wenn  er  hcrabgelassen  ist.  (Diese 
Einrichtung  ist  bei  den  Hochdmekma- 
schinen  gewöhnlich , während  bei  den 
Niederdrnckmaschinen  gewöhnlich  der 
Dampf  durch  die  Oeffnung  JKT  cintritt, 


und  nach  seiner  Wirkung  den  Schieber 
von  Aussen  umgibt.) 

In  der  milticrn  Stellung  des  Schieber  I 
und  V ist  der  Cylinder  völlig  geKblos- 
sen , bei  Ilcrabriicken  in  II  öffnen  sieb 
eben  beide  Kanäle;  in  der  tiefsten  Stel-  I 
lang  III  sind  sie  ganz  offen,  und  beim 
HeraufrUcken  IV  beginnt  wieder  der  Ab- 
schluss, der  in  V vollendet  ist.  Es  soll 
aber  ein  Voreilcn  des  Schieber  sultfia-  | 
den,  d.  h.  beim  höchsten  und  tiefstes 
Kolbenstande  die  Wege  schon  etwas  er- 
öffnet sein.  Dies  geschieht,  wenn,  srie  | 
hier,  die  Stellungen  I und  V etwas  vor  ( 
dem  höchsten  und  tiefsten  Kolbrnstsnds  | 
eintreten.  Die  Breite  der  Schieberfliriie  | 

RT  wirkt  ebenfalls  auf  Beginn,  Zeitssd  | 
Ende  des  Verschlusses  ein.  i 

Um  nun  zu  ersehen,  welche  Stcllosf  | 

des  Excentrik  gegen  den  Krummzapfc*  | 

die  bczcichneten  Schieberstelinngen  er-  | 

fordern,  ist  etwas  Uber  die  Bewegung  dis-  | 
ser  Maschinentheile  voranznachieken.  | 

Sei  A der  Mittelpunkt  der  Wans  des  | 
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Kurbel,  C die  Drrbiixc  derselben,  CA:zr 
(Fig.  120)  wenn  derselbe  Weg  AP  in- 
rSckleut,  rom  hficbsien  (todien)  Punkt 
sa  einem  beliebigen,  so  wird  Lcnksinnge 
AD=zt  in  PQ  gelangen,  also  der  Weg 
Siangeneiides  D in  der  Ccntrallinie 
■ein : 

DQ  = AN+KQ-AD, 

oder  wenn  DQ  = t,  Winkel  i4CP=^  gc- 

setxl  wird : 

»=:r  — reo»(S+y'j>  — r*  sin  /»*  — / 


dem  todien  Punkte  A stehen  soll,  weil 
ja  dies  vor  Beendung  des  Spieles  ein- 
treten  soll.  Dreht  sich  non  die  gemein- 
schaftliche Welle  des  Excentrik  nnd  der 
Kurbel  im  Winkel  OCP=ß  = O^CP^,  so 
ist  der  Weg  des  Schieber 
lUP  = r»tnß; 

wahrend  dieser  Zeit  aber  legt  der  Kol- 
ben den  Rest  AE  seines  Aufganges,  nnd 
den  Weg  AM,  seines  Niederganges  lu- 
rück.  Die  Entfernung  von  seinem  mitt- 
leren Stande  C ist  also; 

CM,  z=r,  cos(ß—n). 

Setit  man  nun  MP  = y,  CM,=x,  fBr  ß 
alle  Werihe  von  0 bis  2n,  so  hat  man 
die  Bcziehnng  der  Kolben  zur  Schieber- 
Stellung  Tor. 

Aus  den  Oleichnngen: 

-^  = sin^, 

* 

— = coi^coifi— tin^im  er, 


! ' V f O / — cosa +.^tgo  = cof /}, 


oder  da  sehr  klein  ist,  annähernd: 

,,  . r*sin^* 

* = r(l-coi/f)  = — 

flr  das  folgende  soll  sogar: 
s = r(l— cos^) 

gesetzt,  also  l nnendlich  gross  gedacht 
worden.  Denkt  man  sich  eine  Warze, 
dis  grössem  Dnrrbmesser  als  der  War- 
aenkreis  hat,  so  ist  dies  eben  ein  Excen- 
trik, and  diese  Formel  gilt  auch  für  letz- 
teres. Bedenkt  man  nnn,  dass  der  Dampf- 
■ehieber  durchs  Excentrik,  die  Kurbel 
aber  durch  den  Kolben  gestellt  wird,  so 
folgt,  dass  bei  der  mittlern  Stellung  des 
Sehieber  auch  das  Excentrikmiltcl  in  der 
kUtta  O (Fig.  121),  die  Warxenaxe  0, 
m einen  Winkel  0,CA  = a vor 


erhilt  man  durch  Elimination  von  sin /li 

2^  + (— + ^.ga)‘=l 
r*  \r,cosa  r / 

offenbar  die  Gleichung  einer  Ellipse. 

Denkt  man  sich  also  x nnd  y als  Co- 
ordinalen,  so  erhält  man  diejenige  Curre, 
welche  die  Beziehung  der  Schieber-  inr 
Kolbcnsiciinng  versinnlicht,  und  dies  ist 
eine  Ellipse.  Es  ist  hierbei  nicht  grade- 
zu  nüthig,  X und  y ais  rechtwinklige  Co- 
ordinaten  zu  betrachten.  Ußgen  diesel- 
ben daher  den  Winkel  1 mit  einander 
machen,  und  führen  wir  mit  Beibehal- 
tung des  Anfangspunktes  neue  rechtwin- 
klige Coordinaten  { und  y ein,  wo  die 
Axe  der  f mit  der  der  y Zusammenfäl- 
len soll,  dann  ist,  wie  leicht  tu  sehn  i 
y=-*sinl,  | = y+*cosl. 
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El  ist  dann  leicht  sii  sehen , dass  das 
mit  { T)  mnitiplicirle  Glied  verschwindet, 
wenn  man 

cos  i = — sinn 

seist,  in  welchem  Falle  also  die  Axcn 
{ und  I)  die  Hauptnxen  sind. 

Uebrigens  ist  dann  die  Gleichnng : 

+ — =1 
r'cosn*  r,'sinl*  ’ 

also  die  Halbachsen  gleich  rcosn  und 
r,  sin  i. 

Die  Figur  (Fig.  122)  seigt  nun  die 
Bewegung  des  Dampfschiebers  mittelst 
des  Kxcentrik.  Vom  Dampfkoiben  A' 
mittels  der  Knihenstange  A/>  nnd  der 
Kurbelslange  OA  wird  der  Krnmmsapfcn 
CA  urogedreht.  auf  dessen  Welle  C das 
Excentrik  festsitxt.  Der  Mittelpunkt  B 
des  Ictxtem  dreht  sich  wie  die  Warze 


eines  zweiten  Kmmmzapfons  gemein- 
schaftlicli  mit  der  Welle  0,  beschreibt 
also  einen  Kreis  mit  Halbmesser  CB. 
Der  Schieber  RS,  dessen  Bewegung  oben 
betrachtet  norden  ist,  ist  auch  die  ge- 
gliederte Stange  FO'R  mit  dem  gleich- 
armigen Hebel  Eh'  veihunden,  welcher 
miticlst  einer  andern  Stange  BC  an  den 
Mittelpunkt  B des  Kxcentrik  angeschloe- 
sen  ist.  Der  Schieber  bewegt  sich  also 
in  entgegengesetster  Kichtung,  als  wenn 
er  unmittelbar  in  £ an  die  Excentnk- 
slange  angebracht  wkre,  d.  h.  ganz  so, 
als  wenn  er  unmittelbar  an  einer  F.xcen- 
trik  sich  hef&nrie,  de.ssen  Warze  B,  ge- 
genüber H lüge. 

Wllre  nun  ACB,.  d.  h.  der  Cenlri- 
winkel  zwischen  Warsenroilte  und  Ex- 
ccntiikmitte  gleich  einem  Rechten,  so 
würde  der  Schieber  AS  in  der  Mitte 
stehn,  w enn  der  Kolben  K am  Ende  sei- 
nes Weges  sich  befindet,  und  wenn  Eetz- 
terer  den  halben  Hub  erreicht  bat.  Er- 
sterer  am  Ende  seines  Weges  sein.  Das 
Voreilen  des  Schiebers  also  bedingt,  dass 
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ACB^  um  eine  gewiete  Gröue  ACO  = a 
gr6i>er  als  90*  sei. 

Soll  nnn  der  Schieberweg  rer&ndert 
werden,  am  eine  andere  Zeit  dei  Dampf- 
ibiperrens  and  Damprsniasiens  za  er- 
zielen. so  mnei  der  Drebangapnnkt  X 
dee  Hebel  KF  verändert  werden.  Dann 
verwandelt  eich  dieser  Hebel  in  einen 
angleicbarmigen.  Zn  demselben  Zweck 
dient  ein  Koppelexccntrik  (Fig.  123). 

B and  ff  | sind  die  Mittelpanktc  zweier 
am  C lanfcnden  Excentriks,  die  einander 
genan  geggenfiberstebn.  Sie  sind  darch 
Stangen  ff£  and  £,£,  an  den  gleich- 
armigen Hebel  ££,  befestigt,  dessen 
Drehpnnkt  beliebig  gehoben  and  gesenkt 
werden  kann. 

Dieser  Hebel  ergreift  den  Kopf  F der 
Schieberetange  FR,  mit  der  er  jedoch 
nicht  fett  verbanden  ist.  Der  Schieber 
wird  also  nur  in  der  Kichtnng  seiner 
Stange  FR  vom  Hebel  hin  and  herge- 
schoben.  Nimmt  man  die  Stangenlange 
BE=.B,E^  sehr  gross  gegen  die  Ärm- 
linge CB  nnd  to  ist  anzanehmen, 

dsM  die  Angriffspankte  E and  E,  in 
der  Bichtang  CF  denselben  Weg  machen, 
wie  die  Excentrikmitten  B und  £,.  Der 
Weg  von  E,  ist  nun  dem  von  £ ent- 
gegengesetzt, to  dass  der  Mittelpunkt 
X des  Hebels  EE^  seinen  Ort  behüt, 
and  der  Weg  eines  andern  Punktes  nm 
to  viel  kleiner  als  der  Weg  von  E ist, 
alt  seine  Entfernung  XF  kleiner  alt 
XE  ist. 

Ist  also  t = KB  = LE  der  Weg  des 
Schiebers  für  den  Fall,  dass  er  nnmittel- 
bar  an  das  Excentrik  B angebracht  wäre, 
so  ist  jetzt: 

- 


also  der  Weg,  wenn  der  AngriSTspankt  F 
der  SehiebersUnge  von  der  Hebelmitte  X 


um  y = X£  entfernt  and  XE—\L  = e 
die  Ärmlinge  ist. 

Durch  Heben  und  Senken  des  Cen- 
tmmt  kann  nun  die  Armlänge  XF  zwi- 
eeben  den  Werthen  + C nnd  also  anch 
der  Schieberweg  zwischen  den  Werthen 
t und  — t beliebig  indem.  Hebt  man  X 
in  das  Niveau  der  Schieberttange , so 
findet  Ruhe  statt;  hebt  man  X darüber 
hinaus,  so  wird  die  Bewegung  der  Stange 
die  entgegengesetzte.  Es  kann  also  auch 
ein  Umtteuern  stattfinden.  Der  Apparat 
heisst  Stephenson'sche  Coulistcnsteuerang. 
Anch  die  Ventile  kennen  durch  Ex- 
centriks bewegt  werden,  jedoch  eignen 
sich  hierzu  Hebelwerke  besser,  weil  hier- 
bei ein  schnelleres  Oelfnen  and  Schlies- 
sen  stattfindet. 

Bei  Maschinen,  wo  keine  Rotation  staU- 
findet,  ist  natürlich  nar  die  letztere  Steae- 
rungsart  möglich.  — Eine  vollkommene 
Ventilsteaerung  mit  Excentrik  hat  s.  B. 
die  Rcvollier’sche  Maschine.  A ist  (Fig. 
124)  der  in  der  Leitung  LL  gleitende 
Kopf  der  Kolbenstange;  diese  wird  mittels 
der  Stopfbüchse  S ans  dem  Dampfcjlin- 
der  geHlhrt.  AB  ist  die  Knrbelstange, 
BC  die  Kurbel,  durch  welche  die  Dm- 
setznng  der  gradlinigen  Bewegung  vonA 
in  die  rotirende  Bewegung  der  Welle  O 
des  Schwungrades  KR  erfolgt.  Aaf  die- 
ser Welle  siuen  2 Excentriks  £ nnd  E,, 
an  dem  erstem  ist  noch  die  Kurbel- 
stange  P für  die  Speisepumpe  angebracht ; 
beide  greifen  mit  ihren  Stangen  F nnd 
und  F,  in  die  Stephenson’sche  Conlisse 
GG„  in  welche  der  Kopf  der  Stange  KD 
eingreift,  wodnrch  die  Steuerventile  be- 
wegt werden.  Die  Conlisse  ist  in  der 
Mitte  M an  einen  am  0 drehbaren  He- 
bel NQ  aufgehingt,  welcher  mittelst  des 
Gewichts  Q iqnilibrirt  ist.  Arm  OU,  der 
mit  Hebel  NQ  ein  Ganzes  bildet,  dient, 
nm  die  Conlisse  so  zu  stellen,  dass  sie 
den  Stangenkopf  K in  jeder  beliebigen 
Stelle  zwischen  den  Aofbängepnnkten 
G nnd  G,  ergreift.  Die  Einwirkung  auf 
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Fig.  124. 


die  Venlilo  gescliivlit  dann  mittcli  der 
Bunge  Kl). 

Die  Steuerung  der  Ventile  durch  He- 
bel- und  Sperrklinkenapparat  gcachiclit 
im  Wesentlichen  wie  bei  der  Wasser- 
eäulcnmasrhine  (vergleiche  den  betreten- 
den Artikel). 

Soll  lange  vor  dem  Ende  des  Kulbcn- 
weges  der  Damprznfliuis  nnfgehohen  wer- 
den, nlso  Expansion  eintreten , so  muss 
noch  eine  Absperrnngsklappc  angebracht 
werden , welche  durch  ein  besonderes 
Hcbclwcrk  in  Bewegung  gesetst  wird, 
oder  der  Mechanismus  ist  so  eiueuricb- 
ten,  dass  swar  Zulass-  und  Ablassventil 
sich  gleichzeitig  eröffnen,  jedoch  das 
Znlassvcntil  sich  eher  als  das  jenseitige 
Ablassventil  schliesst.  Dies  wird  durch 
die  am  Stcuerbaume  angebrachten  Knag- 
gen bewirkt.  Dasselbe  wird  auch  durch 
den  Expansionsschicber  erreicht , von 
dem  sogleich  die  Kede  sein  soll. 

Einfach  wirkende  Maschinen  bedürfen 
aber  auch  noch  besonderer  Vorrichtun- 
gen zur  Kegulirung  ihres  Ganges. 

Ein  Stellventil  im  Dampfrohrc  regu- 
lirt  die  Geschwindigkeit.  Dasselbe  kann 
mit  der  Hand  gestellt  werden.  Der 
Kolbenweg  wird  rcgnlirt  entweder  durch 
Heben  und  Senken  des  Lagers  der  Ein- 
lassklappe, oder  Veränderung  der  Stel- 
lung der  Knaggen  am  Stcuerbaume. 
Zur  Regniimng  der  Zeit  des  Kolben- 
apiclcs  aber  dient  der  Kaurakt,  ein  Ap- 
parat, durch  welchen  am  Ende  jedes 
Kolbcnspieles  eine  beliebige  Panse  her- 
gestellt werden  kann.  Einer  der  ge- 
bräuchlichsten Katarakten  ist  der  fol- 
gende. Eine  Wosserpumpe  IIL  (Fig. 


125)  ist  mit  dem  MOnchskolben  II  und 
zwei  Ventilen  F und  IF  versehen;  dal 
crstcre  schliesst  nach  innen,  das  letztere 
nach  aussen.  Der  Ausschuh  dieser  Ven- 
tile aber  kann  durch  die  Stellung  der 
Stangen  F,  und  IF,  mit  Hülfe  der 
Kurbeln  F,  und  IF,  beliebig  geändert 
werden.  Der  ganze  PumpenkOrper  be- 
findet sich  in  dem  mit  Wasser  angelSII- 
ten  Kosten  A’A'.  Wird  der  Pnmpenkol- 
ben  aufgezogen,  so  flicsst  durch  Ventil 
V Wasser  aus  dem  Kasten  in  den  Pnin- 
penkOrper,  beim  Niedergange  wird  dnreh 
Ventil  IF  das  Wasser  aus  dem  Pnm- 
penkOrper  in  den  Kasten  zurückgedringt. 
Zum  Auf-  und  Nicderzichcn  aber  dienen 
zwei  mit  Gewichten  ()  und  (1,  be- 
schwerte Hebel  f und  q , ; der  eine  da- 
von q hat  jedoch  noch  einen  dritten 
Arm,  welcher  mittels  einer  horizontalen 
Stange  s an  einen  andern  dreiarmigen 
Hebel  r angcschlosscn  ist,  dessen  beide 
Arme  in  die  Scheeren  n,  nnd  p,  der 
Stangen  n und  p cingreifen.  Dieses 
sind  die  Stangen,  welche  durch  ihr  Anf- 
und Absteigen  die  Sperrklinken  aushaken, 
wodurch  Gewichte  niedcrfallen  nnd  die 
Ventile  sich  Offnen. 

Während  des  Kolbcnanfganges  nun 
ergreift  eine  besondere  Knagge  K des 
Stcuerbanmes  den  Hebel  o,,  hebt  Ge- 
wicht (>,  , wodurch  das  Gewicht  (1  i® 
Thätigkcit  tritt  nnd  den  Kolben  II  des 
Kataraktes  hebt,  und  zwar  nm  so  lang- 
samer, je  mehr  der  Hub  des  Säugven- 
tils F beschrankt  ist.  Das  niedersin- 
kendo  Gewicht  aber  hebt  durch  s und  r 
die  Stange  «», , was  durch  Anshake« 
eines  Gewichtes  den  Anfang  eines  neu« 
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SpieU  eiolcitct;  beim  Niedergänge  des 
Dampfkolbena  sieht  sich  die  Knagge 
nnter  f,  xnrück,  Gewicht^,  drückt  anf 
den  Kolben  H mittels  des  Hebels  f, 
nnd  es  wird  Wasser  ans  dem  Fumpen- 
kOrpar  heransgedrückt  ■,  der  Mechnnis- 
mna  sr  macht  dann  eine  rückgängige  Be- 
wegung, die  Stange  p^p  wird  gehoben, 
es  wird  ein  anderes  Gewicht  ausgebakt, 
welches  den  Aufgang  des  Dampfkolbcns 
bewirkt.  Die  Zeit  des  Auf-  und  Nieder- 
ganges des  letzteren  hängt  also  von 
der  Oeffnung  der  Ventile  V und  \V  ab, 
welche  belieoig  regulirt  werden  können. 


Wir  kommen  jetzt  znm  Expansions- 
sehieber,  d.  h.  demjenigen,  welcher  den 
Dampf  während  des  Rolbcnweges  ab- 
sperrt. 

Schon  oben  wurde  aber  gezeigt,  dass 
ein  solches  Absperren  durch  einen  ein- 
zigen Verthcilungsschieber  bewirkt  wer- 
den kann,  wenn  man  ihn  so  cinrichtet,  dass 
er  noch  über  die  Dampfwege  hinans- 
greift  (eine  Bedeckung  erhält). 

Aber  noch  vollständiger  wird  dies  durch 
ein  gezahntes  oder  abgestnftes  Excentrik 
erreicht.  Ein  solches  besitzt  die  Saul- 
nier’ache  Maschine.  Das  Excentrik  so- 


Fig.  126. 
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wohl  wie  die  Welle  wird  hier  von  einem 
mit  Frictiongwalzen  versehenen  Doppel- 
rahmen nmfasst,  mit  dem  eine  horizon- 
tale Excentrikstange  fest  verbanden  »t. 
Ein  Winkelhebel  verbindet  damit  die 
veriiralc  Schiebcritange.  Das  Excentrik 
hat  nun  vier  Stufen  (Fig.  126),  zwei 
aufiteigendo  und  zwei  absteigende , a,  b 
und  o,,  6,.  Im  Anfang  sei  der  Schie- 
ber oben  wie  S, , beim  weitern  Umdre- 
hen gelargt  die  erste  Stufe  a an  ein 
Rädchen  rechts  r,  der  Rahmen  wird  nach 
rechts,  der  Schieber  nach  unten  gescho- 
ben in  die  Stellung  S,,  dann  schiebt 
sich  die  zweite  Stnle  6 unter  r,  dieEx- 
centrikstangc  wird  weiter  rechte,  der 
Schieber  noch  mehr  nach  unten  gescho- 
ben, so  dass  er  die  Stellung  S,  an- 
nimmt. Dann  gelangt  aber  die  Stufe 
n,  unter  ein  Rädchen  links  r,,  das 
Excentrik  schiebt  die  Excentrikstange 
nach  links,  den  Schieber  aufwärts  in  Stei- 
lung Endlich  kommt  Stufe  i,  unter 
r,,  dio  Excentrikstange  geht  weiter  linkt, 
und  der  Schieber  nimmt  Stellung  S^  an. 

Damit  die  Dampfwege  rechtzeitig  ge- 
CfTnet  werden , muss  seine  innere  Länge 
viermal , seine  äussere  sechsmal , sein 
Weg  dreimal  so  gross  sein  als  die  Hohe 
eines  Dampfkanala  oder  einer  Zwischen- 
wand. Ferner  muss  er  beim  mittleren 
Kolbcnstande  um  beim  Ende  des 
Hubes  um  die  andern  { seines  Weges 
fortrUcken,  die  Stufe  b muss  also  die 
doppelte  Hohe  der  Stufe  a haben. 

Die  Stolen  sind  folgcndermaassen  zu 
constniiren. 

Zwei  Durchmesser  AA,  und 
(Fig.  127)  theilcn  das  Excentrik  in  vier 
Theile,  dio  jedoch  ungleich  sein  können. 
Am  Endpunkte  jeder  Linie  befindet  sich 
eine  Stufe,  A und  B sind  die  aufstei- 
genden,  A,  und  B,  die  absteigenden, 
und  zwar  haben  B und  B^  die  doppelte 
Höhe  von  A und  A^.  Damit  sich  das 
Excentrik  nicht  zwischen  den  Rahmen 
klemme,  müssen  die  Stufen  so  geformt 
sein , dass  alle  Durchmesser,  welche  ge- 
genüberliegende Punkte  derselben  ver- 


Fig.  127. 


binden,  gleich  der  inneren  Weite  des 
Rahmens  sind.  ' | 

Da  das  Excentrik  ferner  nicht  vom 
Rahmen  selbst,  sondern  von  den  im  In-  j 
nern  desselben  beündiieben  Frictions-  i 

walzen  umfasst  wird,  so  ist  in  einem 
dem  Walzenhalbmesser  gleichen  Abstande 
von  der  krummen  Linie  AB  A,B^  eine  { 
äquidistante  Curve  aba,b^  an  zeichnen,  I 
nach  welcher  die  Oestalt  des  Excentrik  | 
zu  bilden  ist.  Es  geschieht  dies,  indem 
man  aus  den  Punkten  von  A BA,  F, 

Kreise  mit  dem  Walzenhalbmesser  be- 
schreibt. und  die  BerOhrungteurve  dieser  I 

Kreise  zeichnet. 

Um  aber  den  Expansionsgrad  zu  än- 
dern, setzt  man  das  Excentrik  ans  zwei 
Scheiben  I und  II  (Fig.  128)  zusammen, 
so  dass  der  Scheibe  I die  Stufe  b,  der 
Scheibe  II  die  Stufe  a fehlt.  Beide  wer- 
den mittels  einer  Schraube  über  einan- 
der befestigt.  Decken  sich  die  gemein- 
schaftlichen Theile,  so  hat  man  das  obige 
Excentrik,  dreht  man  aber  I um  irgend 
einen  Winkel,  etwa  wie  in  HI,  so  wer- 
den die  Centriwinkel  ab^  und  a,6  gros- 
ser, ab  und  a,6,  kleiner,  so  dass  das 
Abtperren  später  stattfindet. 

Um  den  Centriwinkel  ac6^=a,ci, 
welcher  einer  gewissen  Absperrung  ent- 
spricht, an  berechnen,  haben  wir,  wenn 
fi  dieser  Winkel,  s der  Kolbenweg  ist, 
sehon  früher  gefunden: 

s = r(l-cos^J, 

also  wenn : 
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J.  - i. 

n ~ 2r 

du  Verliällniss  des  sugenbticklichen  zom 
ganzen  Kulbcnwege  ist: 

. , 2 

nj$ä=  1 , 

n 

also  wenn  ^ des  Kolbenweges  abgesperrt 
werden  soll : 

cos  ß=  i,  ß = 70j  ‘ . 

Es  gibt  aber  auch  wirklich  in  einer  be- 
besonderen Kammer  bcfindlirlic  F.xpan- 
sionsschieber.  Derselbe  kann  einfach 
oder  dnrcblocht  sein.  Im  ersten  Falle 
sperrt  er  beim  Aufliegen  den  Dampf 


Fig.  12!). 


ab  (Fig.  129),  im  zweiten  lasst  er  ihn 
durch  (Fig.  130).  Bei  beiden  Arten  ge- 

Fig.  im 


Fig.  131. 


langt  der  aus  dem  Dampfrohre  A strö- 
mende Dampf  durch  Mündung  a in  die 
Dampfkammer  B,  dann  durch  Mündung 
i in  die  zweite  Kammer  C,  von  hier  auf 
den  Wegen  Ü oder  l)^  in  den  Cylinder. 
S ist  der  gewöhnliche  Schieber , E der 
Kanal  für  den  benutzten  Dampf,  s der 
Expansionsschieber,  welcher  die  Mün- 
dung h versehliesst  und  öffnet. 

Ist  er  musiv  (Fig.  129),  so  kann  er 
sich  entweder  nur  auf  einer  oder  beiden 
Seiten  der  Dampfmündung  bewegen. 
Im  ersten  Falle  (Fig.  131)  geht  der 
Schieber  AB  nur  mit  dem  Ende  A vor 
der  Dampfmfindung  D Torbei,  also  bei 
jedem  Kolbcnschnbe  einmal  hin  und 
zurück,  also  macht  er  zwei  Spiele,  wüh- 
rend  Kolben  und  Vertbeilungsscbieber 
eins  Tcrrichtcn.  Es  muss  also  entweder 
ein  zweites  Kreisexcentrik  vorhanden 
sein,  welches  doppelt  so  viel  Umdrehun- 
gen macht  als  das  des  Verthcilnngsscbie- 
bers,  oder  er  wird  durch  eine  elliptische 
Scheibe  oder  auch  durch  die  Knrbel- 
welle  mittels  zweier  Daumen  bewegt.  Soll 
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Fig.  133. 


ilie  Kxpansiun  ver&mlcrl  werden , so  ist 
loitteU  einer  Schraube  die  Länge  der 
Sebieberstnngo  zu  verändern. 

Es  rückt  bei  Verlängerung  derselben 
der  Schieber  herab  (Fig.  13'2).  Der 
Weg  während  der  Bedeckung  wird  folg- 
lich grosser,  und  zwar  um  das  doppelte 
Stück  O,. 

Es  kann  aber  auch  der  Schieber  von 
beiden  Enden  A und  /V  aus  (Fig.  133) 
absperren.  Dann  kann  nur  die  Verän- 
derung des  Schieberweges  Veränderung 
der  Expansion  bcrbcifaliren.  Während 
der  Schieber  den  Weg: 


s = Al  = ü2 

ziirücklegt,  findet  nämlich  Expansion 
statt.  Dem  entspricht  der  Winkel : 

^=0C1, 

welchen  das  Excentrik  zurflcklcgi , und 
bat  man  die  Armlänge  CK=r,  so  ist: 

sin  d = -^j 
r 

also  die  Absperrungszcit  wächst,  wenn 
die  Armlänge  des  Excentrik  abnimmt. 

Achnlich  verhält  es  sich  beim  durch, 
lochten  Schieber.  Derselbe  A B (Fig. 


Fig.  134 
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184)  sperrt  den  Dampf  ab  wahrend  des 
Weges : 

2«  = -2.4,  + .4.2+lß,  + ß,l, 

wo  das  Excentrik  den  Winkel: 

2;»  = 2-E’C2+2-ii’C2 
xurücklcgt,  und  cs  ist : 


Auch  hier  wachst  die  Absperrungszoit, 
wenn  der  Arm  abnimmt. 

Bei  dieser  Einrichtung  sind  Verlhei- 
lungs-  und  Expansionsschieber  von  ein- 
ander getrennt,  eie  kOnncu  aber  auch 
aber  einander  liegen.  In  diesem  Fülle 
ist  aber  noch  zu  unterscheiden,  ob  der 
auf  dem  Verthcilungsschicbcr  anfliegende 
Expansionsschieber  durch  den  erstem  oder 
durch  eine  besondere  Stange  bewegt  wird. 


Im  crstcren  Falle  enthalt  der  Verthei- 
lungsschicbcr  AA  (Fig.  135)  ansser  der 
gewöhnlichen  Uöhlung  a noch  die  Ka- 
näle I)  und  6 , ; der  bei  D znstrOmendo 
Dampf  wird  durch  dieselben  in  die 
Dampfwego  d und  <f,  gerührt.  Die 
ebene  Platte  cc,  bildet  den  Expansions- 
schicber;  er  ist  am  Ende  mit  den  Na- 
sen c und  c,  ausgerüstet,  und  eine  Lei- 
tung anf  dem  Rücken  des  Verthcilungs- 
schiebers  verschiebbar.  Zwischen  den 
Nasen  befindet  sieh  die  elliptische  Scheibe 
f,  sie  ist  dnreh  eine  Welle  ef  drehbar 
und  durch  einen  Hebel  stellbar.  Wird 
der  Schieber  AA  fortgeschoben,  so  gebt 
cc,  nur  so  weit  mit,  bis  eine  Nase  den 
Umfang  der  elliptischen  Scheibe  berührt, 
so  dass  der  Expansionsschieber  den  einen 
oder  den  andern  der  Kanäle  b,  b,  be- 
decken kann. 
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Stellung  I ist  die  mittlere  des  Ver-  durch  den  Expsnsionssrhieber  abwedt- 
tbeilungsschiebcrs,  wo  der  Dampfkolben  selnd  geOffnct  und  verschlossen  werden, 
sjn  Ende  des  Weges  ist^  in  II  hat  der  In  Stellung  I versperrt  S beide  Dampf- 
Kolben  einen  Theil  des  cntgegengesets-  wege,  der  Trcibkolbcn  ist  nahe  dem 
ten  Weges  surQckgclegt,  in  III  schlicsst  Endo  des  Weges.  In  der  tiefem  Stei- 
der Schieber  cc^  den  Dampfgang  ab.  lung  II  tritt  a mit  l)  in  Communicaiion, 
der  Stenerschicbcr  ist  am  Ende  des  so  dass  frischer  Dampf  Ober  den  Kol- 
Weges,  in  IV  ist  der  Steuerschieber  ben  tritt  und  er  niederangehen  anfängt, 
xnrückgegangen,  in  V in  seiner  mittle-  in  Stellung  III  steht  a grade  Ober  I), 
ren  Stellung,  der  Kolben  aber  am  an-  der  Expansionsschicber  s versperrt  den 
dem  Ende  des  Weges.  Weg  a , die  Expansion  beginnt  also. 

Sei  jetat  der  Expansionsschiebor  $ ln  Stellung  IV  sind  beide  SebieWr  em- 
durch  ein  besonderes  Krcisexcentrik  be-  porgestiegen,  Kanal  o noch  verschlossen, 
wegt  (Fig.  136).  Derselbe  bedeckt  dann  in  Stellung  V ist  nur  der  Vcrstclluugs- 

schieber  gestiegen,  der  Expansionsschie- 
ber  gesunken,  a geOffnet;  da  der  Ver- 
thcilungsschicber  aber  die  mittlere  Stel- 
lung eingenommen , so  findet  noch  Ab- 
sperrung statt.  Der  Kolben  ist  nabe 
am  Ende  des  Miederganges.  Jciat  steigt 
der  Vcrthcilungsschicber  gerade  so  her- 
auf wie  früher  herab,  die  Absperrung 
erfolgt  also  wie  früher.  Uebrigens  ist 
das  Excentrik  des  Vertheilungssehiebers 
nahe  90* , das  des  Expansionsschicbers 
nahe  180*  gegen  den  Krnmmza]ifcn  an 
stellen. 

Es  gibt  auch  eine  Steuerung  mit  va- 
riabler Expansion,  die  Meiersche  (Fig. 
138).  Der  bei  A autrelende  Dampf  geht 
bei  Mündung  a in  die  Dampfkammer. 
Erstere  ist  durch  den  kegelförmigen 
Spund  K geschlossen.  Die  Vertbeiinng 
die  DampfOfTnnng  o,  wenn  der  Verthei-  durch  Schiebers  erfolgt  wie  gewöhnlich. 
Iiingssi liicber  .S  seinen  höchsten  oder  Es  kommt  nur  darauf  an,  den  Spund 
tiefsten  Stand  hat,  oder  es  können  auch  regelmässig  einansetaen  und  ausanheben. 
(Fig.  137)  awei  durch  den  Vertheilungs-  Zu  dem  Ende  läuft,  wie  in  II  darge- 
schieber  S gebende  Kanäle  a und  0|  stellt,  der  Stiel  BH  dieses  Kegels  in 


Fig.  136. 


Fig.  137. 
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•iDem  Binge  HM  aas,  und  stemmt  sich 
gegen  die  Spiralfeder  F.  Der  Bing 
HM  umfasst  einen  mit  zwei  Längenrippen 
rersehenen  Kegel  H,  der  dnrch  eine 
Spindel  CG  und  die  Maschine  selbst  in 
Umdrehung  erhalten  wird.  Feder  F 
schiebt  den  Bing  in  Bicbtung  MH,  da- 
durch den  Spund  K in  die  Mfindung  a, 
Hülse  R bewegt  mittels  ihrer  etwas  spi- 
ralförmig gebildeten  Bippen  r,  r^  den 
Bing  in  der  entgegengesetzten  Bichtang 
HM,  sieht  also  den  Spund  aus  der  Mfin- 
dung  a anrfick.  Im  ersteren  Falle  fin- 
det Absperrung,  im  letzteren  Znflnss  des 
Dimpfes  statt.  Wenn  Spindel  und  Hülse 
mit  der  Krummzapfenwclle  in  derselben 
Zeit  gleich  viel  Umdrehungen  machen, 
IO  wird  bei  jedem  Spiele  zweimal  (beim 
Auf-  und  Niedergange)  Dampf  eilige- 
lassen.  Hebt  man  aber  die  Hülse  A 
höher,  so  kommt  eine  schwächere  Stelle 
der  Hippe  r in  die  Bingcbene,  die  Zeit 
der  Oeffnung  von  a wird  kürzer,  umge- 
kehrt wird  sie  länger,  wenn  man  R höher 
stellt.  Dies  Heben  und  Niederlassen 
der  Hülse  wird,  dem  Bedürfnis!  an  Dampf 
entsprechend , durch  die  Maschine  selbst 
herrorgebracht,  indem  man  sie  mit  dem 
Scbwungkugelregulator  durch  vertikale 
Stäbe  verbindet. 

Bei  den  Wooirschen  Maschinen  (aneh 
Edward’scbe  genannt)  wird  Expansion 


dadurch  bervorgebraebt,  dass  man  den 
Dampf,  nachdem  er  in  einem  Cjlinder 
gewirkt  hat,  in  einen  zweiten  weiteren 
Cylinder  leitet. 

Es  wird  Dampf  von  3 bis  4 Atmo- 
sphären Spannung  verwendet ; man  lässt 
denselben  im  grossen  Cylinder  bis  auf 
das  Vierfache  sich  aasdehnen,  worauf 
er  dann  condensirt  wird.  Die  Kolben- 
stangen beider  Cylinder  befinden  sich 
gewöhnlich  an  demselben  Balancier,  die 
des  kleineren  ist  von  innen , die  des 
grösseren  von  aussen  angeschlossen. 
Auch  gehen  beide  Kolben  gleichzeitig  auf 
und  nieder. 

Die  Legavrian'sche  Maschine  ist  nach 
demselben  Prinzip,  aber  sogar  mit  drei 
Cylindern  versehen. 

Bei  der  Sims’schcn  Maschine  sind  zwei 
Cylinder  von  verschiedener  Weite  vor- 
handen, die  mit  ihren  Endflächen  zo- 
sammenstossen.  Die  zugehörigen  Kol- 
ben sitzen  auf  einer  Kolbenstange,  und 
der  obere  Theil  des  kleineren  Cylinders 
ist  mit  dem  unteren  des  grösseren  durch 
ein  Rohr  verbunden,  und  dieser  dnrch 
ein  Ventil  mit  dem  Condensator,  wäh- 
rend der  Raum  zwischen  den  Kolben 
immer  mit  dem  Condensator  comronni- 
cirt.  Da  die  Verbindungsröhre  durch 
ein  Ventil  geschlossen  werden  kann,  so 
kann  man  durch  Scbliessen  desselben 
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den  Dampf  erst  von  oben  nach  unten 
wirken  lassen , dann  von  unten  nach 
oben,  indem  man  aberdas  Ventil  öffnet,  wo 
dann  der  nnlen  liegende  grössere  Kol- 
ben einen  Ueberdmrk  ausDbt.  Die 
Sims’scben  Maschinen  sind  also  ihrem 
Frinsip  nach  einfach  wirkende , insofern 
die  Gesammtwirkung  des  Dampfes  nach 
zwei  entgegengesetzten  Kichtnngen  geht. 

D)  Leistung  der  Dampfma- 
schinen. 

Bei  Maschinen  ohne  Expansion  ist 
die  Theorie  der  Leistung  eine  sehr  ein- 
fache, da  hier  der  Kolben  eine  gleich- 
niässige  Qeachwindigkeit  hat. 

Sei  p der  Dampfdruck  anf  den  Qua- 
dratsoU,  F der  Inhalt  der  Kolben&Ichc, 
so  ist  die  Kraft  des  Dampfes: 

P=Fp. 


Sei  t der  Kolhenweg,  so  ist  also  die 
Arbeit  während  eines  Auf-  oder  Nieder- 
ganges: 

F$  = Fip=Vp, 


wenn  V ds:s  verbranchte  Dampfvolumen 
ist.  Macht  die  Maschine  it  Spiele  in 
der  Minute,  so  ist  der  Weg  des  Kolbens 
in  dieser  Zeit  2ns;  sei  e die  mittlere 
Geschwindigkeit,  so  ist  dann : 


2ai ns 

®“6Ö“3Ö' 


Die  Leistung  ist  dann  in  der  Sccunde, 
vorausgesetzt  dass  vollständige  Conden- 
sation  stattlindet,  also  kein  Gegendruck 
von  der  andern  Seite  des  Kolbens  statt- 
findet: 

wenn  Q die  in  der  Seennde  verbranchte 
Dampfmenge  ist.  — Erleidet  aber  der 
Kolben  einen  Druck  f auf  den  Quadrat- 
soll, so  ist: 

P=F(p-^), 


q ist  der  Dampfdruck  im  Condonsalor, 
oder  wenn  keine  Condensation  statilin- 
det,  der  atmosphärische  Druck  (15,07 
Pfund  alt  Gewicht  oder  14,1  Zoll- 
Pfund  auf  den  Quadratzoll)  Sind  V und 
Q in  Cubikfnss,  p und  q in  Qnadrat- 
zoll  gegeben,  so  kommt : 

L = 4, 8 l•P(p-^)  = 144  (?(/<-») 
in  Fnsspfnnd.  Sei  V nnd  Q in  Cubik- 
roetem,  p und  q in  Qnaüratcentimetcm 
gegeben,  so  ist  dagegen  : 

L = 333.3  » K (p  - 9)  = 10000  (>  (p  - 9 ) 
in  Kilogrammmetern. 


Diese  Formeln  gelten  aber  für  Expan- 
sionsmaschinen nur  fdr  die  Zeit,  wo  der 
Dampf  nicht  abgesperrt  ist.  Findet  aber 
diese  Absperrung  statt,  so  kommt  es  anf 
den  Zustand  des  Dampfes  während  die- 
ser Zeit  an.  — Man  nahm  fröber  all- 
gemein an,  dass  dann  die  Temperatur 
constant  bleibt;  da  der  Dampf  sich  ans- 
dehnt,  könnte  dies  nur  unter  der  An- 
nahme geschebn,  dass  von  der  Umgebung 
aus  dem  Cylinder  die  verlorene  Wärme 
wieder  Zuströme.  Dies  ist  höchstens  dann 
möglich,  wenn  die  Bewegung  sehr  lang- 
sam erfolgt.  Dies  kann  im  Allgemeinen 
nicht  zugegeben  werden,  und  cs  wird 
daher  jetzt  gcwübiilich  nach  Pambonr 
angenommen , dass  während  der  Expan- 
sion Tem]>eraturabnahmo  erfolgt.  Geben 
wir  von  der  ersten  Voraussetzung  zu- 
nächst aus , und  legen  wir  das  Mariot- 
te'sche  Gesetz  zu  Grunde,  welches  aller- 
dings für  Dampf  nur  annähernd  richtig 
ist,  so  hat  man,  da  das  Gas  sich  bei 
constanter  Temperatur  ansdehnt,  für  die 
geleistete  Arbeit: 

P=rplg.^^. 

V 

(Vergl.  den  Artikel  Wärme,  8.  906,170.11) 
Es  ist  hier  Q die  geleistete  Arbeit,  p,  e 
Druck  und  Volumen  im  Anfang,  e,  das 
Volumen  beim  Ende  der  Expansion.  Die 
Logarithmen  sind  natürliche. 

Ist  also  s der  Werth  des  Dampfkol- 
bens,  den  er  beim  Eintritt  der  Expan- 
sion zuruckgelegt  hat,  s,  der  ganze  Kol- 
benweg, so  ist: 

V=F,,  K,  = F.„ 

Pz=F,p\g^. 

Hierzu  kommt  die  Arbeit  Ftp  vor  der 
Absperrung,  also  die  Gesammtarbeit  ist: 

P.  = F.p(l-flg?i) 

= Fs,p.(l-flg’-i). 

Unter  den  Druck  am  Schlüsse  ter* 
standen.  Findet  aber  ein  Gegendruck 
dem  die  Arbeit  entspricht,  auf  der 

andern  Seite  des  Cylinders  suut,  so  folgt: 

P,  = F.p(l-flgV-^). 

nnd  die  Arbeit  in  der  Sccunde  folgt  wie 
oben : 
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und  die  Arbeit,  wührend  einea  BDendlich 
kleinen  Wegci  dt: 


Fpd$^  = F ds,  —Ffidä,, 

*1 


in  Fnsipfunden.  Oder  nnch  wenn  Q die 
ia  der  Secnnde  Terbmnchte  Dnmpfmenge 
TOB  Spennnng  p ist: 

I = 144(^(l-flg-^-f) 

' • P\' 

in  Fnispfnnden 

Kacb  Murin  soll  dieie  Annahme  gnte 

*NKh Pambonr  wird  dagegen  angenom-  «'«>  Integration,  die  Arbeit  wäh- 

men,  dMs  während  der  ganxen  Expan-  der  Expansion: 

ikm  der  Dampf  immer  im  Maximum  der  ^ 

Spannnng  bleibt,  daan  alao  im  Cylinder  f V«/»,  =P  = Fo»lgii-Fd(*,-a), 
keine  Condeneation  Ton  Dampf  alattfin-  J,'  • 

dei.  Unter  dieaer  Voranaaetenng  kann  * 

man  (vcrgl.  den  Artikel  Wärme,  Seite  Im  Anfänge  der  Expanaion  war 
214)  annähernd  aeuen : ^ 

o — = — = 1,  alao  «=ß+p, 

f*-ß+p'  ^ ‘ 

wo /t  daa  apecifiache  DampfTcdumen  (Vo-  alao  wenn  p auf  den  Anfangawerth 

loiatn  der  Oewichtaeinheit  Dampf)  « und  ß geht : 

Conatante  aind,  alao;  a.  _ , 

^ P=Flß+p)$\g-^-Fß 

P — ß' 

F alao  wenn  man  die  Arbeit  während  der  Zeit, 

lat  I der  Kolbenweg  im  Anfang  der  wo  keine  Expanaion  atattfindet,  Fp$  hin- 
Expanaion,  a,  an  irgend  einer  Zeit  der-  anaäblt,  die  durch  den  Gegendruck  f be- 
•rlben,  ao  iat:  dingte  /i'fa,  aber  abtiebt: 

P,-F(fl+p)$\e^-FßB,-Fqit+l^*  ß+P) 
oder  wegen: 

il  = 

• ß+Pi 

P,  = Fa  OJ-Hp)  (l-Hg^  - = y(ß+P)  (l+'8  T - J^) 

in  Fnaapfnnden,  und  die  Lciatnng  in  der  Secnnde: 

= 144Q0»-hp)(l+lg^-^} 


in  Fnaapfunden, 

Sind  aber  wie  bei  den  Maachinen  von 
Woolf  2 Cylinder  vorhanden,  aei  F die 
Kolbenfläche  dea  kleinern,  in  dem  der 
Dampf  ohne  Expanaion  wirken  aoll,  fer- 
ner a der  Kolbenhub,  mOgen  eich  F, a, 
auf  den  grOaaem  bexiehn.  aei  p die  Span- 
nung dea  Dampfea  im  kleinern  Cylinder, 
p,  die  während  der  Expanaion,  f der 
Gegendruck,  (anf  den  Quadrataoll) , ao 
iit  die  Leitung  während  der  Zeit,  wo 
der  Dampf  keine  Expanaion  erleidet: 
Fpa. 


Die  Leialnng  während  der  Expanaion 
nach  dem  Mariotte'acben  Geaetae: 

Faplg-^p-F,a,g, 

nnd  nach  dem  Pambour’achcn : 


in  beiden  Fällen  iat  die  verlorne  Arbeit 
F,a,f  bereiia  in  Bechnnng  gebracht.  Ea 
iat  alao  die  Geaammtleiatung  fOr  die 
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Secande  berechnet  nach  der  ersten  An- 
nahme: 

lind  nach  der  sweiten : 
in  Fusspfund. 

Die  Bedenken  gegen  die  erste  Theo- 
rie, dass  der  Dampf  während  der  Expan- 
sion seine  Temperatur  nicht  ändere,  sind 
bereits  oben  anscinandergesetzt.  Aber 
auch  das  Pambour'sche  Gesetz  lässt  sich 
mit  den  Qmndbetrachtungen  der  mecha- 
nischen Wärmelehre  nicht  vereinigen. 
Denn  da  nach  erfolgter  Expansion  die 
Temperntnr  des  Dampfes  ein  Maximum 
sein  soll,  also  nnr  von  dem  Volumen  ab- 
hängig ist,  so  muss  er  dieselbe  Wärme- 
menge enthalten  (welche  ja  von  Tempe- 
ratur und  Volumen  allein  abhängt),  die 
Arbeit  während  der  Expansion  möge 
eine  grössere  oder  geringere  sein,  wäh- 
rend keine  Wärme  zufiiesst,  was  der  me- 
chanischen Wärmelehre  widerspricht. 

Es  giebt  aber  Theorien  der  Dampfma- 
schine, die  auf  letztere  Wissenschaft  sich 
stützen  ; dergleichen  rühren  von  Clausius, 


Zenner,  Bankim  und  Andern  her.  Ohne 
uns  auf  das  Mehr  oder  Weniger  der 
Begründung  derselben  einzulassen,  be- 
merken wir,  dass  dieselben  praktische 
Verwerthung  noch  nicht  gefunden  zu  ha- 
ben scheinen,  die  Pambour’sche  Betrach- 
tung aber  gut  mit  der  Erfahrung  Qber- 
einstimmt. 

Wollte  man  näherungsweise  annebmen, 
dass  die  Dämpfe  dem  Mariotte  - Oar- 
Lussae’seben  Gesetze  folgten , und  wäh- 
rend der  Expansion  kein  Zufluss  von 
Wärme  stattfände,  so  käme  man , indem 
man  A Q = o setzt,  wieder  zu  der  For- 
mel (vergl.  Wärme  Seite  205;. 


für  die  Leistung,  wo  v,  auf  den  An- 
fangs-, r,  auf  den  Schlusszustand  geht, 

k = — das  Verbältniss  der  specifischen 

Wärme  ist.  Also  wenn  man  e,  und  r, 
mit  s nnd  s,  vertauscht,  nnd  F der  Kol- 
beninhalt ist: 


Also  wenn  man  die  Arbeit  wegen  des 
Gegendrucks  abzieht,  uud  die,  welche 
von  der  Expansion  verrichtet  wird,  hin- 
zufUgt : 


oder  wenn  man  mit  Bankine  setzt: 


also  die  Arbeit  in  der  Secunde: 
in  Fusspfund. 

Für  die  zweicylindrige  Maschine  kommt 
dann: 


pFt  J 


Das  Verhältnisa  des  Dampfvolumen 
zum  Waaservolumen  (specificischea  Dampf- 
Volumen)  war: 


a 


Ist  also  Q die  verbrauchte  Dampf-, 
die  Wassermenge,  so  hat  man: 

a 

und  dessen  Gewicht,  den  Cubikfuss 
Wasser  su  66  (alten)  Pfund  angenommen: 

V.y-  ;;  . 

Um  Qy  Pfund  Wasser  von  der  Tem* 
peratur  in  Dampf  von  der  Tempera« 
tur  f zu  verwandeln,  wird  gebraucht  die 
Wärmemenge: 

^V=(606  5+0.^05<-^)Q/ 


Es  ist  jetzt  die  Leistung  durch  den  in  Calorics,  wofür  annähernd  zu  setsen 
verwandten  Brennstoff  auszudrücken.  ist; 
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W=(640-<,)ey. 

alio: 

>K=66(640-I,)^?±^  Q, 

er 

aW 

^“G6(640-«,)OJ4-P)‘ 

lat  10  die  Aniahl  der  Calorica,  welche 
ans  1 Pfund  Brennstoff  entsteht,  K der 
Brennstoffanfwand,  so  ist ; 

tc 

a]«o  : 

Jf=66(640-/,)^(?, 

«IT 

66(640 -t,)(^+p) 


Die  Oröase  le  iM  der  im  ersten  Abschnitt 
dieses  Artikels  enthaltenen  Tabelle  an 
entnehmen. 


Setzen  wir  /,  =40*.  und  nehmen  für 
ein  Pfhnd  Kohle  7500  Kalorien,  wovon 
jedoch  nnr  60 1 znr  Wirkung  kommen 
sollen  ; dann  ist : ' 


K=^-1±Pq. 
44  ß+p  5 a 


Um  die  OrOsse  u = - an  berechnen, 

fi+P 

hat  man  je  nach  der  Spannung  lUr  si 
und  ß andere  Zahlen  zu  setzen  (vergl. 
den  Artikel : WUrmc).  Wir  f&gen  hier 
noch  eine  Tafel  für  das  speci6sche 
Dampfvolnmen  ft  hinan. 


Tafel  der  specifischen  Dampfvol  nmina  von  0,1  bis  15,9  Atmo- 

sph&ren. 


0.1 

14606 

3,3 

566 

6,5 

302 

9,7 

206 

12,9 

156 

2 

7563 

4 

550 

6 

298 

8 

204 

13,0 

154 

3 

5175 

5 

635 

7 

294 

9 

202 

1 

153 

4 

3957 

6 

528 

8 

290 

10,0 

200 

2 

152 

5 

3185 

7 

515 

9 

286 

1 

198 

3 

151 

6 

2702 

8 

503 

7,0 

282 

2 

196 

4 

160 

7 

2371 

9 

490 

J 

278 

3 

194 

5 

149 

8 

2112 

4.0 

479 

2 

274 

4 

192 

6 

148 

9 

1904 

1 

467 

3 

271 

5 

190 

7 

147 

1.0 

1734 

2 

457 

4 

267 

6 

188 

8 

146 

1 

1591 

3 

447 

5 

264 

7 

187 

9 

145 

2 

1470 

4 

438 

6 

260 

8 

185 

14,0 

144 

3 

1366 

5 

429 

7 

257 

9 

184 

1 

143 

4 

1276 

6 

420 

8 

254 

11,0 

182 

2 

142 

5 

1197 

7 

412 

9 

251 

1 

180 

3 

141 

6 

1127 

8 

403 

8,0 

248 

2 

178 

4 

140 

7 

1066 

9 

396 

1 

245 

3 

177 

5 

139 

8 

1010 

5,0 

388 

2 

242 

4 

176 

6 

138 

9 

960 

1 

381 

3 

239 

5 

174 

7 

137 

2,0 

914 

2 

374 

4 

236 

6 

172 

8 

136 

1 

873 

3 

367 

5 

234 

7 

171 

9 

136 

2 

835 

4 

861 

6 

231 

8 

169 

16,0 

134 

3 

801 

5 

355 

7 

228 

9 

168 

1 

133 

4 

769 

6 

349 

8 

12,0 

167 

2 

133 

6 

740 

7 

343 

9 

223 

1 

166 

3 

132 

6 

713 

8 

837 

9,0 

221 

2 

164 

4 

131 

7 

689 

9 

332 

1 

219 

3 

163 

5 

130 

8 

(>ö4 

6.0 

326 

.2 

216 

4 

162 

6 

129 

9 

642 

1 

321 

3 

214 

5 

161 

7 

128 

3,0 

621 

2 

316 

4 

212 

6 

159 

8 

128 

1 

60-2 

3 

312 

5 

210 

7 

158 

9 

127 

2 

584 

4 

307 

6 

208 

8 

157 

Man  setzt  nach  Pambonr  bei  Condensationamaschinen : 


0 = 29  251,  ,»  = 1,756, 

für  Hochdrackmachinen : 


0=810,53,  /»=4,417. 

Die  Zahlen  sind  hier  andere,  wie  in  dem  Artikel:  Wirme,  weil  dort  p in  Kilo- 
grammen anf  den  Quadratmeter,  biei  in  Pfänden  auf  den  QnadratsoU  gegeben  ist, 
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eine  Atmoiph&re  = 16,07  Pfund  >H  Druck  auf  den  Quadratzoll  gerechnet.  Man  er- 
halt im  erstem  Falle: 


Q = 


nnd  im  letitem : 


Q= 


3324  6' 
1,755-f-p’ 

3529  6 


‘4,417-fp' 

Hiernach  ergibt  sich,  wenn  man  in  die  Pambour'sche  Formel  für  Q einsetzt; 

oder  wenn  l,=40,  ie  = 4500geseut  wird: 

7.  = ^ «6  (l+lg^^  _ i±l) 

11  \ Fs 

in  Fnsspfund.  Für  Niederdrnckmaschinen  ist: 


IQr  Hocbdrackmaschinen ; 


^«  = 478653, 


IM) 

^ 0=606140. 


Ist  nur  ein  Gelinder  vorhanden,  so  ist  F^=F,  6ndet  keine  Expansion  statt  s,  = i 
P,=P- 

Fiodel  CofideosatioQ  statt , so  botrl^t  dieselbe  tm  Mloimain  des  Gegen- 
dmckes,  die  Expansion  höchstens  | Atmosphäre,  bei  Maschinen  ohne  Conden- 
aation  die  letztere  bis  } Almospfairen  Spannung. 

Im  erstem  Falle  ist  also  im  Maximum : 

*'  — —0  1001X0 10770  _ 

Fs  ß+p,  - 1,766-1-7,625"®’^®®*+°’^””®^’ 


tm  zweiten: 


Fs 

ebenso  im  ersten  Falle; 


nnd  im  zweiten : 


_ 5^-0.3518 

ß+p,  ~ 9,28“®’***’ 


/»  + ? _ 19.467 


=0,7212. 


^-1-;»,  26992' 

Also  wenn  Expansion  nnd  Condensation  stat  6ndet; 

L = 478653  [1  -|-  lg  (0.1891  -I-  0,10776  p)  - 0,3613]  6, 
findet  nnr  Expansion  statt: 

L = 506140  [1  -I-  lg  (0,1686 -f  0,037048  p)  - 0,7212]  K, 
findet  nnr  Condensation  statt: 


.,755+p/ 

nnd  wenn  weder  Condensation  noch  Expansion  siatllindet ; 


7.  = 506140 


/ 19,467  ’V 

V 4,417 -!-»/■ 


Die  Einheit  ist  wie  immer  das  Fnsspfund. 
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SeUt  man  K-\,  p = \.  1|  u.  ■.  w. , so  ergibt  lieh  folgende  Tafel  fDr  dia 
Leistungen  der  verschiedenen  Maschinen  bei  einem  Pfunde  KoMe  in  Fferdekriften, 


Dampfdruck  in  Atmosph&ren  11^  234567  8oo 


Expansion 


Condensation 


1166  1513  1766  2130  23»!  2595  2762  2904  3028  od 
0 278  523  883  1147  1356  1528  1675  1805  <x> 


keine  Expans.  Condens. 


756  812 
0 278 


842  873  889  899  905  910  918  939 
434  605  696  753  792  820  841  997 


Aus  dieser  Tafel  ergibt  sich  der  grosse 
Vortheil  der  Condensation  und  Expan- 
sion , sowie  der  hohen  Dampfspannung. 
Jedoch  sind  hier  die  Hindernisse  noch 
nicht  berücksichtigt.  Diese  aber  bewir- 
ken namentlich , dass  Dampfspannungen 
über  acht  Atmosph&ren,  abgesehen  von 
den  Gefahren , welche  sie  mit  sich  füh- 
ren, keinen  Nutzeir  mehr  gew&hren. 

Rechnet  man  das  Wärmcilqniralent  zu 
1344  Fnsspfund,  und  erzeugt  die  Ver- 
brennung von  1 Pfund  Kohle  7500  Ca- 
lorics,  so  ist  die  theoretische  Leistung 
desselben : 

1344  - 7500  = 10080000  Fusspfund 


e,»  l£Y  ^ 

2»  “ Vv  W 

Sei  ferner  Ci  6er  WiderstandscoelBcient 
beim  Eintritte  ins  Dampfrohr,  to  ist  der 
DmckbOheverlnst : 


Sei  /,  die  Länge  des  Dampfrohrea,  Cs 
der  Rcibnngscoefficient  des  Dampfes,  so 
ergibt  sich  hieraus  ein  DmekbOheverinst : 


*. 


f hlil-  *■***  ** 

‘•<1.  2,-‘'  <f,*.2s- 


= 19765  Pferdekräfte, 

also  6j  mal  so  gross  als  der  grOsate 
Werth  (3028)  unserer  Tafel. 

Es  ist  indess  zn  bemerken,  dass  bei 
jeder  Maschine  ein  bedeutender  Verlust 
stattdnden  muss,  wie  sehr  sie  auch  die 
Dampfmaschine  etwa  noch  an  Vollkom- 
menheit abertreffen  möge,  da  ja  bei  der 
Verwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  zu- 
gleich ein  Ueberstrümen  der  Wärme  vom 
wärmem  zum  kältern  KCrper  stattfinden 
muss. 

Es  ist  nun  aber  auf  die  Hindernisse, 
welche  die  eben  entwickelte  theoretische 
Leistung  verhindern,  einzngehen. 

Diese  zerfallen  in  Eintritts-  und  Ana- 
trittshindemisse.  Die  ersteren  bestehen 
aus  der  Reibung  des  Dampfes  an  den 
Röhren,  ans  den  Widerständen  bei  plötz- 
licher Qesebwinriigkeits-  und  Bichtnngs- 
ändemng,  Abkühlung  an  den  Wänden; 
hierdurch  kann  die  Spannung  bis  auf 
20  Procent  herabgezogen  werden , bei 
gut  constrnirten  nicht  sehr  schnell  ge- 
henden Maschinen  jedoch  höchstens  5 
Procent.  Die  Kolbenreibnng  ist  wie  bei 
den  Wassersäulenmascbinen  in  Rechnung 
tu  bringen. 

Sei  « die  Kolbcngeschwindigkeit,  d 
der  Durchmesser  des  Cylinders , <f,  der 
des  Dampfrohres,  so  ist  die  Geschwin- 
digkeit des  Dampfes  in  dem  letzteren: 


d*n 


die  zugehörige  Geschwindigkeitshöhe: 


Ist  C,  der  veränderliche,  von  der  Klap- 
pcnstellung  abhängige  Coefficient  des 
Widerstandes  beim  Durchgänge  durch 
die  Admissionsklappc,  so  ist  der  Ver- 
lust: 


Da  der  Querschnitt  der  Dämpfkam- 
mer viel  grösser  ist  als  der  des  Dampf- 
rohres F, , so  verliert  der  Dampf  beim 
Eintritt  in  die  letztere  einen  grossen 
Theil  seiner  Geschwindigkeit.  Der  be- 
treffende Dmckhöhenverlust  ist: 


zn  setzen  ist  C<  >zt  immer  nahe  gleich 
1.  Also  der  geaammte  Dmekhöherer- 
Inst  beim  Eintritt  in  die  Dampf kammer: 

Ist  die  Dichtigkeit  des  Dampfes  gleich 
y,  so  ist  der  Verlast  an  Spannung; 

(*.+*S+*3+*4))'> 

also  wenn  p,  die  Spannung  im  Dampf- 
kessel ist,  so  ist  die  in  der  Dampf- 
kammer: 
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Aach  kann  man: 


/,  / d\*  t»*y 


aeUen,  wo  F,  F^  bezüglich  die  Querschnitte  des  Cylinders  und  des  Dampf- 
robres  sind. 

Es  ünden  aber  auch  Verluste  beim  Eintritte  ans  der  Dampfkauimer  in  den 
Cylinder  statt. 

Der  Durchgang  durch  das  Dampfrentil  veranlasst  den  DrnckhCbenverlnst : 


2j  ‘\F./  2j  2j’ 


C ist  der  WiderstandscoefiRcient,  die  Eintritlsgeschwindigkeit,  F,  F^  die  Fliehen 
des  Kolbens  und  der  VentilrChre,  also  wenn  man  setzt; 

wo  F,  der  Querschnitt  des  Dampfweges  ist,  so  erhält  man: 

Es  tritt  aber  aueh , selbst  wenn  eine  Schieberstenerung  vorhanden  ist,  beim  Ein- 
tritt in  den  Dampfkanal  ein  Verlust  ein,  der  namentlich  gross  ist,  wenn  der 
Schieber  einen  Theil  der  Einmündung  des  Dampfes  deckt.  Derselbe  gibt: 


»•-ti  2j~‘*  \«4/  2j’ 


wo  a,  h die  Dimensionen  des  rechteckigen  Querschnittes , F,  des  Dampfweges 
bezeichnen.  Bei  völlig  offenen  Dampfwegen  ist: 

t.=  0,505, 

und  um  so  grosser,  je  mehr  der  Schieber  die  Einmündung  deckt. 

Durch  die  Reibung  des  Dampfes  auf  dem  Wege  zwischen  Kammer  und  Cy- 
linder  entsteht  ein  Verlust: 


I,  («+*) 


— Cj 


2a4 


\fJ  2g~^'d,\Fj  2g’ 


. 2<ii 
‘*>■<1+4 

gesetzt  ist,  und  beim  Eintritt  in  den  Dampfcylinder,  wo  die  Oeschwindigkeit  von; 

F 


r.  = ^. 


in  • übergeht: 


* -C  (-V- 

wo: 

gesetzt  ist. 

Für  die  Krümmungen  der  Dampfwege  ergibt  sich : 


Ist  ein  besonderer  Expansionsschieber  vorhanden,  so  bereitet  der  Durchgang 
durch  die  zugehörige  Mündung  einen  neuen  Verlust.  Sei  F,  ihr  QnersebniU,  F, 
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der  der  Kammer,  in  welchen  der  Dampf  ans  dieser  Miindang  tritt,  n der  F,  ent- 
sprechende ContractionscoefAcicnt,  ferner: 


■0  hat  man: 


Wegen  der  allmllllgcn  Oeffnnng  der  Oampfwege  sind  A,  nnd  A,,  veränderlich 
and  im  Allgemeinen  grösser,  als  die  Formeln  nngeben. 

Vereinigen  wir  diese  VeMuste,  indem  wir  setzen: 

fi  + fs^  + Ci  + f*=*i. 

fs+f.  + Ci  5^+Ci  + f«  + fis  = *ii 
so  erhält  man  ffir  die  wirkliche  Spannung: 

Wenn  p nud  auf  den  QuadraUolI  besogen  werden,  ist: 


n setzen,  also: 


ittshindernisse  statt.  Beim 
nämlich : 


Es  finden  aber  auch  Anstrittshindemisse  statt.  Beim  Eintritt  aus  dem  Cylinder 
in  den  Uampfweg  kommt  nämlich : 


wo  (,  = 0,506  zn  setzen  ist. 

Durch  Reibung  im  Dampfwege  entsteht  der  Verlost: 

Vf,/  2,’ 

durch  die  Krümmungen  der  Wege : 

heim  Eintritt  in  die  Dämpfkammer  oder  den  Schieberranm , dessen  Qnerschnitt 
F,  sei: 

A -C 

‘ “ ‘‘  \F,/  2j’ 

»0  gesetzt  ist;  also  der  Qesammtverlnst  an  Spannnng  beim 

Autritte  aus  dem  Cylinder  in  die  Dampfkammer: 

(A,+A.-t-A,fA.)y. 

Bei  der  Ventilsteuernng  ist  noch  der  Verlast  beim  Durchgänge  durchs  Äb- 
lassventil  zu  berücksichtigen. 


Ausblaserohrs  ist.  E 
SchicberhOhlung  stat 
blaserohr  hat  man : 

2g 


wo  F,  der  Querschnitt  des  Ausblaserohrs  ist.  Bei  der  Schiebersteuerung  findet 
ein  ähnlicher  Verlust  für  die  SchicberhOhlung  statt. 

Für  den  Eintritt  ins  Ausblaserohr  hat  man : 


21 
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qnd  endlich  {&r  den  Anstritt  in  den  Condensator  oder  in  die  freie  Loft: 

Der  Spannnngsvcrlnst  von  der  Dampfkammer  bis  znm  Austritt  ist  also ; 

(A,  + A,+A,+A,)}'- 

Ist  also  die  Dampfspannung  im  Condensator,  q die  »ährend  des  KolbenrSck- 


ganges,  setzt  man  ferner : 


(i  + f>  = f i> 

fs  + f«  + f)  ^ + l = 


80  ist: 


_G6_ 

144^ 


24« 


Es  ist  noch  der  Werth  des  mittleren  Quadrates  der  Kolbengeschwindigkeil 
za  bestimmen.  Ist  s der  Kolbenweg,  l die  Zeit  beim  Durchlaufen  desselben,  so 
erhielte  man,  wenn  die  Geschwindigkeit  gleichm&ssig  w&rc: 


Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  tbcilt  man  den  Kolbcnweg  in  n gleiche  Theile  — 

oder  dl ; ist  r = dt  die  vcründerlicho  Zeit,  in  der  ein  solches  Tlieilchen  zurückge- 
legt  wird,  BO  ist  das  entsprechende  Geschwindigkeitsquadrat: 


nnd  der  mittlere  Werth  davon ; 


Vn(/  ~\dl}  ’ 

1 _/'<i»y 

n \d»/  ’ 


a , 1 <fs  . 

oder  da  — = — ist: 

n s 


1 ^di‘  _ 1 r‘  /diy 

t dl'  t J .{dl) 


wo  t der  ganze  Kolbenweg  ist. 

Bei  glc 
ergibt  sich; 


Bei  gleichrörmig  beschleunigter  Bewegung  des  Kolbens  z.  B.,  wo  = ist, 

d t 


aber  da  : 


ist : 


1 c*  l* 

»./  0 4s  ■ 

/'  d>  ..  r*  , et* 


c*  <> 

( ist  hier  die  Zeit,  in  der  der  ganze  Kolbenweg  zurQckgelcgt  wird. 
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Diete  Betnchtangen  würden  aber  nur 
Hir  einfach  wirkende  Maschinen  gelten, 
wo  keine  Rolntion  stattfindet.  Bei  Rev- 
tatlonsmaschincn  mnss  man  dagegen  von 


Fig.  139. 


der  als  gleichförmig  anznsehenden  Be- 
wegnng  des  Krummzapfens  ansgehen. 

Sei  K r=  2r  (Fig  139)  der  ganze 
Kolbcnwcg,  AD=.t  ein  beliebiger  Theil 
davon.  Ferner  sei  AM=x,  die  Ge- 
schwindigkeit des  Kolbens  in  U sei 
Pc,  = c„  sie  ist  dann  bestimmt  aus  der 
Warzengeschwindigkeit  Pc=ze  durch 
die  Gleichung: 

_ V(2rx— z*) 
c ~ CP~  r ’ 

also: 

- ,_c’(2ri-z«)  _ fdxY 

‘ H - \Tt/  ■ 

Um  nun  das  mittlere  Geschwindigkeits-’ 
qnadrat  während  der  Znrücklegnng  des 
Werthes  AD  zu  finden,  hat  man  ganz 
wie  oben : 


Für  den  vollständigen  Kolbenwcg  aber, 
wo  t = 2r  ist : 

Während  die  Warze  den  Weg  nr  macht, 
legt  der  Kolben  den  Weg  2r  zurück  f 
ist  also  0,  die  mittlere  Geschwindigkeit 
des  letzteren,  so  hat  man : 
e,  : e = 2r  : nr, 


2c 


und: 


verwandeln,  dividirt  also  dnreh  540; 
diese  Wassermenge  ist  also: 

ölOCy  • 

Ist  der  Spannnngsverlnst  diesem  Dampf- 
verlust proportional,  so  kann  dieser  Aus- 
druck gleich  — • — - gesetzt  werden,  and 

f* 

es  ist: 


P = Pt 


( 


1 »(«-<.) 

640Qy  /•  • 


_n^ 
~ 6 


Nach  Tredgold  ist  für  den  Quadratfass 
als  Einheit: 


Es  entsteht  noch  ein  Arbeitsverlast  darch 
die  Abkühlnng  in  der  Dampfleitung  und 
im  Cylinder.  Sei  U der  Gesammtinhalt 
aller  vom  Dampfe  ansgefüllten  Ober- 
flächen, ( die  Dampllemperatur,  (,  die 
äussere  Temperatur,  so  fiudet  in  der 
Seennde  ein  Wärmeverlnst  von; 

\V  = {l—t^)lcU  Calorics 
statt,  wo  IC  eine  Erfahrungszahl  ist. 
Strömt  nnn  Dampfmenge  Qy  in  der  Se- 
cande  durch  die  Maschine,  so  wird  je- 
dem Pfunde  entzogen: 

• ' Qy  ’ 

and  dadareh  eine  Condensation  eintreten. 
Oie  Menge  des  condensirten  Dampfes 
findet  man,  wenn  man  It'  durch  die  An- 
zahl der  Wärmeeinheiten,  die  nCthig 
sind,  ein  Pfund  Wasser  in  Dampf  zu 


IC  = 0,0011. 
Setzt  man  noch : 

66. 

»'  = 7’ 

wo  u = — T—  iat»  >0  kommt : 
ß+P 


32400000  (?/ 


Mit  dem  Dampfe  aber  wird  aach  Wasser 
ans  dem  Kessel  mechanisch  mit  fortge- 
rissen , nnd  da  dieses  Wasser  zugleich 
mit  dem  Dampfe  bewegt  wird,  so  dient 
ca  ebenfalls  als  Hinderniss.  Sei  r das 
Verhältniss  des  Gewichts  dieser  Wasser- 
menge zu  der  des  gleichzeitig  ans  dem 
Kessel  tretenden  Dampfes , so  ist  die 
Druckformel  mit  l-t-v  lu  mnitipliciren. 
Man  erhält  schliesslich  also: 

21* 
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11(1+«) 

2.» 


2j- 


Um  die  Spannung  innerhalb  des  Treib* 
cylindera  su  prQfen.  dient  ein  besonderes 
Instrument.  Indicaior  genannt.  Die  ein* 
fachsten  gibt  Watt  an.  AA  ist  ein  Cy* 
linder  von  Ij  Zoll  Weile  und  1 Fuss 
L&rigc  (Fig.  140)  t der  in  eine  engere 
Rohre  B nach  unten  talänfty  und  durch 


Fig.  140. 


Kolben  K nach  oben  hin  verschlossen 
ist.  Das  schraubenrörmigo  Ende  der 
Rohre  B wird  in  ein  Loch  im  Deckel  des 
Cylinders  cingeseut.  Es  kann  also,  wenn 
man  Hahn  H in  Röhre  B 0£fnet,  der 
Dampf  nach  AA  treten,  and  gegen  den 
Kolben  K drücken.  Die  Kolbenstange 
KC  geht  durch  die  ringförmige  Fühning 
F und  ist  von  der  Spiralfeder  F umge- 
ben , welche  durch  den  Kolben  zusaro- 
mengendrückt  wird,  jo  nach  derSpannnng 
des  Dampfes.  Zeichenstift  Z am  Ende 
der  Stange  gibt  dann  durch  seine  Stcl- 
lang  die  St&rkc  der  Dampfkraft  an. 
Diese  aber  ist  wahrend  der  Kolbenbe- 
wegung  veränderlich,  und  cs  ist  ihr  mitt- 
lerer Werth  , d.  h.  die  mitticro  Stellung 
Ton  Z zu  bestimmen.  Drückt  nun  Z 
auf  die  Tafel  DD,  welche  durch  die 


Schnur  ES  vermöge  der  Stange  des 
Treibkolbens  nach  einer  Seite,  wenn  der 
Kolben  binaufgeht,  und  durch  Qegen- 
gcwicht  ü nach  der  entgegengesetzten 
Seite,  wenn  der  Kolben  hinabgeht,  fort- 
gezogen wird , so  wird  während  des 
Kolbenspiels  eine  Cnrve  vom  Stifte  Z 
gezeichnet.  Der  FlAchoninhalt  derselben 
ist  dann  das  Maass  der  während  des 
Kolbcnschubcs  verrichteten  Arbeit,  und 
diese  durch  den  Kolbenweg  dividirt  gibt 
die  mittlere  Dampfspannung.  Sei  näm- 
lich die  Spannung  des  Dampfes  beim 
Aufgange  gleich  /),  der  atmospbÜriKhe 
Druck  gleich  a,  die  Spannung  der  Feder 
fiir  den  Qnaüralzoll  der  Kolbenfläche 
gleich  y,,  so  ist  für  den  Anfgang  des 
Treihkolbens : 

p=»i+<»- 

Sei  ferner  q die  Spannnng  de.  Dampfet 
beim  Niedergang,  y,  die  der  Feder, 
also : 

qz=n-y„ 

also  die  bewegende  Kraft  des  Treibkol- 
bens  für  den  Quadratzoll: 

p-?=y.+y.- 

Es  sind  aber  die  Spannungen  der  Feder 
der  Ausdehnung  besUglich  Zusammen- 
diUcknng  derselben  proportional,  also 
y,  und  y,  durch  die  Abstände  des  Stif- 
tes von  einer  horisonlalen  Linie  tn 
messen,  welche  derselbe  in  natürlicher 
Lago  der  Feder  beschreiben  würde.  Da 
nun  die  Tafel  selbst  sich  proportional 
der  Kolbcnbcwegiing  rerschiebt,  so  wird 
die  Summe  der  Froducto  ans  Kolbenbe- 
wegung und  Spannung  d.  h.  die  Arbeit 
durch  die  Summe  der  Frodnete  der  ho- 
rizontalen Tafciverschiebnngcn  und  der 
zugehörigen  vertikalen  Stiftverschiebnn- 
gen,  d.  h.  durch  den  Flächeninhalt  der 
gezeichneten  Cnrve  gemessen. 

Eine  complicirtero  Vorrichtung  ist  die 
von  Clair.  Nach  Foncelct  werden  jetzt 
auch  statt  der  Spiralfeder  Federsrbienen 
angewandt.  Bei  einem  solchen  Foncelct- 
sehen  Indicator  ist  A (Fig.  141)  der  Cjr- 
lindcr,  mit  der  Stange  KE  desselben  ist 
die  parabolische  Feder  FG  and  der  Zei- 
chenstift Z verbunden,  welcher  anf  einen 
nm  zwei  bewegliche  Trommeln  gelegten 
Fapierstreifen  die  Cnrve  zeichnet.  * 

Jo  nach  der  Art  der  Maschine  ist  die 
Indieatorcurve  von  verschiedener  Gestalt. 

Bei  Tiefdruck  nnd  mangelnder  Ex- 
pansion werden  beim  Auf-  und  Nieder- 
gang zwei  fast  parallele  nnd  ziemlich 
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Fig.  141. 


grade  Linien,  beim  tiefiten  and  höchsten  znräckgclegt.  Die  nngefabre  Gestalt  ist 
Kolbcnstande  awei  darauf  senkrechte  ein  liechteck  (Fig.  142).  Die  Ordinaten 

Fig.  142. 


über  der  einer  Atmospbilro  Spannung  und  Aufganges  eingelassen  (Fig.  143), 
entsprechende  Linie  l sind  kleiner  als  so  erleidet  die  Curve  bei  A und  C Ab- 
die  unter  derselben.  Wird  der  Dampf  stumpfungen..  Durch  Vorcilen  des  Sebie- 
aber  erat  am  Anfänge  des  Kolbennieder-  bers  beim  Zu-  und  Ablassen  erfolgen 

Fig.  143. 


Digitized  by  Google 


Wärme. 


326 


Wärme. 


Fig.  144. 


dagegen  Abatumpfungen  bei  B unil  ü Bei  Expaniiunamaachincn  lind  die 
(Fig.  144).  Cnrven  noch  anregelm&aciger.  Für  die 

Fig.  145. 


Niederdruckmaachinc  gilt  dann  Fig.  145.  Expansion  staufindet,  Fig.  146  ist  gül- 
Weg  AE  enupricht  dem  Theile,  wo  keine  tig  für  eine  Maschine  von  hohem  Druck 

Fig.  14t;. 


Condensation  und  Expansion,  bei  Fig.  fallt  hier  der  untere  Curveniheil  mit  der 
147  findet  keine  Expansion  stnlt,  daher  Linie,  welche  1 Atmosph&re  Druck  bc- 


Fig.  147. 


zeichnet,  zusammen,  nnd  Fig.  148  gilt  Aber  die  Indicatorcnrvo  weist  auch 
für  Hocbdruckmascbincn  ohne  Conden-  die  Mängel  der  Steuerung  nach, 
sation  und  Expansion.  Sind  die  Dampfkanälc  su 


Fig.  188. 
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Kig.  149. 


klein  , (o  tritt  der  Dampf  mit  lu  groa- 
ler  Oeschwiudigkeit  zu  und  ab,  und  die 
Cnnre  wird  »ehr  zugespitzt  (Kig.  149). 

IstdieSchieberstangezu  kurz, 
•o  durchläuft  der  Schieber  auf  einer 
Seit«  der  Dampfwege  einen  grosseren 
Weg  als  auf  der  anderen,  die  beiden 
Theile  der  Indicatorcurvc  sind  dann  Tun 
Terschiedener  Länge. 


' Uebrigens  ist  die  Expansion  des  Dam- 
pfes auf  einer  Seite  des  Kulbens  nicht 
ganz  dieselbe  als  auf  der  andern,  man 
thut  daher  wohl,  mit  dem  Indieator  auf 
beiden  Seiten  des  Cylinders  Versuche 
zu  machen. 

Sind  die  Schieber  flächen  nicht 
angemessen  breit,  so  findet  z.  B. 
eine  zu  grosse  Bedeckung  statt,  die 


Fig.  1.50. 


Indicatoreurve  sieht  sich  zu  zeitig  richtige  Stellung  zur  Warze  des 
herab  and  herauf  (Kig.  150).  Kram  m za  pfens , so  ist  die  Voreilung 

Hat  das  Excentrik  nicht  die  entweder  zu  gross  (Fig.  150),  oder  zu 


Fig.  151. 


klein  (Fig.  151).  Fig  150  gilt  auch  weit  getrieben  wird.  Gegen  Ende  des 
wenn  der  Schieber  zu  klein , Fig.  151,  Kolbenschubs  ist  der  Gegendruck  grösser 
wenn  er  zu  gross  ist.  als  der  Dampfdruck,  cs  findet  in  K ein 

Fig.  152  gilt  für  eine  Maschine  ohne  Knoten  statt. 

Condensation , wenn  die  Expansion  zU  Fig.  153  findet  statt,  wenn  das  Regn- 


. Fig.  152. 
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lirungsvcmil  im  I>mn|ifiülire  »u  »l«rk  In  die  Formel  für  L «ind  nun  die 
gciclilotecn  iel,  Fig.  154,  wenn  der  Kol-  Wcrlho  p und  g *u  setzen,  wie  sie  sich 
bcn  nicht  dampfdicht  nbsrlilicsst,  aus  der  Betrachtung  der  Hindernisse  er- 

Fig.  154, 


geben,  ausserdem : 


ß+Pi=—  0»+P)- 

* I 


Wird  statt  der  DampfiAenge  Q eingefUhrt  die  BrennstofTmengo  K,  so  wird: 


Q= 


640- 1,  66 


jf  " K 

''"640-t,  66(^-|-p)  ■ 


also  die  Leistung: 


L = 


24  < 


-t,)V  *s  f+fj 


11 (640 

Hierin  ist  p nur  in  p,  enthalten. 

Bei  Hochdruckmaschinen  ohne  Expansion 

war: 

? = 0,  f,=t, 

es  kann  dann,  wenn  p sehr  gross  ist: 

, 24  «w 


und  voIlsUlndiger  Condensation 


K 


11(640-/,) 

gesetzt  werden.  Dies  Vcrhallniss  wird  aber,  wenn  p kleiner  ist,  sehr  herabge- 
sogen, noch  mehr  bei  unvullslfindiger  Condensation,  cs  kann  sogar  gleich  Null 
werden. 

Bchkdli  eh  er  Baum  heisst  derjenige,  welcher  am  Ende  des  Kolbenweges  sich 
zwischen  Kolben  und  Schieber  oder  Ablassventil  befindet.  Er  muss  beim  Kfick- 
wege  von  Neuem  mit  Dampf  gefallt  werden,  ehe  dieser  vollständig  auf  den  Kol- 
ben wirkt , lind  bringt  daher  Arbeitsverlast  zu  Wege.  Dieser  Raum  besteht  aus 
zwei  Theilen  von  ungleicher  Weite,  der  eine  im  Cylinder,  der  andere  im  Dampf- 
wege, ihre  Inhalte  sind  bezüglich  Fa,  und  F,l,,  wo  a,  die  Höhe  des  kleinsten 
Zwischenraums  zwischen  Kolbenfläche  und  Cylinderboden  oder  Deckel  anzeigt. 
Der  schädliche  Raum  hat  dann  den  Inhalt: 


K.  = f(o,+^/,)  = FV, 


wenn  man: 
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letxt.  Dieser  Ranm  beträgt  selten  mehr  als  j',  Kolbenweges.  Anfänglich 
hat  derselbe  Dampf  von  der  Spannung  f,  am  Schlüsse  des  Weges  von  der  Span- 
nung p,  der  Dampfverlust  ist  also; 

f’o  ^1  — — ^ annähernd  =Fa, 

also  die  während  des  Spiels  verbrauchte  Dampfmenge: 

V=F(a  + s), 

und: 


Ft=  -7—  V. 

•+  <r 

Die  Leisinng  aber,  wenn  Expansion  nicht  stattiindet: 

s V s 


»+« 


(P-?)  0. 


oder  in  Fusspfunden; 


L = Q. 

Bei  den  Expansionsmaschinen  geht  aber  bei  jedem  Kolbenwegc  das  Volumen 
des  Dampfes  f’(s  + o)  über  in  F(s,-|-o),  cs  muss  also  in  den  entsprechenden 
Formeln  s nnd  s,  vertauscht  werden.  Bei  den  zwcicylindrigcn  Maschinen  aber 
hat  man  zwei  schädliche  Räume , o im  kleinen,  o,  im  grossen  Cylinder.  Es  wird 
daher : 


L - 

Pi  F{$  + a)  + F^a^' 

Hierdurch  verwandelt  sich  die  oben  gegebene  Formel  in  die  folgende: 
r = I«  ?±i  t 


in  Fusspfund. 

Für  eincylindrige  Maschinen  ist  eben  nur  F,  gleich  F zu  setzen,  und 
mit  0 zu  vertauschen.  Also: 


X.  = 144(>(/S-|-p)(^-^ 


«I  ß+9 
l-f"  ff  ß’^'P 


+ Jg 


li+fY 

J-j-O  / 


Geht  man,  wie  früher  allgemein  geschah,  von  dem  hfariotte’schen  Gesetze  ans, 
so  ist  nur  ^ = 0 zu  setzen. 

Ein  neuer  Verlust  entsteht  aber  aus  der  Kolbcnroibung,  der  wie  bei  der 
Wassersäulcnmaschine  (vergl.  den  betreffenden  Artikel)  zu  berechnen  ist. 

Sei  4 die  Lidemngsbreite,  d der  Kolbcndurchmesser , p die  Spannung,  dann 
ist  die  Kraft,  welche  die  Liderung  an  die  Cylinderwand  andrückt,  ndbp,  woraus 
die  Reibung  entsteht; 


R = i/  ndhp. 


Es  ist  aber  die  Dampfkraft: 


4> 


also : 


d 


4 ^ & 

1 x tt 


Es  muss  also  der  Dampfdruck  auf  den  Kolben  im  Verhältnisse  1 ^ vermin- 

dert werden.  Bei  MetalUidernngen  setzt  Tredgold ; 

ip  ts  0,08, 

nnd  bei  Hanflidernngen : 

</=0,15. 
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Uebrigcni  ist  auch  der  Gegendruck  in  Abzug  zu  bringen,  to  dass  die  Leistung 
4/  A 


wahrend  des  Spieles  um 


— y)j,  hcrabgezogen  winl. 


Ks  kummt  also  für  eincylindrigo  Maschinen  nach  der  l’ambour'schcn  Theorie: 


t = 144  0 (;»+;.)  (l+Ib’7  - 


ß+^-i — ^ (/'-?). 


ß+P.  > 

D e Heibung  der  Kolbenstange  in  der  Stopfbüchse  ist  ebenso  wie  die  des  Kol> 
bens  zu  berechnen. 

Ist  die  Breite  der  Liderung  der  Büchse,  (^^  der  Durchmesser  der  Stange, 
so  kommt  also  wie  oben: 


also  dio  Külbenreibung  wird  im  Verhlltniss 


db 


vermehrt 


Der  Querschnitt  der  Kolbenstange  vermindert  die  Druckfliche,  und  macht, 
dass  beim  Niodergunge  (wo  von  der  anderen  Seite  der  Druck  crfuigi)  etwas  we* 
niger  Kraft  nöthig  ist.  In  der  Berechnung  der  Leistung  nimmt  man  deshalb  für 
F den  Mittclwcrlh: 


Ks  kommen  nun  noch  verschiedene  Hindernisse,  z.  B.  die  durch  die  Steuerung 
verursnehten  , hinzu,  welche  oft  nur  eine  Abschäizung  zulassen.  Man  kann  aber 
nuch  dieselben  im  Verein  mit  der  Kolbcnreibung  als  einen  Druck  betrach- 

ten, der  zu  dem  Gcgemiruck  Fq  hinzukoramt,  dann  ist  eben  nur  in  der  Uaopt- 
formel  q mit  9^+7  zu  vertauschen,  also  für  cincylindrigc  Maschinen  ist  dann: 


/.  = i440(^+/') 


»i_  +?iY 
»+<r  ß+P  ' 


<l^  ist  dann  für  den  Quadrntzoll  berechnet,  also  der  von  der  Kolbenreibung  her- 
4'/  A 

rbbreude  Theil  davon  gleich  — 

Es  stellt  sieh  nun  dio  Frage:  Welche  Expansion  gibt  die  grösste  Leistung? 
Offenbar  ist  dies  dann  der  Kall,  wenn  w&hrend  keines  Theils  der  Bewegung 
der  Gegendruck  grösser  als  die  Spannung  ist.  also  die  Maschine  Arbeit  rOckgan- 
gig  macht.  Es  muss  also  im  Falle  der  grössten  Leistung  die  Dampfspannnng 
am  Ende  des  Kolbcnlnufcs  p,  gerade  gleich  dem  Gegendrücke  9 +?i  sein,  Sun 
war  aber : 

»+<r  _ ß-hPi 

»i  + ö ß+p' 

Setzt  man  also: 


Pi=9+9i> 

so  kommt! 

» + _ ^-l-9+9i 

s,  + <r“  ß+p 

l^ezeiehnct  man  die  den  Spannungen  p und  f-t  f|  entsprechenden  specifischen 

Dampfvolumina  ■ " und  - — bezüglich  mit  u.  und  u,  und  vernachlässigt 

ß+P  ß + 7+9i 

a,  so  ist  also : 


s ; s^  = u : u,, 

d.  h.: 

,,Im  Falle  der  Maximallcietung  verhalt  sich  der  Kolbcnwcg  vor  der  Expan- 
sion zum  ganzen  Kolbenwcge,  wie  das  dem  cintretenden  Dampfe  entsprechende 
tpecifiichc  Volumen  zu  dom,  welches  dem  Gegendrücke  (fTfi)  entspricht.“ 
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In  der  Praxis  wird  aber  gewöhnlich  Pambour  fuhrt  die  Hindernisse  in  et- 
die  wirkliche  Leistung  durch  Multipli-  was  anderer  Weise  in  die  Rechnung  ein. 
ration  der  theoretischen  mit  einem  durch  Uersclhc  set/.t  nitmlieh  die  auf  die  Kol- 
Versuche  7.U  cmtittclndcn  Erfahrung*-  benthtcho  rcducirtc  Last  P der  Maschine 
coefiicienicn  9 (auch  Wirkungsgrad  ge-  zusammen  aus  einer  Nutzlast  /’,,  einem 
nannt)  bvstimmt.  conslantcn  Theilc  R der  Hindernisse,  und 

Setzt  man  bei  Maschinen  ohne  Expan-  aus  einem  der  Nutzlast  pruportiunellen 
tion  demnach:  d/’,,  cs  ist  somit: 

L = lHQrj(j)^  — g,)  Fusspfund,  P = R + P^{l+J), 

V—R 

wo  Q wieder  das  in  der  Seenndo  ver-  Pi  = - • 

brauchte  Dampfqnantum , p,  die  Span-  1-1- d 

nnng  im  Kessel,  die  im  Condensator  Bezieht  man  diese  Kräfte  auf  den  Qua- 
ist,  so  findet  Morin  (Legons  de  mecanigue  dratzoll,  so  ist,  wenn  F die  Kolbenfläche 
praligue) : bedeutet : 


Al  FUrNied erdrück  m aschinen. 

Pferdekräfte  g (Wirkungsgrad) 

4 - 8 0,50  - 0,42 

10  - 20  0,56  - 0,47 

30  - 50  0,60  - 0,54 

60-100  0,60-0,54 

B)  Für  Hoc h d ruck  mas eh i nen  : 

Pfordekräfte  g (Wirkungsgrad) 

1-10  0,50  - 0 40 

10  - 20  0,55  - 0,44 

20  - 30  0,60  - 0,48 

30  - 40  0,65  - 0,52 

40  - 50  0,70  - 0,56 

Setzt  man  ferner  für  Expansionsma- 
schinen: 

i=144()p,,(l-Hg^-H 

' ri  Fi.' 

wo : 

zn  setzen  ist,  so  kommt : 


P=Fp,  P^  = Fp^,  R — Fr, 


und  : 


P=(l+<l)p,-|-r, 
Pi 


P-  <■ 

Der  constante  Druckverlast  r aber  be- 
steht AUS  dem  Qegcndrnckc  7,  und  dem 
durch  die  Hindernisse,  Kolbcnrcibang 
u.  s.  w.  entstehenden  Verlast  7,.  Pam- 
bour nimmt  für  diesen: 

25 

Pfund  prcussisch  auf  den  Quadralzolh 
wo  J der  Uurcliraesser  im  Kolben  ist- 
Feruer  setzt  er: 

cf  = 0,14, 

also : 

p = 1.14pi-l-?-|-?,. 
p,  =0,878(p-7-?,). 

Die  Nutzlast  ist  dann: 

F^  = Fp^  =0878  F(/;  - 7 - 7,)  Pfund, 

die  Nutzleistung,  wenn  keine  Expansion 
stattfindet: 


Ffcrdekräfto 

g (Wirkungsgrad) 

4-8 

0,33-0,30 

10-20 

0,42-0,35 

20-30 

0,47-0,38 

30-40 

0,49-0,39 

40-50 

0,57-0,46 

50-60 

0.62-0,50 

60-70 

0,66-0,53 

70-100 

0,76-0,61 

Die  zuerst  geschriebene  Zahl  geht  auf 
gut  unterhaltene  Maschinen,  die  letztere 
auf  solche,  die  eben  ausreiehend  unter- 
halten werden. 


Fv 


1440,  , 

= I^(f>-?-?t) 


= 126,4Q(p-7-7.) 

in  Fnsspfunden.  Bei  Expansionsmaschi- 
nen aber,  wo  p veränderlich  ist : 


L,=  126,4  q[(.-^-Hb‘-^)01+F) 


Ist  M die  Speisewassermenge,  so  kann 
man  noch  setzen: 
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oM 

' ß+P 


man  bat  dann : 


= 126,4  lg  (/.  + V+4.)  C], 


und  da; 


alio : 


Q = ^ Fr, 


so  hat  man  auch: 


ii  = 126,4  nM-(fJ+9  + ?,)Fr]. 

Fuhrt  man  noch  den  Brennmaterial-Aufwand  K ein,  so  ist : 

66(640- *,)■ 

Die  Leistung  fUlt  also  desto  grosser  aus,  je  kleiner  Q,  oder  da: 

i»  + P-  Q-. 

je  grosser  die  Spannung  im  Cylinder,  also  je  grosser  die  im  Kessel  und  je  klei- 
ner der  Verlast  in  der  Zuleitung  ist.  • 

p,  muss  wie  oben  berechnet  werden;  hat  man  dies  gethan,  so  ist  die  des 
entsprechenden  Dampfrolumen  unter  der  Spannnng  p,  im  Kessel  gemessen : 

P+Po 

£)  Dimeosionen  einer  M.ftBchine  von  gegebener  Leistung. 

Wie  so  eben  aus  den  Dimensionen  der  Dampfmaschine  die  Leistnng  bcrech* 
net  worden  ist,  muss  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe  gelöst  werden. 

£s  wird  hier  von  der  Morin'schen  Formel: 


ausgegangen,  das  Dampfquantnm  Q ergibt  sich  hiorans  : 

«= 


Hier  müssen  ausser  der  Leistung  noch  der  Wirkungsgrad  ,,  ferner  die  Spannun- 
gen endlich  das  Expansionsverhältniss : 

Ft 

gegeben  sein.  Was  den  Wirkungsgraad  , anbetrifft,  so  hat  man  aus  der  oben 
gegebenen  Versuchsreihe  das  Oesetz  abstrahirt: 

pyi; 

1 + ► 

wo  L,  die  theoretische  Leistung,  ft  und  y Coefücienten  sind.  Wir  hatten  bei 
Niederdmckmaschinen : 

für  L,  =4  i(  = 0,40, 
und  für  i,  = 100  ij  = 0,50, 

woraus  dann  folgt: 
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jU  = 0,8,  »'S:  1,5, 

and  ei  iit  flir: 


i.=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

i,si0,32  0,40  0,44  0,46 
Bei  Woolfscben  Maschinen 

also: 

0,47  0,48  0,49  0,495  0,497  0,50 

mit  swei  Cylindern  dagegen  ergibt  sich; 
/u  =0,255,  , = 0,351, 

0,51 

0,51 

L,=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

, = 0,19  0,30  0,37  0,42  0,46  0,49  0,52  0,54 

Bei  Hochdrnckmaschinen  mit  Condensation : 

iu  = 0,506,  K= 0,988, 

0,5i 

0,565 

0,585 

0,61 

L.=  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

, = 0,25  0,34  0 38  0,41  0,43  0,44  0,45  0,45 

Bei  Hochdrnckmaschinen  ohne  Condensation  endlich: 

/i  =0,433,  .'  = 0,738, 

0,46 

0,465 

0,47 

0,48 

t.s  1 4 9 16 

25  36  49  64 

81 

100 

144 

225 

, = 025  0,35  0,39  0,43 

0 46  0,48  0,49  0.50 

0,51 

0.515 

0,525 

0,535 

L,  ist  in  Pfcrdckriftcn  gegeben. 

Itt  das  Dampfqninlnm  Q bekannt  oder  nach  der  eben  gegebenen  Formel 
berechnet  worden , so  man  die  mitterc  Kolbengeschwindigkeit  e und  die  Grösse 
der  Kolbenfllcho  F gefunden  werden.  Die  Geschwindigkeit  ist  gewöhnlich  nur 
mbsig,  nnd  es  soll  nach  Watt  v ungefähr  3j  Fass  (3  Fuss  bei  kleinen,  4 bei 
grouen  Maschinen)  betragen.  Die  genaueren  practisch  ermittelten  Verhiltnisse 
gibt  Watt  folgenderweise,  wo  r in  Zollen  gegeben  ist: 

t=4-8  8-15  15-25  25-40  40-60  60-100 

«=  34  37  40  43  46  50 


Ans  diesen  Zahlen  abstrahirt  man  wieder  die  Formel: 


and  da : 


e 


l + rVt’ 


fUr  i=4,  r=34, 

für  L = 100,  t = 50 
ist,  so  findet  man  für  Niederdruckmaschinen : 

/US  42,5,  >>=0,75, 

für  £sao  erhllt  man  den  grössten  Werth: 

es 57  Zoll, 

die  Scala  aber  wird  dann: 

ts  1 4 9 16  25  36  49  64  81  100  144  225 

e=24  34  39  42,5  45  46  47  48  49  50  51  52 

Für  Mittel-  und  Hochdrnckmaschinen  werden  oft  grössere  als  die  eben  gegebenen 
Otschwindigkeiten  benntat.  Versuche  geben: 

/u  s 56,  y = 0,9, 

and  den  Maximalwerth: 

t = 62, 

also: 

Is  1 4 9 16  25  86  49  64  81  100  144  ^ 

es80  40  46  49  51  53  54  55  55,5  56  57  58 
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V enthaU  immer  Zolle.  — Diese  leUte  Tafel  gibt  jedoch  nnr  die  grCsiten  noch 
za  benutzenden  Geschwindigkeiten  an.  Gewöhnlich  sind  die  Zwischenwerthe  der 
Torletzten  und  letzten  Tafel  zu  nehmen. 

Wenn  man: 

^ I • i • ”4"  ^ 

* = ~ oder  genauer  — 

s t-\-a 


kennt,  so  hat  man  die  Kolbenfläcbe: 

V 

in  Quadratzollcn,  und  die  Cvlinderweite: 

d = j/^’=  13,54  j/'.^  = 1,128  Vf  • 

Die  Anzahl  der  Kolbenspiele  betrtgt  in  der  Minnte  zwischen  16  und 
38,  und  man  soll  nach  Morin  setzen; 

Pferd  ekräfte : 


4-8 

8-15 

15-25 

25-40 

40-60 

60-100 

I 

28 

25 

22 

20 

18 

16 

II 

30 

27 

25 

23 

21 

19 

III 

38 

34 

30 

28 

26 

25 

IV 

30 

25 

22 

19 

17 

16 

V 

38 

34 

30 

28 

26 

24 

Die  Zahlen  bei  I bis  V geben  die  Anzahl  der  Kolbenspiele  in  der  Minnte , nnd 
zwar  gelten  die  Zahlen  I fOr  Watt'sche  Miedcrdruckmaschinen,  II  für  Wooirsche, 
III,  IV,  V fOr  eincylindrige  Hochdrackmaschinen , III  für  Condensation  ohne  Ba- 
lancier, IV  für  Condensation  mit  Balancier  oder  oscillirendem  Cylinder,  V bei 
mangelnder  Condensation. 

Aus  der  Anzahl  der  Kolbenspicle  n in  der  Minute  folgt  dann: 

30e  30r 

«1= — . * = — , 


also  der  ganze  Hub  und  der  Hub  bei  der  Absperrung.  Das  Verhältniss  des  Kol- 
benhubs zum  Durchmesser,  also  — liegt  gewöhnlich  in  den  Grenzen  2 nnd  2|. 

300 

Legt  man  dasselbe  zu  Grunde,  so  kann  man  s,  nnd  iiz: — bestimmen.  Man 

*1 

kann  zu  dem  Ende  setzen; 

il  = V 

ä \-\-ipd' 

Erfahrungen  geben  für  die  Niederdrnckmasebinen: 

7=3,058,  7=0,01106. 

Fpr  Wooirsche  Maschinen  gelten  dieselben  Zahlen,  wenn  d nnd  s,  sich  auf  den 
grossen  Cylinder  beziehen.  FQr  Hochdruckmaschinen  mit  Condensation  ist,  wenn, 
kein  Balancier  vorhanden  ist; 

7 = 3,182,  7=0,02273, 

nnd  wenn  dasselbe  vorhanden  ist: 

7 = 3,618,  7 = 0,00945, 

bei  Hocbdrnckmaschincn  ohne  Condensation  nnd  ohne  Balancier;  ’ 

7 = 2,917,  7 = 0,02091, 

und  falls  ein  Balancier  vorhanden  ist: 

7 = 33285,  7 = 0,00869. 
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H*ben  iilio  die  Znhien  I— IV  dieselbe  Bedentnnf;  wie  in  der  obigen  Tafel,  nnd 
gehen  V nnd  Vl  auf  Ilochdrurkmaschinen  ohne  Condensalion  , V bei  fehlendem, 
VI  bei  vorhandenem  Baliincicr,  so  hat  man  folgende  Tafel,  bei  welcher  <f  in 

Zollen  gegeben  ist,  und  die  Reihen  I— VI  die  Orösse  ^ geben. 

a 


d = 

= 6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

54 

60 

I 

2,87 

2,70 

2.56 

2,42 

2.30 

2,19 

2,09 

2,(.0 

1,91 

1,84 

II 

2,87 

2,70 

2,56 

2,42 

2,30 

2,19 

2,09 

2,00 

1,91 

1,84 

ni 

2,80 

2,50 

225 

2,06 

1,89 

1.75 

1,63 

1,52 

1,43 

1,35 

IV 

3,42 

3,25 

3.09 

2,95 

2,82 

2.70 

2,59 

2,49 

2,40 

2,31 

V 

2,60 

2,34 

2,13 

1,95 

1,80 

1.67 

1,56 

1,46 

1,37 

1,30 

VI 

3,16 

3,01 

2,88 

2,76 

2,64 

2,54 

2,44 

2,35 

2,27 

2,19 

Bei  maogelmlor  Expanviun  iit 

s = s,  SU  scizen.  Bei  Wooirschen  Maschinen 

iit  s 

der  Kolbenhub  im  kleineren  Cylinder,  gewöhnlich  hat  man  i 

= 1 ‘i. 

jeden- 

fallt  aber  ist  das  Verhältnist  k = — als  gegeben  au  betrachten,  also  nur  das  Ver- 

•i 

F 

Hltoiss  an  bettiimnen.  Die  Geacbwindigkcit  im  grossen  Cylioder  t>  iit  be* 

Ml 


reitt  bestimmt  worden  , nümlich  e =z 


1 + K VL’ 


144  0 

und  die  Formel  f'=e gibt 


den  Flächeninhalt  des  Kolbens  im  kleinen  Cylinder.  Man  hat  ferner: 

s-^‘ 

F$  ' 

also: 

and  für  den  Durchmesser  der  grösseren  KolbenflScben : 

Znweilen  findet  aber  anch  schon  eine  gewisse  Expansion  im  kleinen  Cylinder 
statt;  mOge  der  Dampf  dann  am  Ende  des  Kolbenwcges  s,  abgesperrt  werden, 
dann  ist  das  Expansiousverbältniss : 

sei  dann  r,  dasjenige  im  kleinen  Cylinder,  also: 

s 


so  kommt: 


Uso: 


Tr*-' 


s-s  ^ 


y_I440^  Quadrateoll, 

V 

f = |/^  = 1,128  VF  = 13,54 


Zoll, 


sFs  _ sF  144 (?s 


Qnadratxoll, 


<f,  =|/i^  = 1,128  VF,  = 13,54 1/^  Zoll. 

Wenn  die  passende  Anxahl  der  Spiele  n vermöge  der  oben  gegebenen  Tabelle 
gefnnden  ist,  so  bat  man  endlich: 
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s,  und  > können  aber  auch  mittels  der  Formeln; 

- y . 

rf.  ~l  + V-d’  ‘ ■ 

nnmittelbar  bestimmt  werden. 

Bei  Condensationsmascbinen  ist  aber  noch  anf  den  Condensator  und  die  Pam- 
pen RQcksicht  zn  nehmen.  Sei  df,  die  Injcctionswassermenge.  Da  Q Knbikfoss 
Dampf  in  der  Secnnde  an  condensiren  sind,  so  hat  man : 

Ist  I,  die  Temperatur  des  Injectionswassers,  f,  die  im  Innern  des  Conden- 
sator,  so  ist  die  Wärmemenge: 

66 W. 

welche  beim  Condensiren  aufnimmt,  gleich  derjenigen: 

66J»f(640-<,) 

zu  setzen,  welche  der  Dampf  beim  Niederschlagen  in  Wasser  von  I,  Grad  ver- 
liert. Es  ist  also: 

K„Wuss. 

Es  ist  hier  das  Watt’sche  Gesetz  zu  Grunde  gelegt.  Nach  Regnanlt  ist  fvergl. 
den  Artikel:  Wirme,  Seite  190): 

(«.-<„)  i«f.  =(606.5  + 0,305  t-t.)  W, 

also ; 

„ 606.5  + 0,305/-t,  „ 

*'  = *• 

*1  *• 

Beide  Formeln  geben  für  die  gewöhn-  V,  _ itf,  W, 

liehen  Vcrhiltnissc  nur  geringe  Unter-  ^ ~ "nT  ~ 

schiede.  f 

Ans  der  Injcctionswassermenge  sind  ' 

jetzt  die  Dimensionen  der  Kaltwasser-  V,  _ 2(640-/,) 


pumpe  zu  finden.  Setzt  man ; 


‘j  •• 


nnd  bei  Niederdruckmaschinen ; 

/i  = 1470, 

dagegen  bei  Mitteldmckmaschincn: 
p = 4 Atmosphiren,  /4=479, 
so  ergibt  sich  bei  Niederdruck: 

= §1  = 0,0195  Q, 
nnd  bei  Mitteldmck ; 

»•  = ^=0,05851?. 


das  gibt: 

0,039  K fftr  Niederdmck, 

P,  =0,117  r für  Mitteldmck. 

Für  Watt’sche  Maschinen  ohne  Conden- 
sation  ist  $ der  ganze  Kolbenhub,  nnd : 

P,  =0,039  K=^  (nngefibr). 

Da  aber  stets  etwas  Wasser  znrückgeht, 
sind  wenigstens  10  Procent  znzusetzen. 
Watt  setzt: 

P -ü 


Die  Kaltwasserpampe  ist  einfach  wir-  “'"l  Andere  sogar: 
kend,  also  das  Product  P,  aus  Kolben-  y 

fläche  und  Kolbcuweg  (Fassnngsraum) 
gleich  dem  in  jedem  Spiele  gehobenen 

Wasserqnantum.  2 P=2Fs  ist  das  im  Bei  Wooli’scben  Maschinen  von  4.  At- 
Spiele  verbrauchte  Dampfquantum,  also:  mosphären  ist; 
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K,=  0,117  K, 

oder  : 

K,=o,i3  y, 

je  mtclidcm  men  den  Wasservcrlust  bc- 
rerhnct  oder  nicht.  Gewdhnlich  wird  K, 
hier  gleich  ^ bis  j des  kleinen  Cylin- 
derranms  V genommen.  Debrigens  be- 
sieht sich  bei  eincjlindrigcn  Maschinen 
K nelOrJieh  nur  nuf  den  Kaum  vor  der 
Absperrung. 

Der  Fassungsraum  K,  der  Speise- 
pumpe ergibt  sich  sogleich: 


setzt.  Bei  Nicderdmckmoschinen  also: 

r - — 

*"  735’ 

und  bei  Mittcldrnck : 

V — — 

•~240’ 

wenn  man  die  obigen  Werthe  fdr  /i 
letzt.  Um  aber,  wenn  es  nöthig  ist, 
schnell  speisen  zu  kennen , wird  dieser 
Raum  drei-  bis  sechsmal  so  gross  ge- 
nommen. 


also  bei  Niederdruck: 

^s  = i'iS*»  ^ = T*» 

und  bei  Mitteldruck: 

r — 41«  y — I y 

Dieser  Fassungsianm  ist  jedoch  nach 
Watt  zu  verdoppeln.  Dem  Condensator 
endlich  wird  der  Fassungsraum : 

r.  = i F bis  i V 

gegeben.  Die  Qbrigen  Dimensionen  sind 
nach  dem  Dampfquantum  V zu  bcur- 
theilcn. 

Damit  der  Querschnitt  der  Dampf- 
leitung der  Kolbcnfläche  betrage,  ist 
seine  Weite  gleich  J d zu  nehmen.  Bei 
Hochdruck  und  geringer  Expansion  und 
bei  dem  Anstragerohr  im  Allgemeinen 
setzt  man  die  Weite  sogar  |rf.  Die 
Dimensionen  der  Kesselaning«  sind  in 
Abschnitt  2)  bestimmt.  Der  Dampfkessel 
enthält  16  bis  20  mal  so  viel  Raum,  als 
die  in  der  Stunde  verdampfte  Wasser- 
menge 3600  W',  er  beträgt  also  54000  IF 
bis  72000  IF,  wovon  J auf  den  Dampf- 
raum kommen.  Die  Erwärmnngsfläche 
soll  1 Quadratfass  auf  stündlich  4 Fass 
Dampf  betragen.  Ihr  Inhalt  ergibt  sich 
hiernach  : 

V • 3600  »'  = 32400  IF  Qnadratfnss. 


Durch  die  Luft-  nnd  Wasserpnmpe 
muss  in  der  Seennde  die  Wassermenge 
M+4f,,  also  ungefähr  28  M fortgesebafft 
»erden.  Das  Injectionswasser  enthält 
ausserdem  an  Luft  seines  Volumens. 
Diese  geht  im  Condensator  von  1 At- 
mosphäre zu  0,1  über , ebenso  von  12* 
Temperatur  zu  35* , sein  Raum  ist  also 
der  Theil: 

il  [l-t-0,00367(35-12)]  = 0,775 

vom  Raume  des  Wassers.  Es  6ndet 
sich  ausserdem  ein  fast  gleiches  Volu- 
men Dampf,  nnd  man  muss  also  neh- 
men als  fortznschaffende  Wasser-,  Luft- 
und  Dampfmenge : 

4f+(l-b2  • 0,775) Jtf,  = /tf-|- 2,55 Jlf, 

= 72:tf, 

wenn  man  Äf,  =28#  setzt. 

Ist  jetzt  F,  der  Fassungsraum  der 
Luftpumpe,  so  ist  wieder : 

Ll-11 

2V~  u’ 

oder: 

..  144  F 


Wicksteed  rechnet  auf  1 Quadratfuss 
Erwtrmnngsflächc  die  Verdampfung  von 

0.09  Kubikfusa  = 5.94  Pfund 

Wasser  in  der  Stunde  bei  Cornvairschen 
Kofferkesscln,  dagegen : 

0,0143  Kubikfuss  = 0,94  Pfund 

bei  Cornvnll'scbcn  Cylinderkcsseln.  Bei 
Dampfschiff-  nnd  Locomotiv-Kesseln  ist 
diese  Dampfmenge  2 bis  3 mal  so  gross. 
Der  Brennmaterial -Aufwand  hängt  na- 
türlich auch  von  der  Beschaffenheit  des- 
selben ab.  Naeh  Wicksteed  erfordern 

W Pfund  Dampf  ~ bis  Pfund  gu- 
ter Steinkohle. 

Bei  Watt’schcn  Maschinen  ohne  Ex- 
pansion werden  stündlich  auf  die  Pferde- 
kraft 10  bis  13  Pfund  guter  Kohle,  bei 
Hochdruckmaschinen  ohne  Condensation 
8 bis  11,  bei  solchen  mit  Condensation 
5 bis  7,  bei  solchen  ohne  Expansion 
nnd  ohne  Condensation  17  bis  20  Pfund 
gerechnet. 

Locomotiven  sind  hier  nicht  abgeban- 
delt, nnd  ist  in  Bezug  auf  dieselben  auf 
den  betreffenden  Artikel  su  verweisen 
22 
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4)  Cslorische  Maschinen  und 
Dampfmaschinen  mitfiherhitz- 
ten  Dämpfen. 

In  dem  Artikel:  Wärme,  Abschnitt  9 
ist  bereits  mit  wenigen  Worten  anf  die 
Theorie  der  Calorischen  Maschinen  ein- 
gegangen ; es  soll  hier  noch  Einiges  über 
die  Einrichtung  derselben  hiningefOgt 
werden. 

Die  Calorischc  Maschine  besteht  aus 
einem  Beservoir  B,  worin  die  Loft  er- 
wärmt wird,  nnd  zwei  Cylindern,  einem 
kleineren  Ä nnd  einem  grosseren  C 
(Fig.  155),  beide  durch  Rohren  mit  dem 
Reservoir  verbunden.  Kolben  K im 
kleineren  Cylinder  saugt  beim  Aufgange 
äussere  Luft  durch  das  Ventil  a ein, 
und  gibt  sie  beim  Niedergang  durch  das 
Ventil  i ins  Beservoir  £ ab,  wo  sie  er- 
wärmt wird,  dann  tritt  dieselbe  in  den 
grosseren  Cylinder,  wo  sie  den  Kolben 
L bewegt.  Die  Steuerung  S bewirkt 
abwechselnd  den  Zutrift  der  Luft  von 
B und  C,  nnd  den  Austritt  von  C in 
die  Atmosphäre  nach  vollendeter  Arbeit. 
Sei  p die  Spannung  der  äusseren  Luft, 
p,  die  im  Reservoir  B,  s der  Hub  des 
Kolbens  L vor  der  Expansion , s,  der 
ganze  Kolbenhub,  so  ist: 

-L_  f- 

»i  Pi 

nach  dem  Mariotte'schcn  Gesetze,  wenn 
die  Temperatur  constant  bleibt,  also 
Wärme  hinzutritt;  ist  V=Fi,  der  Fas- 
Bungsranm  der  Druckpumpe  A,  also  auch 
das  in  jedem  Kolbcnspicl  in  den  Reser- 
voir eingeführte  Luftquantum,  so  ist  der 


Raum  des  Arbeitscylinders  C,  also  auch 
das  im  Kolbcnspiele  verbrauchte  Luft- 
quantnm,  unter  Temperamr  r,  nnd  dem 
äusseren  Drucke  p gemessen: 


K.=F,. 


V 

~ l + «fr  ’ 


WO  r dio  Temperatur  der  äusseren  Luft, 
cT  der  Ansdehnongscoefficiont  ist.  Vor 
der  Expansion  ist  der  Raum  dieser  Luft- 
menge : 


F.  = F.,.  = F,s  P = 
Fl 


also  für: 


1+<^V|  _ P_ 
l+tfr  p^ 

ergibt  sich: 

also  der  vor  der  Expansion  eingenom- 
mene Kaum  der  Luft  in  C ist  dann  gleich 
dem  Raume  von  A.  In  diesem  Falle 
ist  die  Temperatur  der  erhitzten  Luft: 


r,  -1  + 


Pi-P 


(I-  -)■ 


Soll  also  z.  B.  — = 2 sein,  so  ist  schon 

F 

zu  nehmen.  Diese  hohe  Temperatur 
stellt  sich  als  Haupthinderniss  der  all- 
gemeinen Anwendung  Calorischer  Ma- 
schinen entgegen,  die  trotz  ihrer  theo- 
retischen Vorzüge  vorder  Dampfmaschine 


Fig.  155. 
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(m  bedarf  unter  andcrmbci  dcnDnmpfina- 
Mbinen  eines  Wärmcaufwandcs  um  Wasser 
iaDampf  tu  verwandelnb  einer  viel  grCsscrn 
Abnutxung  und  verh&ltnissm&ssigcn  andc- 
reDNachtbcilen,ao8  diescmGrundc  erliegen. 

Die  Wärme,  welehc  hiernaeh  mit  der 
Loft  aus  dem  Cylinder  C ins  Freie  ab> 
itrOmt,  kann  aber  anch  weiter  benutzt 
werden.  Zu  dem  Ende  lässt  man  sie 
durch  einen  Regenerator  F (Fig.  155) 
strömen,  d.  h.  durch  eine  Ueiho  von 
Drahtnetzen , welche  einen  Thcil  der 
Wärme  absorbiren , und  zur  Erhitzung 
der  neu  eingerührtes  Luft  verwenden. 

Eine  solche  calorUche  Maschine  ist 
die  von  Erieson  (Fig.  15ij).  Kolben  K 
und  Ly  die  in  den  Cylindern  A und  C 
arbeiten,  sind  durch  Stange  ü fest  mit 
einander  verbunden.  Der  Hoerd  F be- 
findet sieb  unmittelbar  unter  dem  Treib- 
cylindcr  C,  su  dass  ein  besonderes  Re- 
servoir hier  nicht  nöthig  ist.  B ist  da- 
gegen ein  Luftreservoir , B der  Regene- 
rator, Ä und  T Steuerungen,  wodurch 
der  Zu-  und  Austritt  der  Luft,  sowie 
der  Uebergang  derselben  nach  A und 
B und  von  ß nach  ß regulirt  wird. 
Wenn  sich  die  Kolben  hoben,  so  wird 
die  vorher  von  M cingesangto  Luft  von 
A nach  B durch  R unterhalb  /.gedrückt, 
nach  Zurücklegung  eines  gewissen  Kol- 
benweges  dreht  sich  der  Stcuerhahn  T, 
ao  dass  die  Commnnication  der  Luft  un- 
terhalb T mit  der  in  ß aufgehoben  ist. 
Es  findet  also  jetzt  Expansion  statt. 
Beim  höchsten  Kolbenstande  werden  die 
Hähne  S und  7*  gedreht,  so  dass  sic  bei 
M und  R bet  N mit  der  äusseren  Luft 
communiciren.  Die  Kolbenverbindung 
gehl  dann  durch  ihr  Gewicht  abwärts 


Hierbei  tritt  durch  frische  Luft  ein, 
und  bei  A die  verbrauchte  aus  wobei 
aber  ein  Thcil  ihrer  Wärme  an  den 
Regenerator  abgegeben  wird.  Ist  die  Kol- 
benverbindnng  unten  angclangt,  so  erfolgt 
abermuligc  Umsteuerung,  und  das  Spiel 
beginnt  von  Neuem. 

Dem  Gebrauche  des  Regenerator  ha- 
ben sich  Übrigens  erhebliche  Missständo 
gegenüber  gestellt,  liaoptsächlich  der 
grosse  Aufwand  von  Arbeit,  welche  beim 
Fressen  der  Luft  durch  die  Drahtnetze 
verloren  gebt. 

Man  hat  versucht,  auch  bei  Dampf- 
maschinen dos  Prinzip  der  Caloriscben 
Maschine  anzuwenden,  indem  man  die 
Dämpfe  nicht  im  Maximum  der  Spann- 
kraft, sondern  im  überhitzten  Zustande 
verwendet. 

Die  Dämpfe  werden  bei  solchen  Ma- 
schinen vom  Kessel,  ehe  sie  in  den  Cy- 
linder  treten,  in  ein  Gefass,  den  lieber- 
bitzer,  geleitet,  wo  ihnen  neue  Wärme  zn- 
gefübrt  wird. 

Sei  A (Fig.  157)  das  Ende  des  Dampf-' 
kesscls,  C der  Ueberhitzer,  B das  Rohr, 
welches  von  dem  Kessel  zum  letzteren, 
D das  vom  Ueberhitzer  zum  Cylinder 
führende  Kohr.  Die  bei  E aus  den  Zü- 
gen abzichendo  Heizluft  erwärmt  den 
Ueberhitzer,  sie  umspielt  ihn  nämlich 
ganz,  ehe  sie  bei  F in  den  Schornatein 
tritt.  Ventil  V in  der  Röhre  B regulirt 
die  Dampfspannung  in  C so,  dass  sie 
nicht  bedeutend  unter  der  im  Kessel 
sinkt,  so  dass  der  Ueberhitzer  eben 
nur  hauptsächlich  eine  Ansdehntmg  des 
Dampfes  bewirkt. 

Sei  p die  Spannung , V die  während 
des  Kolbenbabcs  verbrauchte  Dampf- 
22* 


Digitized  by  Google 


Wärme. 


340 


Wärme. 
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menge,  > das  Kxpansiunsvcrliültniss , so 
ist  die  nach  dem  Mnriutlc’schcn  Gesetze 
volliübrte  Arbeit  während  des  Kolben- 
schubs : 

7,=  Fp(l  + lgO. 

aber  wenn  das  Volumen  I'  durch  den 
ücberhitzer  zur  Grösse  K,  vermehrt 
wird: 

t,=  v,p(i+igo, 

wenn  man  nach  dem  Obigen  /j  als  fast 
constant  annimmt;  das  Vcrhaltniss  bei- 
der Leistungen  ist  also: 

_ 1^ l4-d r, 

L V 1 + tTr 

Zur  Erzeugung  der  Dnmpfmenge  Vy 
wurde  ungefähr  vorbraueht  die  Wärme- 
menge : 

H'  = 630»>, 

und  zur  Umänderung  in  überhitzten 
Dampf  die  Wärmemenge: 

)V,=0,847(r.-r)  Vy, 
wenn  0,847  die  specidschc  Warme  des 
Wasserdompres  ist;  also  das  Vcrhältniss 
der  W&rmcmengcn  bei  Anwendung  und 
ohne  Anwendung  der  Ueberhitzung  : 

W 4-  \y 

= 1+ 0, 001344  (r, -7). 

also  das  Vcrhältniss  der  Wirkungsgrade 
beider  Vorrichtungen: 

52  _ 

, - L{\y  }^\\\) 

l + 0,0a367r, 

“ [H-0ü01344(r,-/)]Ti  t*”0.003G7r)* 
Für  T = 120®,  r , = 130®  ergibt  sich  z B. : 


^=112, 

n 

also  ein  Gewinn  von  12  Proccnl. 

Um  zu  grosso  Hitze  zu  vermeiden, 
wird  auch  zuwoUcn  ein  Gemisch  von 
1 Tticil  gcsftttigicn  und  3 Thcilen  fiber> 
hitzicn  llSrnpfen  verwendet.  Zu  diesem 
Zwecke  wendet  die  Wcthend’schc  Fabrik 
in  Baltimore  noch  ein  zweites  schlangen* 
fOrmiges  Hohr  nn,  welches  durch  den 
Feuerraum  geht,  wo  der  darin  enthaltene 
Dampf  dann  nberhitzt  wird. 

Auch  das  Prinzip  des  Uegenerator  ist 
hei  Dampfmaschinen  versucht  werden, 
jedoch  ohne  sondertiejicn  Erfolg. 

Von  Werken  über  Dampfkessel  und 
Dampfmaschinen  sind  anzufOhren: 

Trodgold , Treatise  on  the  Steam  Em- 
gine, 

A.  Morin.  Le^om  He  MrcuHique  prn- 
tique,  iome  3, 

Fnmbour,  Theorie  det  macAines  d Vo’’ 
peur^ 

Weissbach,  Ingenieur-  und  Masebiuen- 
Mechanik,  Bd.  2. 

Anwendungen  der  mecbRnischcn  Wir- 
mclehre  auf  die  Dampfmaschine  geben : 

Clausius,  Abhandlungen  über  mecha- 
nische Wärmelehre, 

Rankinc,  On  Ike  meckdnicat  action  of 
heat  (^Pkiloiofthical  JHngatiney  Voi.  17/}, 

Zeuner,  Mechanische  Wärmelehre. 

Diesem  Artikel  ist  Wcissbacb's  Ma- 
schinenmechanik auszugsweise  zu  Grunde 
gelegt. 

Wage  (Maschinenlehre). 

Siehe  Wange* 

Wagenkessel  '(Maschinenlehre). 

Siehe  Dampfmaschine. 

Wagenrad  (Maschinenlehre). 

Siche  Rad. 

Wagenwinde  (Maschinenlehre). 

Siehe  Winde. 

Wagenstenernng  (Maschinenlehre). 

Siehe  Steuerung. 

Wahre  Anomalie  (Astronomie). 

Siehe  Anomalie. 

Wahrer  Ort  (Astronomie). 

Der  Ort,  an  dem  sich  ein  Stern  wirk- 
lich boßndet,  zum  Unterschiede  von  dem 
scheinbaren,  wie  er  sich  durch  die  Strah- 
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lenbreebung  und  Aberration  bei  den  Be> 
ohachtungon  ergibt.  Indessm 
jnan  xuweiien  unter  wiihrem  Ort  «ienje- 
oigen  zu  verstehen»  der  nuf  den  ualiren 
UorUont,  d.  h.  auf  eine  durch  den 
mittedpunkt  parallel  der  Tangentialebene 
de«  Ortes  gelegten  Ebene»  bezogen  ist. 
Wegen  der  Tarallaxe  fallen  nämlich  diese 
beulen  Orte  bei  den  Pluncten  und  Co- 
melcn  nicht  völlig  zusüniinen.  Dies  ist 
jedoch  bei  den  Fixsternen  der  Fall.  Be- 
zieht man  die  Entfernungen  auf  die 
Ekliptik,  80  ist  der  wahre  Ort  auf  eine 
ffsrgcdachto  Ekliptik  und  einen  festen 
Anfangspunkt  zu  bcziclien.  wogegen  der 
«ehciuharc  auf  die  durch  Präcessiou  und 
Nalation  veränderliche  Ekliptik  geht. 

Wabrscheinlicher  Fehler  (Wahrsebein- 
UchkeiUrecbnonsi. 

Siebe  Quadrate  (Methode  der  klein- 
«teo). 

Wahrscfaeinlichkeltsrecbming  (Com- 
bisationslehre). 

1)  A llgeroeincs. 

DerBcgriCf  der  mathematischen  Wabr- 
«cbeiolichkeit  ist  wie  viele  andere  in  der 
ingewandten  Mathematik  einem  Aus- 
drucke des  gewöhnlichen  Lebens  ent- 
nommen» und  dient,  denselben  zu  prä«’i- 
siren.  scharfen  Vergleichen  undderUcch- 
Dung  zugänglich  zu  machen. 

Im  gewöhnlichen  Leben  nennt  man 
ein  zu  erwartendes  Ercigniss  wahrschein- 
lich, wenn  Erfahrung  oder  Ueberlegung 
zeigen,  dass  unter  ähnlichen  Verhält- 
niiscn  wie  die  gegebenen  sein  Eintreten 
eher  zu  erwarten  ist  als  sein  Nicbtein- 
treten,  und  von  zwei  Ereignissen  eines 
wahrscheinlicher  als  das  andere»  wenn 
das  Eintreten  des  crstcren  eher  als  das 
leutere  zu  erwarten  ist. 

Durch  Präcision  dieser  Betrachtung 
gelangt  man  zum  Begriffe  der  Wahr- 
scheinlichkeit und  der  relativen  Wahr- 
scheinlichkeit in  der  Mathematik. 

Nehmen  wir  an,  dass  unter  einer  Reihe 
von  n möglichen  Fällen  eine  gewisse 
Anzahl  p als  der  Erwartung  entsprechend, 
mithin  als  ghnstig  betrachtet  werden»  so 

nennt  man  den  echten  Bruch  — die 

ri 

Wahrscheinlichkeit  , dass  einer  dieser 
günstigen  Falle  eintrete,  also: 

„Die  mathematische  Wahr- 
scheinlichkeit irgend  eines  Ereig- 
nisses, welches  in  gewissen  Fällen  statt- 
hndet»  in  anderen  aber  nicht,  ist  ein 
Bruch»  dessen  Zähler  die  Anzahl  der 
günstigen  Fälle » dessen  Nenner  alle 


möglichen  Fälle  enthält.**  Vorausgesetzt 
ist  hierbei » dass  jeder  der  F'ällo  als 
gleich  niOglich  gilt.  Dies  ist  aber  im- 
mer anzunchmeu,  denn  hätte  man  einen 
Grund  zur  Annahme,  dass  ein  Fall  dop- 
pelt so  oft  cintreten  kann  als  der  an- 
dere, so  ist  dieser  erstere  natürlich  als 
zwei  Fülle  zu  betrachten  und  demgemäss 
in  Rechnung  zu  bringen. 

Also;  Die  Wahrscheinlichkeit,  dsiss 
Jemand  mit  einem  Würfel  eine  3 werfe» 
ist  also  ^»  da  unter  6 gleich  möglichen 
Fällen  einer  dieser  Bedingung  genügt, 
die  Wahrscheinlichkeit,  eine  ungrade 
Zahl  damit  zu  werfen,  ^—4,  da  von  den 
6 Fällen  3 diese  Bedingung  erfüllen. 
Die  Wuhrschciiiliclikcit  1 entspricht  also 
der  Gewissheit,  0 der  Unmögiiehkeit. 

Wüsste  man  aber,  dass  der  Würfel  so 
construirt  ist,  dass  er  Öfter  6 als  eine 
andere  Zahl  trifft,  also  z.  B 3 mal  6» 
während  er  jede  andere  Zahl  einmal 
trifft,  so  ist  die  Anzahl  der  möglichen 
Fälle  3-f5  = 8,  die  Wahrscheinlichkeit  6 
zu  werfen  4 » jeder  anderen  Zahl 

Relative  Wahrscheinlichkeit 
heisst  das  Vcrhäliniss  der  Wahrschein- 
lichkeitcn  zweier  Ereignisse.  Die  rela- 
tive Wahrscheinlichkeit,  3 mit  einem 
Würfel  zu  werfen,  zu  der  eine  ungrade 
Zahl  zu  werfen  ist,  also:  } : 4=4* 

Zusammengesetzte  Wahr- 
scheinlichkeit ist  diejenige,  wo  zu- 
gleich mehrere  Fälle  in  Betracht  kom- 
men. Es  sind  dabei  zwei  Fälle  zu  un- 
tersuchen: 

1)  Die  Wahrscheinlichkeit, 
wenn  statt  eines  EreignisacB 
mehrere  als  gün  sti  g betrach  t ct 
werden. 

Z.  B.  mit  einem  Würfel  soll  4 oder 
5 gcw’orfen  werden.  Ofleubar  setzt  sich 
in  diesem  Falle  die  Wahrscheinlichkeit 
aus  der  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten 
der  einzelnen  Ereignisse  zusammen.  Also 
da  für  4 und  für  5 beide  Wahrschein- 
lichkeiten 4 sind,  so  ist  die  zosammen- 
gcscuic  ^|=:4* 

2)  Die  Wahrscheinlichkeit  doi 
Zusammentreffens  mehrerer  Er- 
eignisse. 

Z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
«Tcmand  zw'cimal  werfend  mit  einem 
Würfel  erst  4.  dann  5 wirft.  Es  sind 
hier,  da  zu  jedem  der  6 möglichen  er- 
sten Würfe  6 mögliche  zweite  Würfe 
kommen»  überhaupt  6*6  möglich  und 
eins  von  diesen  günstig,  also  die  Wahr- 
scheinlichkeit A = 4 • 4 Allgomein: 

Die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammen- 
treffens ist  gleich  dem  Product  der  Wahr- 
scheinlichkeiten der  einzelnen  Ereignisse. 
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Mathematische  Iloffnung  für 
einen  zu  erlangenden  Gewinn  ist  das 
Product  des  Gewinnes  und  der  Wahr- 
scheinlichkeit desselben.  Offenbar  näm- 
lich hängt  der  Werth  eines  ungewissen 
Gewinnes  nicht  allein  von  dem  Wertho 
desselben,  sondern  auch  von  der  Wahr- 
scheinlichkeit desselben  ab.  Z.  B.  wenn 
die  gIDckliche  Ankunft  eines  Schiffes 
einer  gewissen  Summe  n glcichzusctzcn 
ist,  welche  der  Eigenthümer  dadurch  ge- 
winnt, und  von  p gleich  ausgerhsteten 
und  gerührten  Schiffen  f uiitergehcn,  also 
p—q  ankommen,  so  ist  die  Hoffnnng  des 
(p  — o)n 

Getvinnes  gleich  — — - — . 

P 

Die  m athemati  s che  Hoff nung, 
dass  einervon  mehreren  Gewin- 
nen stattfindc,  ist  gleich  der  Summe 
der  Hoffnungen  der  einzelnen  Ereig- 
nisse. 

Dies  gilt  auch,  wenn  neben  den  Ge- 
winnen Verluste  Vorkommen,  Man  kann 
die  letzteren  nämlich  als  negative  Ge- 
winne mit  in  Rechnnng  bringen. 

Bei  Hazardspielen  und  Wetten  mfissen 
offenbar  die  Hoffnungen  der  Theilnch- 
mer  gleich  sein , falls  Spiel  oder  Wette 
eine  denselben  gleich  günstige  sein  soll. 
Dies  ist  bei  Lotterie  and  andern  Hazard- 
spielen  indess  nicht  der  Fall,  wo  dem 
Unternehmer  ein  Vottheil  an  Theil  wird. 
Indess  ist  dieser  theilweise  insofern  be- 
gründet, als  Verwaltungskosten  und  an- 
dere Auslagen  von  demselben  zn  leisten 
sind.  Was  noch  übrig  bleibt,  ist  als 
eine  Prämie  zu  rechnen,  welche  man  für 
die  Erlaubniss,  am  Spiele  Theil  zn  nch- 
mon,  zahlt.  Bei  Staats-Lotterien  stellt 
sich  diese  Prämie  bekanntlich  sehr  hoch, 
dies  ist  aber  nur  dadnreh  möglich,  dass 
der  Staat  ähnliche  Unternehmungen  un- 
tersagt, also  Concurrenz  unmöglieh 
macht. 

Bei  solchen  Spielen,  wo  entweder  wie 
beim  Sehach  das  Spiel  ganz  von  der 
Geschicklichkeit  der  Thcilnchnicr  geleitet 
wird,  oder  wie  bei  den  meisten  Glücks- 
spielen Geschick  und  Scharfsinn  zugleich 
mit  dem  Zufall  wirken,  ist  die  Wahr- 
scheinlichkeit des  Gewinnes,  insoweit 
sie  von  den  crstcrcn  Fnetoren  abhängt, 
hn  Allgemeinen  schwerlich  a priori  zu 
bestimmen.  Man  konnte  sie  a posteriori 
bestimmen,  indem  man  das  Verhültniss 
der  Partien,  welche  der  eine  und  der 
andere  gewinnt,  ermittelt  nnd  danach 
den  Einsatz  bestimmt.  Z.  B.  A und  B 
spielen  Piquette.  Unter  100  Partien 
gewinnt  A 62,  B 38,  man  kann  dann 
nnehmen , dass  die  Wabrsdieinlichkcit 


dos  Gewinnes  für  A gleich  -fft,  für  B 
gleich  ist,  und  demnach,  wenn  der 
Einsatz  von  A = x,  von  = y ist.  dieselben 
so  bestimmen,  dass  die  Hoffnungen 

und  ^ gleich  sind.  Jeder  gewinnt 
1.UU  xuu 

nämlich  den  Einsatz  des  andern.  Es 
ergäbe  sich  also: 

.1  - ® 
y ~ 38’ 

Indess  verfährt  man  in  der  Begel  nidtt 
so,  sondern  setzt  ar  = y,  also  nimmt  die 
Wahrscheinlichkeiten  als  gleich  an.  In- 
dem der  Ueberschuss  über  die  Wahr- 
scheinlichkeit ^ dem  Geschick  und  Scharf- 
sinn des  betreffenden  Spielers  angchürt, 
so  lässt  man  demselben  also  diese  Eigen- 
schaften zn  Gute  kommen,  indem  sie 
seine  Hoffnung  vergrössem. 

Diese  Definitionen  lassen  die  Lösung 
gewisser  Aufgaben  zu,  die  aus  gewissen 
gegebenen  Wahrscheinlichkeiten  die  Be- 
stimmungen gewisser  anderer  verlangen. 
Als  Beispiel  wählen  w ir  das  folgende. 
Ein  eingetretenes  Ereigniss  kann  ver- 
schiedene Ursachen  haben,  die  wir  mit 
er,,  R,,  R,  . . . bezeichnen.  Man  weist, 
dass  wenn  man  die  Ursache  r^  als  Grund 

dieses  Ereignisses  voraussetzt,  dass  dann 
die  Wahrscheinlichkeit  desselben  sein 

würde.  Es  wird  jetzt  gefragt,  wie  gross 
die  Wahrscheinlichkeit  sei,  dass  das  ein- 
getretene Ercigniss  von  der  Ursache 

herrühre. 

Zunächst  lassen  sich  die  Brüche  p„ 
p,  . . . alle  auf  denselben  Nenner  n 
bringen,  cs  ist  also: 

1. 

Unter  n Füllen,  wo  dies  Ereigniss  slatt- 
hat,  tritt  also  Ursache  r^  in  q^  Fällen, 

irgend  eine  der  Ursachen  aber  in 
Vi  +?j  + Vi  + • • • I'ällcn  ein.  Die 
erste  Zahl  bedeutet  die  günstigen,  die 
zweite  alle  möglichen  Fälle,  nnd  somit 
ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  der 
Ursache  « gleich : 


1, 


P, 


¥i  + '/»  + ?i+  • • • J'i+/'i+Ps+  • • • 

d.  h.  gleich  dem  Quotienten  der  Wahr- 
scheinlichkeit, dass  das  Ereigniss  von 
der  verlangten  Ursache  herrührc,  durch 
die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten, 
dass  cs  von  einer  der  Ursaehen  herrühre. 

Vorausgesetzt  ist  hier,  dass  all«  Ur- 
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Mchen  (;teich  wahrscheinlichcrweisc  ein- 
treten  können.  Sollte  dies  tiicht  der 
Fall  sein,  sondern  sli  h diese  Wiilirsrrhcin' 
lichkeiten  wie  ß^t  . verhalten,  so 

ist  offenbar: 

ßlP,+ß,Pz+  ■ . • 
die  verlangte  Zahl. 

Sind  in  der  zuerst  gegebenen  Formel 
alle  Wahrscheinlichkeiten  , p,  . • • 

gleich  und  ihre  Anzahl  n , so  ist  — 

fl 

die  gesuchte  Zahl. 

Z.  B.  wenn  mit  einem  Würfel  über  4 ge- 
worfen wird,  kann  jeder  der  Würfe  5 und  6. 
welche  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  j ha- 
ben, dieUrsachesein.  Die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  der  Wurf  5 die  Ursache  ist,  wird 
somit  4 sein. 


2)  /■(!.  p)  = l wenn  0<p<j-|-l, 

rCl,  p)  = 0 wenn  p<l  oder  /)>j. 
Diese  Gleichungen  hestimmen  die  ge- 
suchte Function  vfillig. 

Ks  soll  jetzt  verstanden  werden  unter 
der  Ausdruck : 

a(a— l)(o— 2)  . . . (a— s-l-1) 

1 • 2 . . . s 

also  der  s te  Binomialcoefficient,  jedoch 
nur  für  nicht  negatives  a.  Für  negatives 
a soll  dagegen  a^  immer  gleich  0 sein. 

s kann  jede  positive  ganze  Zahl,  auch 
Null  sein,  und  in  diesem  Falle  setzen 
wir ; 

a,  = l oder  gleich  0, 

je  nachdem  a nicht  negativ  oder  negativ 
ist.  Für  a = 0 ist  somit  auch: 


2)  An  Wendung  der  Wahrschein- 
lich keit  s r ochn  n ng  auf  Würfel- 
spiel. 

Beim  Würfelspiel  handelt  es  sich  im 
Allgemeinen  um  die  Augenzahl , welche 
man  mit  einer  gegebenen  Anzahl  Wür- 
feln wirft. 

Es  enthült  jeder  Würfel  die  Augen 
1,  2 bis  6,  wir  setzen,  um  etwas  allge- 
meiner zu  verfahren , aber  die  Angen- 
sahlen 1 , 2 ...  <1  voraus.  Es  fragt 
lieb,  wie  gross  die  Wahrscheinlichkeit 
sei,  mit  n Würfeln  die  Zahl  p zu  werfen. 

Zunächst  ist  die  Anzahl  der  mCglicben 

Würfe  offenbar  gleich  9”.  Denn  bei 
einem  Würfel  sind  9 Würfe  möglich,  de- 
ren jedem  9 Würfe  des  zweiten  ent- 
sprechen, also  bei  2 Würfeln  gibt  es  9' 
Würfe,  deren  jeder  sich  mit  9 des  drit- 
ten combinirt  u.  s.  w. 

Es  fragt  sich  nun,  wieviel  Fälle  davon 
p Augen  geben. 

Sei  die  entsprechende  Zahl  gleich 
f{n,  p).  Mit  einem  der  n Würfel  kann 
man  nun  1 werfen , während  man  mit 
den  übrigen  p—1  wirft,  oder  mit  dem 
ersten  2 und  den  übrigen  p— 2 u.  s.  w., 
also  endlich  mit  dem  ersten  9,  mit  den 
übrigen  p— 9,  und  die  Zahl  /"(n.  p)  ist 
die  Summe  der  entsprechenden  Fülle. 
Da  aber  mit  n— 1 Würfeln  p—1  gewor- 
fen werden  können  in  ß(n—l,p  — l) 
Füllen,  p— 2 in  f(n— l,p— 2)  Fällen 
B.  s.  w.,  so  hat  man  : 

1)  /■(!•,  p)  = /-(.i-  l,p-l)-t-A«-l,p-2) 

+ ■ • • +/'(n-l.  P-j)- 

Ist  n=l,  so  ist  offenbar  nur  in  einem 
Falle  mOglieh,  die  Zahl  p zu  treffen, 
wenn  p positiv  und  nieht  grösser  als  9 
ist,  sonst  ist  dies  unmöglich,  also : 


0.=1, 

aber  wenn  s grösser  als  0,  offenbar: 

Unter  dieser  VorausseUang  kann  man 
Gleichnng  2)  auch  schreiben : 

2a)  /■(!,  ;>)=(p-l)u-(p-y-l)„ 

denn  ist  p Noll  oder  negativ,  so  ver- 
schwinden beide  Glieder  rechts,  ist  p 
positiv  und  kleiner  als  9-I-I,  so  ver- 
schwindet das  zweite  Glied , das  erste 
aber  gibt  1 ; ist  p grösser  als  9,  so 
werden  beide  Glieder  gleich,  ihre  Diffe- 
renz also  Null. 

Die  bekannte  Formel: 

(“+1),+  ,-»,+  .=», 

gilt  offenbar  für  jedes  positive  o,  wenn 
s positiv  oder  Null  ist. 

Für  a — 0 würde  sie  geben: 

sie  ist  also  richtig,  wenn  s grösser  als 
Null  ist,  da  beide  Seiten  Null  geben. 

Für  t=;0  geben  beide  Seiten  Eins, 
die  Formel  ist  also  auch  in  diesem  Falle 
richtig. 

Für  a=— 1 erhalten  wir; 

o.+  .=o- 

was  immer  richtig  ist,  wenn  s positiv 
oder  grösser  als  Null.  Endlich  für  ne- 
gatives a,  das  nicht  gleich  —1  ist,  geben 
beide  Seiten  der  Formel  Null.  Für  alle 
Werthe  von  9 und  1 , die  hier  in  Be- 
tracht kommen,  ist  also  unsere  Formel 
richtig.  Ans  ihr  aber  ergibt  sich; 
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(/'-2).+  ,-0»-3).+  ,=  (p-3). 


also  durch  Addition : 

(y'-i),  + f;>-2),+  . . . +(p-9),  (p-?),4_ 

eino  Formel,  woUlie  Air  beliebiges  p und  q undAirs  = 0,  1,  2,  3 . . . gilt.  Nun 
bat  man  nach  1)  unil  2u); 

/•(2./,)  = (p-2)„+(/t-3).+  . . . +(p-9-l). 

-(p-9-2),-(p-9-3),- . . .-(p-2.y-l)„ 

also  mit  Anwendun};  der  letzten  Formel: 

f(%  p)  = (p-l)i-2(p-»-l),+(p-29-l)„ 

c mer  : 

A3,  p)  = (p-2),+(p-3).+  . . . +(p-9-l), 

-2[(p-»-2).  + (p-9-3).+  . ..  +(p-29-1),] 
+ (p-2?-2),  + (p-2j-2),+  ...  +(p-39-l), 
= (p-l).-3(p-9-l),+3(p-27-l),+0>-3</)„ 

und  da  der  Mechanismus  des  Verfahrens  ganz  der  aus  dem  binomiscUeii  Lehr- 
sätze bekannte  ist: 

3)  /(«,  p)  = (p-1)„_i-»(P-9-1)„_,+«.  (p-2?-1)„_, 


-n,  (p-3y_l)^_i+  . . 

eine  Keihe,  welche  von  selbst  abbricht,  da  die  GrOsse  in  der  Klammer  zuletzt 
negativ  wird. 

Die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  aber  ist: 

p) 


Z.  B.  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  6 Würfeln  26  zu  werfen,  ist,  da: 
n=:6,  /3  = 26,  ? = 6 


ist: 


,^_26,-6-20.t-6,14*-6,8.H-6*2*  _ 1666 

6‘  6« 


833 

2328* 


Soll  aber  die  bctrelTcndc  Wahrscheinlichkeit  IV  mittels  einer  Tafel  ausgedrückt 
werden,  so  wird  man  statt  von  der  Formel  3)  lieber  von  der  rccurrcnieu  Formel 
2)  ansgehen. 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  eine  Augenzahl  zu  werfen, 
welche  kleiner  als  eine  gegebene  p ist. 

Sei  die  Anzahl  der  günstigen  Fälle  ='/(»,  p)  und  V die  Wahrscheinlichkeit, 
so  ist: 

(",  P)^ 

n ’ 

9 

7(«,  P)=A».  2)+  . . . +/•(",  p-1), 

oder: 


s=p—t 

<f  {H,  P)  = ^f^  [*„_i-"(»-9)„_,+n.(»-2(()„_ 
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wortni  «ich  ergibt: 

4a)  7(".  = 

Die  Wahncheinlicbkeit,  mit  3 WUrfclD  unter  13  zu  werfen,  iat  also: 
11,-3  -5,  _ 135  _ 5 
6>  “216“  8' 


Spielen  also  zwei  Personen  unter  der  Bedingung,  dass  der  Werfende  gewinnei 
wenn  er  wenigstens  12  wirft,  dagegen  verliere,  wenn  er  weniger  wirft,  so  ist  die 
letztere  Wahrscheinlichkeit  4,  die  erstcre  nlso  1 — 4 = {,  5:3  die  relative  Wahr- 
sebeinliehkeit  von  Verlast  und  Gewinn.  Damit  die  Hoffnung  fiir  beide  Spieler 
dieselbe  sei,  hat  also  der  Werfende  den  Einsatz  3 zu  machen,  wenn  der  Andere 
den  Einsatz  5 macht. 


Hun  kann  aus  Eorrael  4)  auch  folgende  Aufgabe  lOsen  Zwei  Spieler  werfen 
unter  der  Bedingung,  dass  der  höchste  Wurl  gewinne.  Der  erste  hat  geworfen 
und  zwar  p Augen.  Welche  Wahrscheinlichkeit  bat  der  zweite,  zu  gewinnen? 

Er  verliert,  wenn  er  unter  p Augen  wirft,  und  hier  ist  die  Wahrscheinlich- 
keit gleich  wirft  er  p Augen,  ein  Wurf,  der  die  Wahrscheinlichkeit 


t (»«■  P) 

n 


9 

hat,  so  beginnt  das  Spiel  vom  Neuen  und  die  Wahrscheinlichkeit,  zu  ver- 


lieren, ist  dann  fiir  ihn  i,  also  die  zusammengesetzte  Wahrscheinlichkeit  des  Ver- 


lustes fQr  diesen  Fall  4 ' 


-,  somit  die  Gesammtwahrschcinlichkeit,  zu  verlieren: 


7(«.  P)+if(.”<  P) 


und  die,  zu  gewinnen : 


Y- ^ 7 (».  P)+ i/'C".  P) 


Mögen  jetzt  mehrere  Spieler  sein;  deren  Anzahl  sei  s-j-t,  von  denen  s schon 
geworfen  haben,  und  zwar  der,  welcher  den  höchsten  Wurf  getlian  hat,  p Augen. 
Es  wird  vorausgesetzt,  dass  kein  zweiter  ebensoviel  geworfen  hat,  und  man  fragt, 
welche  Wabrschcinlirhkeit  derselbe  für  sich  bat,  zu  gewinnen. 

Dies  geschieht  offenbar  dann,  wenn  der  folgende  unter  p Augen  wirft,  der 
nächste  auch  u.  s.  w.  Für  jeden  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dose  dies  geschieht, 

also  die  Wahrscheinlichkeit  des  Zusammentreffens  dieser  Ereignisse: 

fl 

9 


7 («.  P)  7 ("■  P) 


[7  (».  P)] 


997 

Es  ist  aber  dezu  die  Wahrscheinlichkeit  za  addiren,  welche  sich  daraus  für  den 
Gewinn  ergibt,  dass  einer  der  noch  Kommenden  oder  mehrere  p selbst  werfen. 
In  diesem  Falle  sei  festgesetzt,  dass  alle,  die  denselben  Wurf  gethan,  unter  sich 
um  den  Gewinn  werfen. 

Wir  suchen  zuerst  die  Wolirscheinlichkeit , dass  nur  einer  noch  den  Wurf  p 
macht,  keiner  aber  darüber.  Ist  dies  der  nächstfolgende,  so  ist  seine  Wahrschein- 
lichkeit, dass  er  p wirft,  gleich  die,  dass  kein  anderer  diesen  Wurf  thut: 


[y(»9  f)] 

»(<-  0 


■ f also  die  Gesammtwahrschcinlichkeit  dieses  Falles: 


f(n,  p)  //(«,  p) 
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Da  jeder  der  ( Werfenden  aber  p treffen  kann,  ao  sind  I mal  so  viel  Fälle  als 
zutreffend  zu  nehmen.  Der  Spieler,  dessen  Wahrscheinlichkeit  zu  gewinnen  wir 
untersuchen,  hat  dann  nur  mit  einem  zu  werfen , und  seine  Wahrscheinlichkeit  zu 


gewinnen  ist  wir  multipliciren  also  den  obigen  Ausdruck  mit  — . 


HOgen  nun  zwei  Spieler  p,  alle  übrigen  aber  darunter  werfen.  Die  beiden 
Nächstfolgenden  seien  es  zunächst,  die  p werfen.  Die  Wahrscheinlichkeit  fSr 

beide  combinirt  gibt  , und  die  der  übrigen,  dainnter  zu  werfen,  ist: 

9*" 


9 (».  P) 


l-  3 


Dies  kann  so  oft  geschehen,  als  2 sich  ans  f herausgreifen  lassen, 


9 

also  I,  mal,  und  da  3 dann  spielen,  ist  ^ die  Wahrscheinlichkeit  für  Jeden,  zn 
gewinnen.  Wir  erhalten,  indem  wir  so  fortfahren,  für  unsere  Wahrscheinlichkeit 
K folgenden  Ausdruck: 


6)  y=^[<r("^  p)'+-^fC<h  P)  V("yp)‘  py['f  ('hP)]'  ^ 

9 

+1«3/’(%P)*9(-.P)‘~^+  • • .]• 

Die  Reihe  bricht  von  selbst  ab,  da  endlich  gleich  Null  wird. 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  die  einer  der  noch  folgenden 
Spieler  hat  zn  gewinnen , so  ist  diese  für  alle  zusammen  gleich  1—V,  und  da 

jeder  die  gleiche  Wahrscheinlichkeit  hat,  fUr  jeden  darunter  gleich  (1—  K). 

Mögen  nnn  aber  von  den  s Spielern,  welche  schon  geworfen  haben,  eine 
Anzahl  r den  höchsten  Wurf  p gemacht  haben,  so  bleiben  die  Wahrscheinlich- 
keiten, dass  ausserdem  keiner  p oder  darüber,  oder  einer  p wirft  n.  s.  w.  dieselbe. 
Im  erstcren  Falle  theilt  sich  aber  das  neue  Spiel  unter  r,  im  zweiten  nnter  r-|-l 
n.  s.  w.,  so  dass  man  hat; 


7)  9)*+;:;;^/'(».P)  9(".P)*  '+ /'(»hp)’ y (»,  p)* 

+ » • • •] 


für  die  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnes  eines  derjenigen  Spieler,  welche  I ge- 
worfen haben.  Für  die,  welche  noch  nicht  geworfen  haben,  ist  ebenfalls  dann  die 

Wahrscheinlichkeit  gleich  P)- 

Indess  lässt  sich  für  den  Ausdruck  7),  von  dem  6}  ein  specieller  Fall  ist, 
der  r=l  entspricht,  eine  bequemere  Form  ünden.  Zn  dem  Ende  setzen  wir; 

f(n,p)=ß,  q(n,p)  = o, 

dann  ist: 


also: 


und: 


U=q  „ ß+1^«  ß,+ 


^(Vß^)_  r-\ 

-äT-“ 

alsor 


(a+ta  ^ß  + l,a  '^ß>  + 


,)  = ß^-'  («-fi»)'. 
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<*(/»'■  («+«' 
-äT-^ 

nnd  in  Berücksichtigung,  dass  für  ß = 0 auch  ft  K=0  ist: 

y=-^r  (“+/»)'*'/»• 

Durch  thoilweises  Integriren  erhalt  man  hieraus : 


I ß 

und  indem  man  so  fortfhhrt: 


«+2,r-3 


. (r-1)  (r-2)  («+/»)*+ y-^  _ 

+ («+2)(«+3) 

(^l)(r-2)  ■ ._._1  l+r_  t+r  1 

Die  Reihe  hricht  ron  selbst  ab. 

Alle  Glieder  folgen  demselben  Gesetze,  nur  im  letzten  ist  statt: 


IQ  setzen : 


(®+4) 


l + r 


i»h 

6.) 


/ I i\l+r  <+  r 
(o+^)  ^ -o  ^ . 

Für  den  Fall,  dass  nur  ein  Spieler  die  Zahl  p getroCTcn  hat 
hat  man : 


(<+l)  ?"'/»*■  -• 


wo  also  r = l 


Z.  B.  8 Personen  spielen  mit  4 Würfeln.  8 haben  schon  geworfen  nnd 
einer  damnter  den  höchsten  Wurf  18  gemacht.  Wie  gross  ist  die  Wobrsehein- 
lichkeit  seines  Gewinnes? 

Es  ist: 

y = 6,  h=4,  t=5,  p=18,  /9=140,  a=48ö, 


wie  die  hier  folgende  Tafel  ergibt,  also: 


Man  sieht,  dass  die  Rechnung  oft  sehr  müheroll,  zuweilen  unausführbar  wer- 
den müsste.  Um  so  wichtiger  sind  in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  einfache 
Annkhemngsformeln,  wie  sie  namentlich  La  Place  gegeben  hat. 
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Augen 

P 

1 

Mz:l 

1 

Wahl 
« = 2 

1 

r s c h e 

n = 3 
0 

i n 1 i c 1 
n-4 

k k e i t 
n = 5 

n = 5 

2 

3 

1 

2 

1 

4 

1 

3 

3 

1 

5 

1 

4 

6 

4 

1 

6 

1 

5 

SH 

5 

1 

7 

6 

15 

HB 

15 

6 

8 

5 

21 

35 

35 

21 

9 

4 

2.) 

56 

70 

56 

10 

3 

27 

80 

126 

126 

11 

2 

27 

104 

205 

252 

12 

1 

25 

125 

305 

456 

13 

21 

420 

756 

14 

15 

146 

540 

1161 

15 

10 

140 

651 

1666 

16 

6 

125 

735 

2247 

17 

3 

104 

780 

2856 

18 

1 

80 

780 

3431 

19 

56 

735 

3906 

20 

35 

651 

4221 

21 

20 

541 

4332 

22 

10 

420 

4221 

23 

4 

3906 

24 

1 

205 

3431 

•15 

126 

2856 

26 

70 

2247 

27 

35 

1666 

28 

15 

1161 

29 

5 

756 

30 

1 

456 

31 

252 

32 

126 

33 

56 

34 

21 

35 

6 

36  1 


Beim  Würfelspiel  kommt  auch  noch  dos  Paschwerfen,  d.  h.  das  Werfen  der- 
selben Augen  gleichzeitig  mit  2 oder  mehreren  Würfeln  in  Betracht. 

Die  einfachste  hierhin  gehörige  Frage  ist  die:  Wie  gross  ist  die  Wahrschein- 
lichkeit, mit  n Würfeln  p gleiche  Augen,  aber  nicht  mehr,  auch  nicht  ausserdem 
noch  eine  Anzahl  gleicher  Angen  zu  werfen? 

Gleiche  Angen  mit  p WUrfcln  können  die  Zahlen  1,  2 . . . q treffen,  es  sind 
also  dabei  q Fälle  möglich.  Da  aber  eine  beliebige  Verbindung  von  p WUrfcln 
diese  geben  kann,  so  tritt  jeder  dieser  Fälle  so  oft  ein,  als  sich  p Elemente  aus 
n heransgreifen  lassen,  d.  h.  n^mal,  man  hat  also  • q Fälle.  Mit  dem;r-|-lten 

WUrfcl  kann  dann  jeder  andere  Wnrf,  also  im  Ganzen  f — 1 gethan  werden,  mit 
dem  folgenden  jeder  ausser  dem  des  vorigen  und  der  p Würfel,  welche  Gleiches 
trafen,  also  q—2  Fälle  n.  s.  w.,  mit  dem  nten  WUrfcl  treten  also  q^n+p  Fälle 


Digilized  by  Google 


Wahrsclieinliclikeitsreclmung.  349  WahrScheinliclikeitsreclmung, 


ein.  Mit  dem  Froditct  dieser  Zahlen  ist  za  maltipliciren,  and  man  bat  den 

Zähler  der  Wahraclieinliclikeit  V,  «ährend  der  Nenner  9"  ist.  Also: 

. . . (V-a  + p) 

8) 


_ P 


Vz= 


9 


gleiche 
w he- 


Soeben  wir  jetzt  die  Wnhrselicinlichkeit,  zugleich  />,,  p, 

Augen,  die  jedoch  unter  einander  rersebieden  sind,  zn  werfen. 

Zu  dem  Kndo  wollen  wir  das  Vroduct  n(n— 1)  . . . (n— n+1)  mit  n' 

zeichnen,  so  dass  n = — - ist,  wenn  r1  = 1*2  . . . ■ gesetzt  wird. 

« « ! 

Mit  den  ersten  p,  Würfeln,  die  sich  n mal  hcrausgreifen  lassen,  sind  q 

Pt 

gleiche  Würfe  möglich;  die  näch.sten  p,  Würfel  lassen  sich  (n— p,)  mal  heraus* 

Pa 

greifen,  und  da  keine  den  ersten  gleiche  Würfe  gethan  werden  sollen,  so  sind 
deren  9 — 1 günstig;  bei  den  dritten,  die  sich  (n—p, —p,)  mal  combiniren  lassen, 

Pa 

lind  9 — 2 Würfe  günstig  u.  s.  w.,  also  bei  den  letzten  p^;  9+I— s Würfe,  und 

diese  Würfel  combiniren  sieb  («— p,— /»»—  ■ . . — p mal.  Man  hat  also 

‘Pa 

zunächst  das  Product : 

• • • ("-Pi-Ps- 


-P,_i)p  9(9-1)  • • • (9  + 1-0 


(p,+p,+ 


+P..1 


-ii(‘-0 


9 •(-!)' 


p,l  p,l  . . . Pj! 

Mit  den  ersten  der  noch  übrigen  Würfel,  deren  Zahl  ist  «— p,— p,—  . . . — p^ 

sind  alle  Würfe  weniger  den  schon  gclhanen  s günstig,  also  9— s,  bei  dem  näch- 
sten 9— s— 1 n.  s.  w.,  also  beim  letzten; 

9 + 1 — * — "+Pi+Ps+  • • • +P,- 

Das  Product  dieser  Zahlen  ist  gleich: 


-Pi-Ps- 


-P. 


9) 


8 a) 


W=- 


(9-0 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen: 

Pt+Pa+  . . . +P,=P. 

so  kommt  die  gesnehte  Wahrscbcinlicbkeit: 

n(0  (9- !)("+»- '-O 
p,  1 p.l  . . . pjl  9"“* 

Bei  derselben  Bezeichnung  gibt  die  Pormel  8); 

_«0’)(9-l)("-P). 

— ■■■  ' » 

..I 

pl  9 

sic  enUpricht  dem  Falle,  wo  i = l ist. 

Es  ist  bei  Bildung  der  Formel  9)  vorausgesetzt,  dass  die  Anzahlen  der  glci* 
eben  Augen  p|,  . alle  von  einander  verschieden  sind.  Ist  dies  nicht  der 

Pall,  kommen  z.  B.  dreimal  pi  Augen  vor,  so  sind  die  betreffenden  Combina* 
tioDSzahlen  nicht  richtig,  weil  die  ersten  p,  Augen  z.  B.  sich  mit  den  zweiten 
Pl  vertauschen  können,  was  keine  neue  Combination  gibt;  es  ist  also  dnreh  diO' 
Anzahl  der  Feimutalioncn  nntcc  3 Elementen  1 • 2 • 3 zn  dividiron.  Allgemein 
möge  die  Zahl  p^  Vorkommen  mal,  so  ist  zu  setzen  : 
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P=»-tPi+«'iPi+  • • • 

Ä=f,+r,+  . . . +r^, 


nod  W wird; 


W'=- 


(P.  I)’’*  0»;  !)’■*  . . . (P,l)  *r.lr,!  . . . r,l,"  ' 

Diese  Formel  lOst  also  den  allgemeinsten  hier  in  Betracht  kommenden  Fall. 

Indess  kann  man  hierHlr  einen  bequemeren  Änsdmek  finden,  wenn  man  un- 
ter den  p^,  />,  aiieh  die  Zahl  1 mit  versteht.  Dann  kommen  anch  die  einseinen 
Angen  vor,  nnd  es  ist  immer; 

I) 

also; 


Sei  wie  oben : 

II) 

so  wird: 


10) 


H"=- 


'•iPi+'-iPi+  • • • +',P,  =". 

••,+r,-)-  . . . r^  = Ä, 

«1  (y-l)(«-») 


(p.if'Wf'  ■ • • ’r,!  r,!  . . . r^l 


Fragen  wir  aber  nach  der  Wahrscheinlichkeit  Z,  wenigstens  p gleiche  Augen  so 
werfen , so  dass  mehr  als  p gleiche  Augen  mit  oder  ohne  andere  gleiche  Angen- 
xahlen  als  günstige  Falle  sählen,  so  hat  man  offenbar : 


11)  z = sfr', 

wo  die  Snmme  anssudehnen  auf  alle  Zahlen  r,  , r,  . . . r^,  p, , ;>i  ■ . , p^, 

welche  die  Gleichung  1)  erfüllen,  und  von  denen  wenigstens  eine  nicht  kleiner 
als  p ist.  Permntationen  der  Prodnete  r,  p,,  **,  p,  . . . sind  aber  ansge- 
schlossen. 

Beispiel.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  mit  7 Würfeln  wenigstens 
4 gleiche  Angen  zu  werfen? 

Es  ist: 

n = 7,  p = 4.  f = 6, 

7 = 1 -4+1. 3 = 1 -4-1-1  -2-H-l  = l -4+3 -1  = 1 -5+1 -2  = 1 -5-1-2 -1 

= l-6-H-l=:l-7. 

Man  hat  also  nach  einander  zu  setzen; 


Pi  P. 

4 3 

4 2 

4 1 

5 2 

5 1 

G 1 

7 


Pt 


1 


fl 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 


r,  r,  R (9-1) 

12  5 

113  25 

3 4 125 

12  5 

2 3 25 

1 2 5 

1 1 
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(P.o’' 

■ (P.!)’’*  (P.I)’’* 

••il 

1 

»•il 

24 

6 

1 

1 

24 

2 1 

1 

1 

1 

24 

1 

1 

6 

120 

2 

1 

1 

120 

1 

1 

2 

720 

1 

1 

1 

5040 

1 

Die  Frodnete: 

(p.ir'  (p. '•)’■*  fPsO 

r.I 

»•il 

sind  also  bezüglich; 

144,  48,  144, 

240, 

720, 

5040, 

also  da; 

*> 

35 

n-1  6* 

9 

“324 

ist; 

35  T5  25 

^ 144  240  ^ 240  ^ 

A + 

720^ 

1 ■ 
5040. 

1 35 

J“  324 

V72^ 

85-98  _ 245 
■^5040/  324 -es“  1458' 


3)  Anwendung  d er  Wahrachein lichkei terechnnng  anfa  Lotto- 
■ piel. 

Daa  eigentliche  Lotto  (jetzt  nur  noch  an  wenigen  Orten  eingefahrt)  bestand 
ans  90  Zahlen  in  einem  Rade.  5 davon  werden  gezogen.  Jeder  Spieler  besetzt 
eile  Anzahl  von  Zahlen  unter  den  90;  es  steht  ihm  frei,  entweder  so  zu  setzen, 
dass  er  einen  gewissen  Gewinn  erhalt,  wenn  eine  dieser  Zahlen  gezogen  wird, 
oder  dass  anch  die  darin  enthaltenen  Amben , Ternen  n.  s.  w.  in  Rechnung 
kommen. 

Seien  der  Allgemeinheit  wegen  jetzt  n Zahlen  im  Rade,  mOgen  r davon  ge- 
zogen werden,  und  s davon  besetzt  sein.  Man  fragt  nach  der  Wahrscheinlichkeit, 
dass  eine  Verbindung  zu  I,  aber  nicht  mehr,  von  diesen  s gezogen  werde.  Ver- 
bindungen zu  r unter  den  n,  also  Züge,  sind  überhaupt  möglich  n^,  von  den  be- 
setzten s Zahlen  lassen  sich  I herausgreifen  auf  Arten,  und  jeder  dieser  Com- 

binationen  entsprechen  so  viel  Züge,  als  sich  die  nicht  besetzten  n— s im  Rade 
enthaltenen  zu  r— I combiniren  lassen,  also  (n— man  hat  somit  günstige 

FUle:  S|(n— s)^ und  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  W ist  also; 

W=- 

n 


oder  bei  Einfuhrang  der  Bezeiebnaog  des  rorigen  Abschnitts : 


1) 


W=- 


.!  »(-) 

s bes 


Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  s besetzten  Zahlen  heranskommen , ergibt 
sich,  wenn  man  setzt  <=>,  dann  ist; 


also ; 


Digitized  by  Google 


Wftbrscheinlichkeitsrechnung,  ^ 35:^  Wabrscheinlichkeitsrachnung. 


Sacht  man  aber  die  Wahrscheinlichkeit  )f',  dass  r oder  mehr  von  den  be* 
setzten  Zahlen  hcranskommen,  so  ist: 

l = s 

2)  W=s\V. 

f = r 

Z.  B.  Ein  Spieler  hat  5 Zahlen  besetzt.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit, 
eine  Ambe,  nnd  wie  gross  die,  eine  Temo  oder  mehr  zu  gewinnen?  ' 

Han  hat: 

n = 90,  r = 5,  i = 5,  * = 3, 

6-4.3-8Ö-84  - 5 - 4 - 3 85-35  _ 2975 

“1  -2  - 3. 90  - 89  - 88  - 87  - 86  ~ 89-’87  -43~  332949’ 

Bildet  man  B',  so  ist  < = 3,  4,  5 zu  setzen.  Man  erhält  für  1 = 4: 
5-4-3-2-85-5-4-3-2  _ 5-85 

“ 1 - 2 - 3 - 4 - 90  - 89  - 88  - 87  : 86  ~ 6 - 89  - 11  - 87  • 86’ 

für  1 = 5: 

5-4-3-2-1 
~90  - 89  - 88  - 87  - 86’ 

Ana  der  Summe  der  s Werthe  von  iV  setzt  sich  W zusammen. 

Setzt  der  Spieler  eine  Summe  /*,  und  ist  W die  Wahrscheinlichkeit  des  Ge- 
winnes und  dieser  gleich  Q,  so  ist  seine  Hoffnung,  und  diese  muss  also 

/> 

gleich  Bsein,  so  dass  sich  0=  jp  ergeben  würde,  wenn  der  Vortheil  der  Anstalt 

nnd  des  Spielers  ein  gleicher  wäre. 

Beschäftigen  wir  uns  jetzt  mit  der  h'ragc: 

Wie  gross  ist  die  IVahrscheinlichkeit,  dass  nach  s Ziehungen  y gegebene  im 
Bode  enthaltene  Zahlen  hervurkommen?  ^ 

Sei  Z^  ^ die  Anzahl  der  Fülle,  in  wel<;hen  nach  i Ziehungen  alle  Zahlen 

von  1 bis  q gezogen  werden,  so  ist  offenbar  diese  GrCsae  gleich  der  Anzahl 
Z^  derjenigen  Fülle,  wo  die  Zahlen  1 bis  q — \ gezogen  sind,  weniger  der 

Anzahl  derjenigen,  wo  q nicht  hcrauskommt.  Diese  Zahl  ergibt  sich  aber,  wenn 
man  die  Zahl  q aus  der  Lotterie  wcglüsst,  und  die  Fülle  bestimmt,  in  welchen 
dann  1,  2 . . . y — 1 gezogen  wird,  ist  also  gleich  Z , „ Man  hat  also 

die  Gleichung: 

^1»,  q~  ^n,  q-l~^n—l,q-l~  q — l' 

Bei  einer  Ziehung  sind  möglich  Fälle,  also  bei  s Ziehungen  Die  An- 

zahl der  Fälle,  wo  eine  bestimmte  Zahl  1 nicht  gezogen  wird,  ergibt  sich  hieraus, 
wenn  man  n mit  n— 1 vertauscht,  also  [(n— 1)  ]' , und  die  Anzahl  der  Fülle, 
wo  1 gezogen  wird,  ist  sonach: 

WO  A der  gewöhnliche  Aasdrock  für  eine  Differcnr,  ist. 

Die  Gleichung  für  ^ gibt  sonach: 


u.  B.  w.  allgemein: 


Z =Z  -Z 

«,  s It,  I ' fl 


Z 

luq 
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also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  g gegebene  Zahlen  erscheinen,  ist: 


»K=- 


Sollen  alle  n Zahlen  (bezogen  werden,  so  ist  f = n zu  setzen. 

Wenn  man  von  ^ zu  ^ u.  s.  w.  flbergeht,  so  hat  man,  wie  immer 

bei  Difforenzenbcslimmimgcn  den  Algorithmus  des  binomischen  Satzes,  und  des- 
halb hat  man : 


unü : 


\,/=  ("-V+  • • ■ 

(-ul  [("->•)("->•-<)  ■ • • (n-r-y+l)~[i 
'■  > L n(n-l)  . . . (n-?  + l)  J ’ 

Nehmen  wir  nun  an,  es  sei  n sowohl  als  s sehr  gross,  so  dass  man  setzen  kann 
s = nn,  wo  n jedoch  nicht  sehr  gross  sein  soll,  so  hat  man  bekanntlich: 


-“e 


mit  Vernachlilssigung  von  GrOssen  zweiter  Ordnung.  Es  ergibt  sich  sonach  als 
Grenzwerth : 


Stellen  wir  uns  z.  B.  die  Aufgabe: 
Wie  1 
IO  kommt 


1 . 


Wie  viel  Ziehungen  sind  nölhig,  damit  die  Wahrscheinlichkeit  gleich  — ist? 


also: 


1 s r 

1-A~ 

Soll  nun  g auch  gleich  n sein,  so  wird  — sehr  klein,  und  man  hat  mit  Weg- 

9 

lassung  der  höheren  Dimensionen: 

I 

1-*  ’ =7'8*-2^('e*)‘ 

_ I 

lg(l  — * * ) = lglgt-lg?  + lg(l- ^ lg*)- 


Für  daa  letzte  Glied  kann  man  hier  auch  schreiben: 


so  dass  man  hat: 


= 7(18?+^  lg  A- lg  lg»). 


Die  Logarithmen  sind  natürliche. 

2,  B.  Wieviel  Züge  müssten  in  der  prenssischen  Lotterie,  bestehend  ans 

23 
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92000  Losen,  geschehen,  wenn  man  1 gegen  1 wetten  kann,  dass  all«  Lose  her- 
auskommen? 

Es  ist  hier: 

t = 2,  »•  = 1,  9 = « = 92000. 

lg  92000= lg  92-1-3  lg  10 
lg  92  = 4,5217886 
31g|10  = 6 9077553 

Biiss  lg  2 = 0,0000075  (lg  2 = 0,6931472) 

-lg  lg  2 = 0,3665702 

11,7961216-92000, 

also  : 

1 = 1085243,18. 

4)  Wahrscheinlichkeit  bei  Wiederholungen. 

Mau  kann  aber  auch  ganz  allgemein  die  Frage  stellen,  wie  gross  die  Wahr- 
scheinlichkeit eines  Ereignisses  bei  Wiederholung  der  Ursachen,  welche  zu  diesem 
führen  können,  sei,  wenn  man  die  Wahrscheinlichkeit  des  Ereignisses  in  jedem 
einzelnen  Falle  kennt. 

Der  einfachste  hierhin  gehörige  Fall  ist  der  folgende. 

Es  ist  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  <t , wenn  irgend  welche  Um- 
stünde einmal  cintreten.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  dieses  Er- 
eigniss wenigstens  einmal  stattfinde,  wenn  diese  Umstände  sich  nmal  wieder- 
holen ? 

Also  z.  B.  wird  gefragt: 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  in  6 Würfen  mit  3 Würfeln  wenigstens 
einmal  26  zu  werfen,  da  diese  Wahrscheinlichkeit  bei  einmaligem  Werfen  gleich 


oder: 

Wenn  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  irgend  ein  Jahr  ein  trockenes  sei,  gleich 
I ist,  wie  gross  ist  diejenige,  dass  nnter  10  Jahren  wenigstens  ein  trockenes  sei? 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  das  betreffende  Ereigniss  das  erste  Mal  nicht 
cintritt,  ist  1 — n,  ebenso  beim  zweiten  Male  1 — n n.  s.  w. , diejenige,  dass  es 
in  n Molen  nicht  eintritt , ist  also  (Abschnitt  1)  das  Product  dieser  Wahrschein- 
lichkeit, also  somit  ihr  Werth: 

r=(i-o)", 

und  somit  ancb  diejenige,  dass  cs  wenigstens  einmal  eintritt: 

S=l-(l-o)", 

also  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  in  unserem  Beispiele  wenigstens  ein  trockenes 
Jahr  in  10  Jahren  eintrete,  ist: 

S = 1 - (1  - i)  ■•  = 1 -({)••=  1 - 0,0563=  0,9437. 

Man  kann  auch  die  Frage  stellen : 

Wie  oft  muss  sich  die  Sache  wiederholen,  damit  die  Wahrscheinlichkeit  S 
eine  gegebene  Grösse  habe? 
und  man  erhält: 

_lg(l-3) 

-|g(l-o)- 

Also  z.  B.  für  wieviel  Jahre  ist  Eins  gegen  Eins  za  wetten , dats  in  denselben 
wenigstens  ein  trockenes  sei? 

Es  ist  dann  = also: 

-lÜ  - „ 030103 

"”lgi  “ Ig4-lg8“  0,12492 

zwischen  2 nnd  3 Jahr. 

Man  ist  in  solchen  Fällen  gewöhnlich  geneigt,  wenn  die  Wahrscheinlichkeit 
z.  B.  I ist,  anzunehmen,  dass  bei  der  Hälfte  von  4,  also  bei  2 Wiederholungen, 


Digitized  by  Google 


WahrscheinlichkeitarecbDaDg.  355  Wahrgcheialiohkeitsrechnang. 


di«  Wette  Eit»  lu  Eins  angemessen  sei.  Dem  würde  die  Formel  ^ entsprechen, 

Ad 

während  die  richtige : 

Igj lg  2 

Ig(l-o)  -lg(i-n) 

iit.  Es  i&sst  sich  zeigen,  dass  bei  der  faischen  Formel  jedesmal  der  im  Vortheil 
iil,  der  für  das  Slattfinden  des  Ereignisses  stimmt,  d.  h.  dass : 

lg  2 

2«  — lg(l— n) 

ist,  Ueno : 


1 /■«  X . tt* 

- lg(l— n)  = o + y + .g-+  also  >(T, 

lg2=  0,30103<i. 

In  dem  Bruche  rechts  ist  also  der  Zähler  kleiner  als  der  Nenner  grösser  als 
a,  slso  der  Brnch  kleiner  als 

2a 

Stell^  wir  aber  Jetzt  die  Frage: 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  bei  n maliger  Wiederholung  das 
Ercigniss  einmal  und  nicht  Öfter  stattfindet? 

Dass  es  bei  einem  vorherbestimmten  Male , z.  B.  beim  dritten  stattfindet, 
dafür  ist  die  Wabrschcinlicbkeit  a,  welche  mit  der,  dass  cs  bei  den  übrigen  Ma- 
len nicht  stattündet,  (1  — zu  mnitipliciren  ist.  Da  aber  dasjenige  Mal, 

wo  das  Ereigniss  stattfindet,  ein  beliebiges  sein  kann,  so  hat  man  n günstige 
Fälle  von  der  Wahrscheinlichkeit; 


— a)  , 

also : 


S=i.o(l— 

Fragen  wir  jetzt  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  ea  p beliebig  heransge- 
griCTene  Male  stattfinde ; a^  ist  mit  der,  dass  cs  die  übrigen  Male  nicht  stattfinde, 

(1  — a)"  ^ zn  mnitipliciren , und  diese  Zahl  so  oft  zu  nehmen , als  sich  p Fälle 
aus  a heransgreifen  lassen,  also  n mal.  Also: 

S = n nP(l- 
P 

Endlich  fragen  wir  nach  der  Wahrscheinlichkeit,  dass  dies  Ereigniss  wenig- 
stens pmal  stattfinde. 

Sie  ist  offenbar  die  Summe  der  Wahrscheinlichkeiten , dass  das  Ereigniss 
pmal,  p-j-lmal,  p-|-2mal  u.  s.  w.  bis  nmal  stattünde,  also; 

. . . +»y. 

Man  kann  auch  das  letzte  Glied  weglaszen , da  die  Reihe  von  selbst  abbricht, 
also; 

S = . . . 

Diese  Beihe  gibt  Null,  wenn  p grösser  als  n ist,  wie  dies  auch  sein  mnss.  Ist 
p nicht  grosser  als  w,  so  kann  mit  dem  letzten  Oliede  n^a"  begonnen  werden, 
und  man  hat: 

Ssa-f-fia"  * (1  — «**  ^ (1 — o)*+  . • • — “)"  **> 

jedoch  ist  diese  Beihe  der  Erweitemng  für  den  Fall,  dass  p grOsser  als  a ist, 
nicht  fähig. 

23* 
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5)  Das  Theilqngsproble  m bei  Spielen. 

Das  Theilungsproblem , wie  es  Pascal  dem  Fermat  tur  Ändösnng  Vorschlag, 
besteht  in  folgender  Aufgabe: 

Zwei  Spieler  von  gleicher  Geschicklichkeit  und  welche  gleiche  Summen  ge- 
sellt haben,  wollen  so  lange  spielen,  bis  einer  eine  gewisse  Anzahl  von  Partien 
gewonnen  hat.  Sic  bcschliesscn  aber  aufiubören  zu  einer  Zeit,  da  dem  ersten 
noch  X,  dem  zweiten  y Partien  fehlen.  In  welchem  VerhUtnisse  ist  die  eingesetate 
Summe  zu  theilen? 

Offenbar  im  VorhMtnissc  der  Wahrscheinlichkeit  des  einen  und  des  andern, 
zu  gewinnen.  Bezeichnen  wir  diese  Wahrscheinlichkeit  für  den  ersten  Spieler  mit 
y\  Gewinnt  derselbe  bei  der  nkchsicn  Partie,  so  ist  dann  seine  Wahrschein- 
lichkeit gleich  /■(*—!,  y).  unil  wc"”  «f  »«'■''«'t  /"(*,  y-1);  die  Wahrschein- 

lichkeit jedes  dieser  beiden  Ereignisse  ist  aber  und  folglich: 

1)  /•(*,  y)  = i/-(*-l,  y)-MA(*.  y-1)- 

Um  diese  partielle  Ditfercnzengleichnng  zu  integriren,  wenden  wir  die  von  La 
Place  eingeführte  Theorie  der  erzeugenden  Functionen  an.  Es  sei : 


U 


r %,  0+  “i,  0 “+  V 1 *+ 0 + “o, » + 


1 — ßu-f  |Sr 

wo  U ein  Polvnom  von  e allein  ist.  . . , ~ 

Mnltiplidrt  man  mit  dem  Nenner,  so  erhält  man  einen  Ansdruck  für  «,  in 

welchem  der  mit  w*e^  multiplicirte  CoefBcient  ist: 

“x,y  ““x— l,y  ^“x,y  — 1’ 

und  dies  wird  gleich  Null  sein,  wenn  U kein  entsprechendes  Glied  enthält. 

Setzt  man  also: 

= y).  o = (9  = l. 

so  hat  man  die  Gleichung  1),  und  cs  ist  also  /(x,  y)  der  CoefBcient  von  is*»* 
in  der  Entwickelung  von  Daher  wird  dieser  Ausdruck  die  erzeu- 

gende Function  der  Gleichung  1)  genannt.  Diese  Theorie  erstreckt  sich  auf  alle 
partiellen  linearen  Differcnzcngleichungen.  Den  Grenzbestimmungen  genügt  man 
durch  die  Auswahl  von  U.  In  unserm  Falle' ist  offenbar  /'(O,  y)  = l,  da  dann  der 
erste  Spieler  bereits  gewonnen  hat,  fif),  0)  aber  kann  gar  nicht  Vorkommen,  da 
beide  nicht  zugleich  gewonnen  haben  können.  Et  mutt  also  für  x = 0 die  er- 
zeugende Function  die  Gestalt  haben  Coefßcienten  dieser  Ent- 
wickelung sind  in  der  That  alle  gleich  1,  bis  auf  den  ersten  der  wegTällt, 

wie  dies  nach  dem  Obigen  sein  muss.  Dieser  Ansdruck  entsteht  aber 

offenbar  aus  der  gegebenen  erzeugenden  Function,  wenn  daselbst  u = 0 geseut 
wird,  also : 

V _ » 

1— I r ~ I— r’ 

woraus  sich  ergibt: 

1—© 


Um  f(x,  y)  *u  finden,  iit  nnr  noch: 

»(i-jf) 

(l-v)(I-l«-i«) 


nach  Potenzen  von  u und  e zn  entwickeln.  Der  CoefBcient  von  is'  ist  hierin: 


1 r 

2*(l--v)(l-i.)*’ 
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qid  der  CoefBcient  in  dicaen  Auadrflcken  ergibt  aich  leicht; 
f(x  ul-  ^ I * I ^ 1 *(»+!)  (*+2)  1 

/•(*,  y) --  ^1+ 2-  + - 2 2-  + — TT-2 . 3“  äi-*-  • • • 

j(jc+l)  ■ ■ . (r+y-2)  1 y 

u-j/ 


+ : 


1-2 


y-1  2^ 


Min  lieht  leicht,  daii  wenn  n Spieler  vorhAnden  sind,  denen  bexügUch  «• . 

Spiele  fehlen,  man  za  der  Gleichung : 


f(x^,  X,  . . . X ) = — /■(*, -1,  X, 


x^)+—f(x^,  X,-l,  X,  . . . xj+  . . . 


+ ^f{x„x, 

geAbrt  wird,  welche  aof  tholiche  Weiae  gelOat  werden  kann. 

6)  Orenzfklle  der  Wahrscheinlichkeit. 

Unter  Orenafdllen  aind  hier  aolche  Ansdrfleke  verstanden , gegen  welche  der 
Wahrscheinlichkeitaansdrack  convergirt , wenn  Zähler  und  Nenner  sehr  groas 
werden. 

Bei  irgend  einem  Spiele  sei  p die  Wahrscheinlichkeit,  zn  gewinnen,  also  1— p 
die  sn  verlieren.  Die  Wahrscheinlichkeit , dass  man  bei  n maliger  Wiedcrbolnng 
des  Spieles  smal  gewinne,  war  nach  Abschnitt  4): 


v=wpV(i-p)"-»=ül/(;r-4; 
1*^  ' s!(a— f)! 


(»-')! 

Sei  k der  grOsste  Werth  von  V,  Vermindert  nnd  vermehrt  man  a um  Eint , so 
erhält  man  beaflglicb; 


Et  muss  also  sein : 
d.  h.; 


_ ■ _ kp  H-t 

* p(n— a+l)’  ’ 1— pa  + 1' 

k>h^,  und  *>*„ 


a+ 1 p , 


n— a 1— p p— 1 B— a-f-1 

Die  erstere  Ungleichheit  gibt: 

a>(n+l)p-l, 

nnd  die  letztere : 

a<(B+l)p, 

also: 

• (n+l)p— 1<s<(b+1)p, 

10  dass  s die  grOsste  in  (b  + 1)p  enthaltene  ganze  Zahl  ist.  Setzen  wir  also: 

*+»  = («+l)p. 

wo  a also  ein  echter  positiver  Brach  ist,  so  kommt: 

_a  + a _w— a + 1 — a p _ a+< 

^ Bd^i’  B+1  ’ 1— p~”b— a+1  — a' 

Sind  a nnd  n — a sehr  gross,  so  hat  man  fast; 

P _ • 

1— p “ B—  a' 

Es  ist  also  dann  am  wahrscheinlicbaten,  dass  sich  die  Anzahlen  der  Gewinn-  and 
Verlnstapiele  wie  die  Wahrscheinlichkeiten  derselben  verhalten. 
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Findet  für  <=>  die  faOchite  Wabracheinlicfakeit  statt,  so  ist  diejenige,  welche 
der  Gewinnanzahl  s—h  entspricht: 

1 *— h,,  j+ h 

nl  p (1-p)  ^ 

(•-*)!  («-S+*)! 

Vergleicht  man  den  Stirling'schen  Nihernngswerth  für  Factoriellen  hiermit  (ver> 
gleiche  den  Artikel:  Quadraturen,  Abschnitt  61): 


Y2i, 


so  wird: 


1 / 1,*— s— 4 e*  * 


(n-s  + A)i 

Man  kann  aber  setzen : 


. , «— s+* 


und : 


Setzt  man  hierin : 


also: 


’n^-T)=-T- 27^-3^' 


— i _ 


k-~  --hi. 

2s  2s  6s* 
« e 


indem  wir  annebmen,  dass  A*  nnd  s von  gleicher  Ordnung  seien,  aber  T«r- 
nachlässigen. 

Beihenentwickelung  gibt  endlich: 

/ A\A-s-l  * 2«/',,  * 

tl 

2s  A— s- A /,  A A»  \ 


nnd  ebenso : 


/ . IN*  — * — * — I 

(«  — s+A)  * = e 


Setzen  wir  jetzt: 
so  wird  : 


— A- 


A* 


(i L 

\ 2(n- 


("-») 

1 — s)*A 


2{a-s) 


P = 


s +#  J—  I« 


n+1  ~ fl 

1 — IM 


a+1’ 

also  a eingeschlossen  sein  in  die  Grenzen : 
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n+1 


nnd 


«—  < 

n+1 


tUo  kleiner  eie  Eine  aein,  vom  Zeichen  abgesehen. 


»•— a+a 


Anch  ist : 


snd  somit: 


. *— */  i"— *+* 

<— > 


(‘+ 


nrt A \ 


was  wie  oben  geneigt  wird.  Es  ist  somit : 

n*> 

V" 


/ nrth  *(n  — 2s) 
,[n— 5])  \ — «)  2i(«  — 1) 


n]  p (1  — P) 

(s— *)!  (»— f+*)!  " ynV(2f[n— s])  s (n  — s)  2s(n  — i) 

6s>  ^ 6(n  — s)*/ 

Sucht  man  den  Ansdrnck,  der  der  Oewinnzahl  i+*  entspricht,  so  ist  k ne- 
gativ SU  nehmen.  Wenn  man  die  enuprechenden  beiden  Glieder  addirt,  so  erhält 
man  die  Summe: 

nA* 


2 Vn  2s  («  — s) 

^■ynV(2*[n-s])’  ' 

Die  Summe  dieser  Ausdrücke  von  A=0  bis  A = A— 1 lässt  sich,  da  jedes  Glied 
j als  verschwindend  klein  zu  betrachten  ist,  mit  einem  Integrale  vergleichen. 

Mao  kann  nämlich  betrachten  JA  als  einen  ebenen  Flächeninhalt,  unter  A die 

Absdsse,  unter  y die  Ordinate  verstanden.  Dieses  Integral  ist  aber  nähemngs- 
weise  gleich  der  Summe  der  Flächeninhalte  der  darin  enthaltenen  Trapeze , und 
da  die  Differenz  zweier  auf  einander  folgender  A hier  1 ist , so  ergibt  sich  dafür : 


J' ydh  = Sy+iy-iY, 

wo  y dem  Werthe  A selbst  entspricht,  Y auf  A = 0 geht.  Dieser  Ausdruck  y Y 
verschwindet  hier  aber,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  alle  A zweimal  (positiv  und 
negativ),  A = 0 aber  nur  einmal  vorkommt,  also ; 

ph 

jfy=/  ydk—iy. 

J 0 


Setzen  wir  jetzt: 


so  kommt: 


1.  -T» 


AV« 

‘■y2s(n-.)’ 


dt+ 


y«  e~  *« 

\n  /27ÖTI7)’ 


Es  war  nnn: 

s = nj)+a, 

wo  a kleiner  als  1 ist,  also:  

»+*  g-pA  « ty2s(»-s) 

n n « «yn 

Der  Werth  von  Xy  drückt  also  die  Wahrscheinlichkeit  aus,  dass  der  Unterschied 
zwischen  dem  Verhältnisse  der  Anzahl  der  Gewinntälle  zur  ^sammtanzahl  der 
Fälle  zur  Wahrscheinlichkeit  des  Gewinnes  überhaupt  in  den  Grenzen: 
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, l V'2»(n  — ») 

— (I V« 


- = A 


enthalten  sei. 

Der  Äusdrnck 


'•  0 


* dt  nlhert  sich  mit  wachsendem  I sehr  schnell  der 


constanten  Grenze 


Denkt  man  sich  also  das  obige  Intervall  A nnveränder- 
fortwährend  wachsen,  und  Zy  sich  also  der  Einheit 


Yl 

2 ■ 

lieh,  so  wird  der  Ausdruck  I 
sehr  schnell  nähern.  Ist  dagegen  ( veränderlich,  so  wird  Zy  sich  nur  sehr  wenig 
ändern,  dagegen  wird  das  Inlervall  A immer  kleiner  und  endlich  gleich  Kall. 

La  Place  nimmt  folgendes  Beispiel : 

Angenommen  unter  35  Gcbnrtcn  seien  17  Knaben,  und  es  werden  in  einem 
Jahre  14000  Kinder  geboren.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  nicht 
mehr  als  7363  Knaben  und  nicht  weniger  als  7037  darunter  sind. 

Man  hat : 


j>  = ii,  s = 7200,  n — 1=6800,  » = 14000,  A = 163. 

Formel  1)  gibt  dann  0,994303  Tür  diese  Wahrscheinlichkeit.  ' 

Weiss  man,  wie  viel  Gcwinnfälle  unter  den  n stattfanden,  so  gibt  Formel  1) 
die  Wahrscheinlichkeit,  dass  p in  gegebenen  Grenzen  liegt.  Denn  sei  diese  An- 
zahl i4-A  = o,  so  gibt  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ■—  — p in  den  Grenzen  A 
enthalten  ist,  d.  h.  dass  p in  den  Grenzen: 

, * ]/2t  (n  — i) 

Fl  n — II  y» 

liegt. 

Näherungsweise  kann  man  für  s hier  <r  setzen  und  — vernachlässigen,  so  dass 

n 

diese  Grenzen  sind : 

a ‘ V^2o(a  — o) 

11+  n V« 

In  1)  ist  dann  ebenfalls  s mit  <r  zu  vertauschen. 

7)  lieber  moralische  Hoffnung. 

Die  mathematische  Hoffnung  bängt,  wie  wir  gesehen  haben,  nur  von  der  er- 
warteten Somme  und  der  Wahrscheinlichkeit,  sie  zu  erlangen,  ab.  Es  lässt  sich 
nicht  leugnen,  dass  dies  mit  dem,  was  wir  gewöhnlich  Hoffnung  nennen,  nicht 
völlig  übereinstimmt. 

Der  Werth  eines  erwarteten  Thalers  ist  nämlich  offenbar  für  denjenigen  ge- 
ringer, der  7000  Thalcr  besitzt,  als  für  den,  der  nur  einen  Thaler  besitzt.  Wie 
gross  dieser  Unterschied  ist,  darüber  ist  es  schwer,  zu  einem  präcisen  Besultat  zu 
kommen.  Am  einfachsten  ist  cs  wohl,  anzunehmen,  dass  dieser  Werth  dem 
schon  vorhandenen  Vermögen  umgekehrt  proportional  sei.  Diesen  subjcctiren 
Werth  einer  erwarteten  Summe  nennt  man  moralische  Hoffnung.  Die  eben  ge- 
gebene Regel  aber  gilt  nur  für  unendlich  kleine  Summen  , da  jede  Zunahme  ja 
das  schon  vorhandene  Vermögen  ändert.  Ist  sonach  das  Vermögen  x,  der  cr- 

kdx 

wartete  Gewinn  dx,  so  ist  die  moralische  Hoffnung  -j- , wenn  A eine  Constante 

ist.  Soll  also  das  Vermögen  z,  bis  zum  Betrage  z steigen,  so  ist  die  moralische 
Hoffnnng : 


und  somit: 

H=t(lgz  — Igz,). 


* dz 
z’ 
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Unter  vorhandenem  Vermfigen  aind  natOrlich  hier  alle  Hfilfaqnellen  verstanden, 
ArbcUakraft , selbst  zu  erlangende  Unterstützung  u.  s.  w.,  so  dass  x,  niemals 
gleich  Null  sein  kann. 

Es  ist  hier  vorausgesetzt,  dass  die  Wahrscheinlichkeit,  die  Snmme  zu  erlan- 
gen, gleich  1 sei.  Ist  dies  nicht  der  Fall,  so  ist  k noch  mit  der  Wahrschein- 
lichkeit SU  mnUiplicircn. 

Wenn  Jemand,  dessen  VcrmCgen  x,  ist,  eine  Summe  { gewiss  zu  erwarten 
hat,  sWtt  dessen  aber  mehrere  ungewisse  a,  ß,  y . . . wählen  kann,  deren  Wahr- 
scheinlichkeit bezüglich  p,  q,  r . . , ist,  so  dass  p-\-q  + r-^  . . . =1  ist,  so  ist 
die  moralische  Hoffnung  für  den  ersten  Gewinn: 

and  für  den  zweiten: 

t[plg(*«+«)+?l8(-'s+/ä)  + '’>8('rs+}')+  . . . -lg*,]- 
Damit  beide  gleich  seien,  ist  also  zu  setzen: 

“•#+{  = (*s  + *')^  • • • 

Diese  Grösse  { nennen  wir  moralischen  Vortheil. 

Die  Summe  f dagegen , deren  mathematische  Hoffnung  der  des  zweifelhaften 
Gewinnes  gleich  ist,  ergibt  sich: 

f'=pa  + qß  + ry{-  . . . 

Es  folgt  hieraus,  dass  bei  einem  vollständig  gleichen  Spiele  unter  zwei  Spielern 
der  Spieler  in  Bezug  auf  die  moralische  Hoffnung  immer  im  Nachtbeile  ist.  Denn 
ist  ft  der  Einsatz,  p die  Wahrscheinlichkeit,  zu  gewinnen,  so  ist  pft  die  Hoffnung 
des  ersten,  die  des  Gegenspielers  (1  — p)ju.  Sei  1 — p die  des  Gegenspielers, 
und  (1  — p)ft  seine  mathematische  Hoffnung  zu  gewinnen.  Setzt  dieser  also  r, 
so  ist  pv  die  Hoffnung  des  ersten  Spielers,  und  es  muss  py=(l  — p)/z  sein, 
damit  Gleichheit  stattfinde.  Die  moralische  Hoffnung  des  ersten  Spielers  beim 
Gewinne  ist  also  nach  dem  Obigen  gleich: 

t P [lg  (Xo  + v)  — lg  J,]  = * P [lg  — Igx,], 

die  des  Verlustes: 

* (1 — P)  [lg  (x.  — /u)  — lg  *,]  = * (1  -p)  lg  X. 


I ist  hier  =0,  da  die  moralische  Hoffnung  mit  der  verglichen  werden  soll,  welche 
dem  Falle,  wo  gar  nicht  gespielt  wird,  entspricht.  Wären  beide  gleich,  so  müssten 
also  gleich  sein: 

Igx.  und  lg(x.-fi-^ /«/-(- lg(x,  — 

oder: 


X.  und  (x.-t-^-^^i)^  (x„— /i/  P 
Der  Änedruck  rechts  aber  ist: 


Xo 


LnPüV 

p X,/  V,  x„/ 


Dieser  Ausdruck  ist  gleich  x.  für  ^ = 0. 

Der  Differenzialquoticnt  naeh  ft  ist,  wie  leicht  zu  sehen,  immer  negativ.  Der 
Ausdruck  nimmt  also  mit  wachsendem  ft  ab,  und  ist  daher  derselbe  kleiner  als 
x„  also  die  moralische  Hoffnung  geringer,  als  beim  Nicbtspielen. 

Vergleichen  wir  jetzt  die  beiden  Verhältnisse,  wo  Jemand  sein  Besitzthnm 
einer  Gefahr,  mit  der,  wo  er  es  in  Thcilcn  verschiedenen  Gefahren  anssetzt.  Sei 
z.  B.  die  Summe  x.  s einem  Schiffe  anvertrant,  x,  das  Vermögen  des  Besitzers, 
und  p die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Schiff  von  ähnlicher  Beschaffenheit  glück- 
lich ankomme,  so  ist  die  moralische  Hoffnung: 

* P (lg  [*s  (1+»)J  — lg  *.)  = *P  lg  (1  + *). 
and  der  moralische  Vortbeil  ergibt  sieb: 
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k ['g  (*.+l)  -lg  *.] = kp  lg  (1+  »), 

»Iso: 

Der  Ausdruck  rechts  »her  ist  kleiner  »Is  der  mathematische  Vortheil  (mathema- 
tische Hoffnung)  x,pt,  denn  der  Ausdruck  (l-f-,)P— 1 — p,  iit  Null  fOr  s=0, 

und  der  Differenzialquotient  nach  s,  d.  h.  + ' — 1]  ist  immer  negatir, 

da  p ein  echter  Bruch  ist,  also: 

(l+,)P_l_p,<0. 

Werde  jetzt  die  Summe  x,  > in  r Tbeile  getheilt  und  r Schiffen  übergeben, 
so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  alle  Schiffe  ankommen,  p*^,  dass  alle  bis  auf 

eins  ankommen  rp’’~'  (1— p)  u.  s.  w.  (rergleiche  den  vorigen  Abschnitt),  das 
Vermögen  des  Kaufmanns  aber  wird  in  jedem  dieser  Falle  werden: 

*0  (l+Oi  *0  (l+  »)•.  ., 

also  die  moralische  Hoffnung: 

H =k^'ie(.l+t)+rp'~^  (1-p)  lg(l-|-  t) 

+r,p'~*  (1-p)*  lg  (l-b  . . .]. 

Zieht  man  davon  die  obige  moralische  Hoffnung  Fplg(l-t-f)  ab,  so  ist  die  Diffe- 
renz Null  für  ( = 0. 

Setzt  man: 


*pig(i+o=*p(p+i-p)’'~‘ig(i-fo=*pi>’'“‘iga+o 

-Kr-l)p’— -(l_p)lg(l+0-Kr-l),p’’--(l-p)*  lg (1  + 0+ 
und  differenziirt  die  Differenz  nach  f,  so  kommt: 

-tt;' 


ein  Ausdruck,  der  positiv  ist,  so  dass  also  die  obige  Differenz  von  s = 0 immer 
znnimmt.  Es  ist  sJso  die  moralische  Hoffnung  bei  der  Vertheilnng  der  Summe 
grosser,  als  wenn  sie  nngetheilt  der  Gefahr  ansgesetzt  wird. 

Es  lasst  sich  aber  auch  zeigen,  dass  mit  der  Zunahme  von  r der  moralisdie 
Vortheil  znnimmt  und  sich  dem  mathematischen  x,pt  bis  anf  jede  Grenze  nähert. 
Zn  dem  Ende  bringen  wir  den  Ausdruck  für  di«  mathematische  Hoffnung  H in 
die  Form  eines  bestimmten  Integrals.  Man  bat  zunächst: 


a=kp‘~/  ’r  p*— ‘-‘(l-p)*lg(l+L^,) 
s=0  \ r / 

= kp‘yf  (r-D  p*— *-> 
1 = 0 *^0 

Nun  ist  bekanntlich  : 


also: 


iL-^-Lrfs. 


i+— « 


Digitized  by  Google 


WahrscheinlicbkeitsreehnnDg.  363  WAhrscheinlichkeitsrechnnng. 


1 

r — < J 0 


1+ « 

r 


Der  Ausdruck  unter  dem  Doppelintcgral  nimmt  ab  zwischen  ar  = 0 und  x = co, 
der  DiffercnziAlquoticnt  ist  n&mlich}  wie  leicht  zu  sehen,  negativ.  Theilcn  wir 
das  Integral  nach  x in  zwei  Tbeile : 

/ff  /•+«> 

+ / ’ 

0 ff 

wo  ff  zunimmt,  aber  gegen  r nur  klein  sein  soll,  und  betrachten  wir  zunächst  den 
letzten  Theil.  Ihm  entspricht  von  H der  Theil: 

„/■X 

iDtegriren  wir  zuerst  nach  t,  so  erhält  man ; 

wo  y ein  echter  positirer  Bruch  ist.  Das  Argument,  und  somit  das  ganze  Inte* 
gral  aber  nähert  sich  mit  wachsendem  a der  Null. 

Es  ist  also  für  wachsendes  r zu  setzen; 

Hzipk  j J ‘ ^ ^ ^1— pU“ * '}j 

wo  a gegen  r verschwindend  klein  ist.  Der  Ausdruck  nnter  dem  Doppelintegral 
wird  dann  ; 

e-  (l-  - ' = e~  * *), 

alao  wenn  man  nach  x integrirt,  so  kommt : 


Der  entsprechende  moralische  Vortheil  sei  {,  so  ist : 

*ig^=*ig(i+pO. 

also  (=x,pi,  also  dem  mathematischen  Vortheile  in  der  That  gleich. 

Es  soll  mit  HDlfe  dieser  Betrachtungen  noch  geaeigt  werden , dass  sich  bei 
Versicherungen  der  moralische  Vortheil  der  Kasse  mit  dem  des  Versicherten  ver- 
einen lasse. 

Sei  ein  Theil  x,t  des  Vermögens  irgend  einer  Gefahr  nnterworfen,  und  p 
die  Wahrscheinlichkeit  der  Rettung.  Damit  zwischen  den  mathematischen  Vor- 
theilen  der  Kasse  nnd  des  Versicherten  Gleichheit  herrsche,  mnss  die  Versiche- 
rungs-Sommo  dann  (1  — p)x,  s betragen.  Die  moralische  Uoffnang  der  unver- 
sicherten Somme  ist  dann ; 


Digilized  by  Google 


Wahrscheinlichkeitsrecbnnng.  3G4  WahrscheinlichkeiterechnnDg. 


tplg(l+Oi 
UD<1  bei  der  VergichcmDg: 

*ig(i+pO- 

Da  aber,  wie  oben  gezeigt : 

ist,  so  ist  der  letztere  Aasdruck  der 
grössere.  Wird  nun  Toransgesetzt , dass 
die  Versichemngs- Sunime,  wie  dies  ja 
immer  der  Fall  ist,  grösser  als  (1— p)Zt< 
sei,  nnd  zwar  nm  ax,,  so  ist  die  Grenze, 
wo  die  Vcrsichernng  aufbört,  TOrtheilbaft 
zn  sein,  gegeben  durch  die  Gleichung: 

lg (1  — “+P»)=P  Ig(H-r), 

also: 

« = l+pa—  (1+*)*’. 

8)  Ueber  die  Begründung  der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Die  Theorie  der  moralischen  Hoffnung 
gab  Daniel  Bernoulli  bei  Gelegenheit  eines 
mit  ziemlicher  Erbitterung  von  ihm  nnd 
d’Alembert  geführten  Streites  über  die  Be- 
gründung der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, Der  Letztere  stellte  ntmlich  (OpiMcv- 
fes  malkanaliftitsond  Melanget  de  lilera- 
ture  eJe.)  die  Behauptung  auf,  dass  die 
mathematische  Wahrscheinlichkeit  nicht 


Grösse  haben  kann.  Die  Frage  ist,  wel- 
chen Vortheil  (Hoffnung)  hat  Pani  hier- 
bei, d.  h.  welche  Summe  muss  er  gegen- 
setzen. 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  das 
Spiel  nur  bis  zu  irgend  einem , dem 
ntenWorfe  fortgesetzt  werden  soll,  der- 
art, dass  wenn  bei  diesem  noch  nicht 
das  Bild  erschienen  ist,  das  Spiel  anf- 
hört,  nnd  Pani  gar  nichts  erhält. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  beim  ersten 
Male  das  Bild  zu  treffen,  ist  4,  die  beim 
ersten  Male  nicht  wohl  aber  beim  zwei- 
ten I , die  zwei  ersten  Male  nicht  wohl 
aber  beim  dritten  j n.  s.  w.  Diese 
Zahlen  mit  den  entsprechenden  Gewin- 
nen multiplicirend  erhalten  wir : 

JL  . I4..i  . 2+—  • 2*-l-  . . . 

2 ^2*  ^2*  ‘ ^ • 

-I 2 = -g-  Francs. 

2«  ^ 

Dies  ist' also  Panis  Einsatz,  nnd  der- 
selbe wird  unendlich  gross,  wenn  n nn- 
endlich  ist,  d.  h.  das  Spiel  so  lange  fort- 
gesetzt werden  soll,  bis  das  Bild  fällt. 
Wer,  fragt  nnn  d’Alembcrt,  wird  aber 
bei  einem  solchen  Spiele  auch  nur  1000 
Franca  auf  diese  Wahrscheinlichkeiten 


völlig  mit  der  in  der  Natur  Vorkommen-  hin  setzen.  Er  findet  nun  den  Gmnd 
den,  oder,  wie  sich  d’Alembcrt  ausdrUckt,  von  diesem  richtig  vorausgesetzten  all- 
der  physischen  Wahrscheinlichkeit  Ober-  gemeinen  Widerwillen  gegen  einen  sol- 
einstimmt.  Die  letztere  nämlich  soll,  chen  Einsatz  darin,  dass  sehr  viel  Bild- 
wie  er  behauptet,  darin  sich  unterschei-  würfe  hinter  einander,  setzen  wir  etwa 
den  , dass  eine  besonders  grosse  Regel-  20,  Oberhaupt  unmöglich  sind.  Im  leu- 
mässigkeit  in  den  Verbindungen  über-  teren  Falle  würde  dann  allerdings  der 
baupt  physisch  nnmöglich  sei , während  Einsatz  nnr : 
sie  die  Rechnung  eben  nur  als  sehr  un-  - « 2 

wahrscheinlich  ergebe.  So  s.  B.  ist  der  — . l + — .2-f-  . . . -l-nT-;  2‘* 

Rechnung  nach  die  Wahrscheinlichkeit,  2 2*  2 


100  mal  hinter  einander  mit  einem  WOr- 
fol  6 zn  werfen,  =g^,  nach  d’Alem- 
bert aber  kann  dies  in  der  Natnr  über- 
haupt nicht  Vorkommen , ohne  dass  er 
sich  jedoch  getraut , diese  Grenze  hier 
zu  bestimmen.  Um  dies  zn  zeigen,  be- 
trachtet er  folgenden  Fall. 

Zwei  Personen,  Peter  nnd  Faul,  spie- 
len das  bekannte  Spiel:  Schrift  oder 
Bild,  d.  h.  Faul  wirft  ein  GeldstOck  zu 
wiederholten  Malen  und  so  lange,  bis 
die  Bildseite  oben  liegt.  Die  Bedingun- 
gen aber  sind  folgende  : Wirft  Paul  beim 
ersten  Male  das  Bild , so  erllält  er  von 
Peter  einen  Franc,  wirft  er  es  erst  beim 
zweiten  Male  2 Francs,  beim  dritten  4, 
beim  vierten  8 u.  s.  w.,  also  wenn  das 
Bild  erst  beim  n ten  Male  erscheint, 

2"  * Fiancs,  wo  also  n jede  beliebige 


= Francs 

betragen  dürfen , ein  Einsatz , für  den 
sich  allerdings  wohl  eher  Liebhaber  fin- 
den möchten.  — Hätte  aber  d’Alembert 
Recht , so  würden  auch  diejenigen  Fha- 
raospieler  Recht  haben , welche  eine 
Karte . die  19  mal  verloren  hat,  augen- 
blicklich hoch  besetzen,  in  der  Ueber- 
zengung.  dass  sie  non  endlich  gewinnen 
müsse,  während  die  Wabrscheinlichkeits- 
rechnnng  hier  die  Wahrscbeinlichkeit 
gleich  also  ganz  wie  immer,  ergibt. 

Daniel  Bernoulli  zeigt  nnn , dass  der 
Kern  der  Frage  nicht  in  dem  Unter- 
schiede zwischen  mathematischer  nnd 
physischer  Wahrscbeinlichkeit,  sondern 
in  dem  zwischen  mathematischem  nnd 
moralischom  Vortbeile  (Hoffnung)  liege. 
Ein  Vortheil  von  zehn  Millionen  ist 
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zwar  dem  Geldwcrth  nach  geringer  als  ein  solcher  von  20  Millionen;  ein  einsel- 
ncr  Mensch  von  geringem  Vermögen  wird  aber  beide  moralisch  fOr  gleich  er- 
achten. In  der  That  ist  der  Unterschied  der  moralischen  Hoffnungen,  wenn  man 
das  vorhandene  Vermögen  gegen  sehn  Millionen  vernachlässigt: 
k (lg  20000000  - lg  10000000)  = * lg  2, 

also  jedenfalls  gegen  k lg  10000000  sehr  gering.  Der  Kern  der  Frage  liegt  also 
darin , dass  di : hohen  möglichen  aber  sehr  unwahrscheinlichen  Treffer  bei  dem 
betrachteten  Spiele  keinen  entsprechenden  moralischen  Vorllieil  gewähren,  dass 
überhaupt,  wie  im  vorigen  Abschnitte  geseigt  wurde,  bei  Spielen  nur  dann  ein 
mit  dem  mathematischen  Vortheile  übereinstimmender  moralischer  stattfindet,  wenn 
der  Einsatx  gegen  das  vorhandene  Vermögen  gering  ist,  was  allerdings  eine  be- 
kannte Klugheits-  und  Moralitätsregcl  ergibt.  Wollte  man  hiernach  nach  der 
Theorie  der  moralischen  Hoffnung  den  Einsatz  für  das  besprochene  Spiel  berech- 
nen , so  erhielte  man  in  der  That  einen  endlichen  Einsatz.  Wenn  x das  vor- 
handene Vermögen,  um  den  Einsatz  vermindert,  ist,  so  sind  die  Hoffnungen  be- 
aüglich  für  jeden  Wurf : 

ilg(j:+l),  *lg(x-|-2),  älg(z-t-2")  . . . — tlgx, 
nnd  die  Summe  derselben,  bezüglich  mit  den  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten 
mnltiplicirt : 

-^lg(*-)-l)+^lg(j-f2)-f^lg(*-f2»)+  . . . — *lgx 

= Hg[nx+ljV(x+2)K(»+4)  ..  .]; 

dies  muss  gleich  der  moralischen  Hoffnung  sein,  den  gethanen  Einsatz  y znrOck- 
sugewinnen,  nnd  diese  ist: 

*lg{*+y)  — *lgx. 

so  dass  man  hat: 

(x-f-y)  = (4r-fl)i(i-|-2)*{x-|-4)*  . . . 

Dass  dies  Frodnet  rechts  eine  endliche  Orösse  bildet,  zeigt  sich  darans,  dass  der 
Logarithmns  desselben  eine  convergente  Reihe  ist.  Das  nte  Glied  derselben  ist 
offenbar : 

-^lg(x-|-2"“‘). 

2" 

Der  Quotient  des  nten  durchs  n — Ite  also: 

2"~*  lg(x-f2"~  ') 

2"  lg(x-l-2") 

und  da  für  wachsendes  n man  x vernachlässigen  kann : 

1 n — 1 

2 » ’ 

ein  Ansdmck,  der  kleiner  als  Eins  ist,  was  bekanntlich  die  Convergens  der  obigen 
Reihe  bedingt. 

Setzt  man  z.  B.  für  den  Grenzfall  x=0,  so  ergibt  sich: 

y = 2*  • 2*  •2'^  . . . ■ • ’ 

Nimmt  man  nun  von  dem  Ansdrocke: 

/^(“)  = l+“  + “’+  • ■ • 

wo  a ein  echter  Bruch  ist,  den  Differenzialqnotienten ; 

r(n)  = l+2o-f3B*-f  . . . 

nnd  setzt  a = 4>  ■<>  ergibt  sich: 
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Wasserrad. 


y = • ■ -)  = 2*'^=2, 

(är  x = <o  dagegen  folgt: 

— X = X-~  X, 

also  in  diesem  Falle  wäre  sogar  jeder 
Eiosats  zn  hoch. 

9)  Histori  sehe  s. 

Die  Wahrscheinlicbkeitsrechnong  ist 
namentlich  in  Bezug  auf  Spiele  seit  lan- 
ger Zeit  angewandt  worden , aber  erst 
Fermat  und  Pascal  (Mitte  des  17.  Jahr- 
hunderts) haben  allgemeine  Principien 
gegeben.  Das  Theilungsproblem  stammt 
aus  einem  Schriftwechsel  dieser  beiden 
Mathematiker.  Eine  Abhandlung  über 
diesen  Gegenstand  gab  Huygbens  unter 
dem  Titel:  Tractalus  de  ratociniis  in 

luäo  aleae  1658.  Sehr  erweitert  wurde 
diese  Wissenschaft  durch  Jakob  Ber- 
noulli's Schrift:  Ars  coi^ectandi  (erschie- 
nen 1706,  sieben  Jahre  nach  des  Ver- 
fassers Tode). 

Montmort  schrieb:  Es$a\  sur  les  jeuz 
de  hasardf  Moivre  ein  ftbnlichcs  Werk, 
das  1711  in  den  Phihtopkical  trans- 
aclions  erschien.  Deparcieux,  Kerse- 
boom,  Süssmilch  und  Andere  wandten 
die  Wahrscheinlichkeit  auf  Lebensdauer 
an.  Die  Theorie  der  moralischen  Hoff- 
nung gab  Daniel  Bemoulli  bei  Gelegen- 
heit und  zur  Lösung  eines  Paradoxons, 
dessen  hier  Erwähnung  gethan  ist.  Haupt- 
werk für  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ist:  La  Flacc,  Theorie  analyligue  des 
probalitcSf  sowohl  wegen  der  vielen  An- 
wendungen, als  der  analytischen  Prin- 
zipien. Namentlich  die  darin  enthalte- 
nen N&horungswertho  für  GronzfUlle  sind 
wichtig,  wenn  auch  die  dazu  rührenden 
Methoden  nicht  als  vollkommen  scharf 
anzuseben  sind. 

In  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gehört  auch  die  Ermittelung  der  wahr- 
scheinlichsten Resultate  aus  vielfachen 
Versuchen,  d.  h.  die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  (vergleiche  den  entsprechen- 
den Artikel),  w'elche  von  Gauss  ber- 
rührt. 

Von  neueren  Werken  erwähnen  wir: 
Hagen*s  Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Walle.  ' 

Gleichbedeutend  mit  Cylinder  und 
Welle  (vergleiche  Bad). 

Wasser. 

Siehe  Hydrostatik  und  Hydraulik. 


Wasserdampf. 

Siehe  Wärme. 

Wasserrad,  verticales  (HaschiBen- 
lehre). 

1)  Zweck  und  Einrichtung  der 
Wasserräder. 

Das  Wasserrad  ist  ein  Rad  an  der 
Welle,  welches  durch  das  Gewicht  des 
auffallenden,  oder  durch  den  Druck  des 
zuströmenden  Wassers  in  Bewegung  ge- 
setzt wird , und  so  die  ihm  ertheilte  le- 
bendige Kraft  an  Arbeitsroaschinen  über- 
trägt.  — Die  Wasserräder  werden  zu- 
nächst in  horizontale  (mit  verticalcr  Axe) 
und  vcriicale  (mit  horizontaler  Axe)  ge- 
theilt.  Von  den  ersteren  wird  der  fol- 
gende Artikel  handeln. 

Die  verticalen  Bader  theilt  man  ein 
in  oberschlächtige , mittelschlachtige  und 
unterschlächtige,  je  nachdem  das  Wasser 
zunächst  den  oberen,  mittleren  oder  un- 
teren Theil  der  Radperipherie  trifft.  Zu- 
weilen unterscheidet  man  auch  rücken- 
schlachtige,  wo  das  Wasser  zwischen 
dem  höchsten  Punkte  und  der  Mitte  auf- 
schlägt.  Poncelctrader  sind  solche,  wo 
das  Wasser  an  krummen  Flachen  auf- 
und  absteigt,  also  nicht  durch  plöulidien 
Stoss  einwirkt.  Die  unterschiachtigen 
sind  entweder  frei,  wie  z.  B.  die  Schiff- 
roühlenräder , oder  in  Gerinnen , graden 
oder  kreisförmigen  (Kropfgerinnen),  ein- 
geschlossen,  auch  mittelschlächtigc  haben 
zuweilen  Kropfgerinno. 

Die  Wasserräder  haben  eine  kölaerne 
oder  eiserne  Welle,  zwei  Kränze  von 
gleichem  Durchmesser,  selten  einen  oder 
mehr  als  zwei,  durch  Arme  mit  der  Welle 
verbunden;  zwischen  den  Kränzen  be- 
finden sich  die  Schaufeln,  auf  welche 
das  Wasser  anschlägt;  zuweilen  sind  die 
Kränze  nach  dem  Innern  zu  durch  einen 
Boden  verbunden,  welche  mit  den  Schan- 
feln  wasserbaltende  Träger  oder  Zellen 
bilden , wenn  die  Schaufeln  mehr  tan- 
gential oder  radial  gerichtet  sind.  Man 
unterscheidet  daher  noch  Schaufelrädtf 
mit  mehr  radial,  und  Zellenräder  nah 
mehr  tangential  gestellten  Scbanfeln. 
Zellenräder  werden  als  oberschlächtige, 
zuweilen  auch  mittelschlächtige  Rider 
angewandt. 

Die  Räder  können  von  Holz  oder  Eisen 
sein,  oder  aus  beiden  Stoffon  bestehen. 
Hölzerne  Räder  sind  entweder  Saitel- 
räder,  bei  welcher  die  Anno  die  vier- 
kantige Welle  umfassen,  oder  Sternräder, 
wo  die  Arme  in  der  durchlöcherten  Welle 
stecken.  Letztere  Construction  ist  sel- 
ten nnd  weniger  zweckmässig. 
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Bei  hoben  Badern  sind  io  die  Arm- 
geviere  noch  andere  sogenannte  Heifarme 
eingesetzt.  Bei  eisernen  B&dern  sind  die 
Anne  durch  Schrauben  an  eine  Sclieibe 
oder  Rosette  befestigt,  weiche  auf  der 
Weile  sitzt.  Sind  die  KrSnze  hier  sehr 
weit  ans  einander,  so  kommt  noch  ein 
dritter  dazwischen. 

Hier  sind  auch  Schaufeln  von  Eisen- 
blech zweckmässig,  welche  mittels  Schrau- 
ben auf  Rippen  sitzen , weiche  an  die 
inneren  Kranzflirhen  angegossen  sind. 

3)  Constrnction  oberschläch- 
tiger  Räder. 

Sei  h das  Totaigcfklle  des  wirkenden 
Wassers,  so  muss  zun&chst  das  Wasser, 
welches  die  Geschwindigkeit  c haben  soll, 
ans  einer  gew'isscn  Höhe  h^  aufs  Rad 
itftrzen,  so  dass  man  hat: 

2y  A,  =c*, 

ist  A,  das  Radgcfklle,  so  hat  man  dann: 


woraus  sich  ergibt: 

^_A-0.000193(tt>g)« 
l-)-cos  9 

Aus  dieser  für  a quadratischen  Gleichung 
berechnet  man  annäherungsweise: 

A (1-0,000048 (Au)- A) 
1-l-cos#  ’ 

Hohen  Rädern  gibt  man  bis  10  Fuss 
Umfangsgeschwindigkeit,  kleinen  nicht 
unter  2J. 

DieKranzbreito  (Radtiefe)  beträgt 
10  bis  12  Zoll,  selten  darüber.  Ist  e 
jetzt  die  Rad  weite  und  d die  Kranz- 
weite,  so  ist  de  der  Querschnitt  des  von 
Kranz  und  Boden  gebildeten  ringförmi- 
gen Raumes,  und  dev  der  Fassungsraum 
für  die  iu  der  Sccunde  eintretende  Was- 
sermenge. Da  die  Kadzellen  aber  klei- 
ner sind,  so  mnss  man,  wenn  Q das 
Aufschlagsquantum  in  der  Sccunde  ist, 
setzen: 


IndesB  geht  ein  Theil  der  lebendigen 
Kraft  bei  der  Uebertragung  verloren, 
wenigstens  6 Procent,  nehmen  wir  hier 
10  an,  so  ist; 


SU  setzen,  also: 


Wenn  der  Radius  der  Eintrittsstelle  des 
Wassers  mit  dem  Radios  am  Scheitel 
des  Rades  den  Winkel  9 macht,  nnd  a 
der  Badins  des  Bades  ist,  so  hat  man 
offenbar : 

A,  = a(l-|-cos  #), 


1-1- cos  9' 

Sei  jetzt  t>  die  Umfangsgesekwindigkeit 

des  Bades,  das  Verh&ltniss  k = — heisst 

e 

dann  GeschwindigkeitscoefBcient.  Ist  u 
ferner  die  Anzahl  der  Umdrehungen  in 
der  Minute  (während  e nnd  u auf  die 
Seennde  bezogen  sind),  so  hat  man: 

on  30c 
na«  = 30i>  = -^, 

also; 

t>=0,1047  ua, 

und: 

I 1,  l/AnauX* 

“d  + 'os»)  = A-^(-^j  , 


Q = idev,  Kl. 

Gewöhnlich  nimmt  man  e = ^ bis  und 
man  hat: 


9,55  g 

tu  da 


oder 


38,2  g 

u ati  ’ 


wenn  man  s=4  nimmt. 

Die  Schaufelzabl  ist  aus  dem 
Grunde  gross  zu  nehmen,  weil  eine  klei- 
nere Wassermeiige  auch  länger  bebarrt. 
Indess  darf  wegen  der  Dicke  der  Schau- 
feln, und  aus  dem  Grande,  dass  keine 
in  den  Fassungsraum  der  andern  tritt, 
diese  Zahl  nicht  zu  gross  werden;  bei 
dünnen  eisernen  Schaufeln  kann  sie  grösser 
als  bei  hölzernen  sein.  Gewöhnlich 
nimmt  man  die  Schaufelzahl  n gleich 
8a  oder  6a  an.  .Der  Theilwinkel 

y — 33Q_  leigt  den  Winkelraum  jeder 

Schaufel  an. 

Die  Form  derSchanfeln  ist  von 
der  grö'Sten  Wichtigkeit;  sie  muss  so 
sein,  dass  das  Wasser  ungehindert  in  die 
Zelle  tritt,  nnd  darin  so  lange  als  mög- 
lich beim  Hernntersteigen  znrückgehal- 
ten  wird. 

Es  kommt  hierbei  zunächst  (Fig.  158) 
auf  den  Winkel  BAT=ß  an,  welchen 
das  Schaufelcnde  mit  dem  Radumfange 
macht  (Eintrittswinkel);  er  ergänzt  den 
Winkel  BAC  zwischen  Radius  und  Schau- 
felende (Deck-  oder  Deckungswinkel)  zu 
einem  Rechten.  Wenn  das  Schaufelcnde 
AB  horizontal  ist,  so  bildet  cs  keine 
Seitenwand  mehr,  und  der  Fassungsraum 
der  Zelle  wird  gleich  Kuli;  dann  ist 
Funkt  A nm  Winkel  ACF=ß  von  der 
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Fig.  158. 


tiefsten  Stelle  entfernt,  und  es  muss  da- 
her ß möglichst  klein  sein. 

Diese  Kleinheit  findet  jedoch  ihre 
Grenze  in  dem  Umstände,  dass  der 
Zellenqnerschnitt  AE  eine  gewisse  GrOsso 
haben  muss.  Es  kommt  auch  die  Form 
des  Übrigen  Theila  der  Schaufel  in  Be- 
tracht, und  aus  diesem  Grunde  sind 
ebene  Schaufeln  unzweckraössig. 

Hölzerne  Schaufeln  lässt  man  gewöhn- 
lich ans  zwei  ebenen  Theilcn  AB  und 
BD  bestehen,  die  einen  stumpfen  Win- 
kel machen  , der  äussere  Tbeil  ist  die 
Stoss-  oder  Setzschaufel,  der  innere,  wel- 
cher radial  ist  (zuweilen  senkrecht  gegen 
den  ersten) , die  Kropfschaufel.  Die 
Schanfeltbcile  stossen  in  einem  Kreise, 
Tbeilkreis  genannt , zusammen.  Dieser 
ist  bei  kleinen  Eintrittswinkcln  iu  der 
Mitte  der  Kränze,  bei  grösseren  nimmt 
er  { der  Kranzbreite  vom  äusseren  ein. 

Am  einfachsten  lässt  man  die  Stoss- 
Bchanfel  AB  von  den  Schenkeln  CA  und 
CB  des  Tbeilwinkcls  (der  von  zwei  Kropf- 
schanfeln  gebildet  wird , einschlicsscn. 
Soll  der  Eintrittswinkel  aber  kleiner  sein, 
so  wird  der  Winkel  ACB=ztfi  etwa  gleich 
( des  Tbeilwinkcls  genommen.  Der 
Eintrittswinkel  ist  dann  gegeben  durch 
die  Relation: 


tgß 


_ a — a , cos 
~ a,sintt'  ’ 


wo  a^  der  Halbmesser  des  Tbeilkreises, 
a der  des  äusseren  Radumfanges  ist. 
Ist  die  Kranzbreite  DE=d,  so  ist  nach 
der  obigen  Annahme: 


a,  = a— oder  =n  — |d. 

Schaufeln  von  Gusseisen  oder  Blech 
(Stoss-  oder  Riegelschaufeln)  macht  man 
continnirlich  gekrümmt,  nnd  der  Fortfall 
der  Ecke  vergrössert  hier  den  Fassungs- 
raum. Diese  Schaufeln  werden  oft  kreis- 


förmig und  BO  gemacht,  dass  sie  mit 
einem  Winkel  von  45*  an  den  Rand- 
boden anstossen  (Fig.  159).  Ist  M der 
Mittelpunkt  des  Schaufelbogens,  so  macht 
man  , wenn  C der  Mittelpnnkt  des  Ra- 
des ist,  CAM=ß,  also  gleich  dem  Tlieil- 
winkel.  Dadurch  ist  die  Form  der  Schau- 

Fig.  159. 


fei  bestimmt,  und  alle  Schaufel  - Mittel- 
punkte liegen  in  einem  conccntrischen 
Kreise, 

Auch  bei  Holzschaufcln  kann  man  die 
Riegelschnufel  unter  45*  auf  den  Rad- 
boden  richten,  oder  (Fig.  160)  die  Kante 


Fig.  160. 


durch  ein  drittes  Sclinnfclstück  ab- 
stumpfen. 

Der  Einfall  des  Wassers  ge- 
schieht entweder  frei  nns  dem  Gerinne, 
oder  mittels  einer  S pa  nn  sc  hütze.  In 
diesem  Falle  kommt  für  die  Einfallsge- 
schwindigkeit ausser  der  Fallhöhe  noch 
die  Dmckhöbe  in  Betracht.  Ist  keine 
Schütze  vorhanden , so  wendet  man  ein 
Schntzgerinnc  G (Fig.  161)  an,  um  eine 
bestimmte  Richtung  zu  erzielen.  Der 
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Abralllutien  £,  über  welt  licni  c nc  tnittcU 
einer  Fiebelvorrichlun;'  zu  Cffncmle  F«ll- 
Ueppe  F liegt,  dient  zum  FortscbaffcD 
dci  überflttziigcn  Wazserz. 

Izt  c,  die  Gezchwindigkeit  des  Wazzers 
itn  Gerinne,  All  = h,  die  Fallhöhe  vom 
Wuzerapiegcl  bin  zum  Eintrittzpunkt,  zo 
bat  man  bekanntlich: 


c = V2i7*,i-e.i=j,  2j*,  + (|-)\ 

WO  (J  il«8  Wacicrquantum , and  G der 
Qocrschnittsinhali  des  zufliessenden  Was- 
sers  ist.  — SpannschQtzcn  dienen,  das 
Gerinne  so  viel  als  möglich  abzusperren. 
Man  hat  horizontale  (h'ig.  162),  wo  eine 


Hebel*  nnd  Zagttangc  das  Schutzbrett  io 
Bewegung  setzt;  es  sind  aber  auch  senk* 
rechte  und  schiefstehende  gebräuchlich, 
die  durch  Zahnräder  oder  Schrauben  be- 
wegt werden.  Ist  die  Druckhohe,  und 
Cg  die  Ausflussgeschwindigkcit,  so  wird: 

'.  = /<  /SjA,, 

nnd  wenn  z die  freie  Fallhöhe  von  der 
ScbBtzm&ndnng  bia  zum  EintritUpnnkt 
izt: 

e = V'f.’+2j»  = V8jO'’  *z+  *)• 

fl  izt  der  Anaflnazcoefficient , nnd  ge- 
wöhnlich letzt  man: 

fi  = 0,%. 

Daz  Wazzer  mnzz  ungehindert  in  die 
Zelle  treten,  darf  alzo  erst  nahe  dem  in- 
nem  Umfange  einen  Stosz  erleiden.  Da 
N nmi  an  der  Umdrebnng  des  Bades 


Tbeil  nimmt,  so  mnzz  die  Geschwindig- 
keit beim  Eintritt  sich  in  eine  Compo- 
nente,  die  mit  der  Umfangsgeschwindig- 
keit znsammeitlkllt,  nnd  in  eine  parallel 
dem  äusseren  Schanfelende  tbeilen.  Da 
die  erstere  der  Uichtung  und  Grösse  die 
zweite  der  Richtung  nach , die  Eintritti- 
geschwindigkeit  der  Grösse  nach  gegeben 
ist,  so  iBsst  sich  auch  ihre  Richtung 
hiernach  leicht  bestimmen. 

Ist  ti  der  gesnehte  Winkel  EAT  (Fig. 
163),  wclehon  das  Wasser  beim  Zutritt 
mit  dem  Radnmfange  macht,  ß der  Ein- 
trittswinkel, Av=t!  die  Eintrittsgeschwin- 
digkeit, y4u  = ir  die  relative  Geschwin- 
digkeit des  Wassers,  zo  ist: 
sin  a IO 
sin  /}  ” c ’ 

sin(^— it) ® _ J. 

sin^  e ~ k' 

24 
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Fig.  163. 


Mit  Berücksichtigung,  dass  n sehr  klein 
ist,  kann  man  aber  auch  setzen; 


«t_ir  *e 

ß ~ c’  ß~  ~ c~  c’ 
also: 

Ki  = c — r,  =(!•  — l)r,  n = — ^ ^ ß. 

Die  relative  Geschwindigkeit  darf  nicht 
zn  gross  sein,  weil  sonst  ein  Theil  des 
Wassers  wieder  austr&te ; es  ist  also  k 
nie  gross,  in  der  Begel  zwischen  und 
2 zn  nehmen. 

Ist  noch  0 der  Winkel  SCA,  um  wel- 
chen der  Eintrittspnnkt  A vom  Badschei- 

Fig.  164. 


te1  abwcicht,  y=EAII  der  Neigungswin- 
kel des  Suahles  gegen  den  Horixont,  to 
hat  man: 

y=S  + a. 

Ist  b (Fig.  164)  gleich  dem  Bogen  AK, 
welchen  der  eintretende  Waaaerutrahl  ein- 
nimmt to  ist  KB  = btinn  die  Dirke  des 
Strahls  vor,  yliV=:frsin^  die  Bach  dem 
Eintritt.  Ist  e die  Strahlbreite , welche 
gleich  der  Radweite  ist,  to  tind  ritin«, 
ei  sin /J  die  bezflglichen  Qnertchnitte,  und 
die  Matte  des  Aufscblagewatters : 

eic  sin  n =:eiK<tin/I. 

Es  war  aber: 

Q=tJet, 

wo  A die  Radtiefe,  t der  Füllnngtcocffi- 
cient  itt,  also: 

vid  vtd 

t.no=-^, 

und  angenkhert  i , 

•£ 

(t  — I)sin/j' 

Es  darf  aber  bei  oberschläebtigen  Rä 
dem,  wo  der  Radboden  nicht  dnrchlöchert 
ist,  die  Einmündung  nie  ganz  vom  Was- 
ser gelullt  sein,  damit  die  Lnft  ent- 
weichen kann.  Also  i muss  kleiner  als 
AA^  sein. 

Ist  a der  kussere  Radhalbmeiter,  n 
die  Anzahl  der  Schanfeln,  to  ist: 


Et  würde  also , wenn  b~AA^  wkre, 
sein: 

_2ng  _ asm  ß 

i id 

Man  nimmt  hiervon  nur  einen  Theil,  be- 
züglich die  Hklfte,  to  dass  man  hat: 

_ (t — I)  rrn  tin^ 

7d  • 

Je  kleiner  der  FUllungscoefhcient  t und 
die  Breite  d,  und  je  grösser  das  Qe- 
schwindigkeits-VcrhSliniss,  der  Halbmes- 
ser lind  der  Einiritiswinkcl,  desto  grösser 
kann  die  Anzahl  der  Schaufeln  sein. 

Das  Wasser  fällt  aber  offenbar  nicht 
sogleich  völlig  heraus,  wenn  eine  Schau- 
fel horizontal  liegt.  Möge  sich  diese 
Schaufel  um  einen  Winkel  i/>  noch  ge- 
gen den  Horizont  gedreht  haben , die 
Beschleunigung  eines  Wastcriheilehent 
gleich  jsin^,  und  die  Fallgeschwindig- 
keit : 

dw  = j sin  Iß  dl 
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■ein,  iit  e die  Geschwindigkeit  des  Ra- 
des, so  wird: 


aifizitl. 


od 

•r  = — (1— cos  0), 

V 

und  der  Raum  s,  welchen  das  Element 
in  der  Zeit  l zurücklegt,  ergibt  sich : 

dt  = tc  = (1— COS  <p)dil’. 

Bei  schneller  ünidrchung  kommt  noch 
die  Centrifngalkiart  hinzn,  nnd  man  kann 
3 (annäherungsweise)  ersetzen  dnreh 

t* 

— , so  dass  man  hat: 

d 

(c»\  a* 

_ ib — sin  }b 

Da  2 den  Inhalt  eines  Kreis- 

segmentes mit  Badins  1 Torstcllt,  so  ist 
V>  der  Centriwinkel  eines  solchen  mit 

Badins  : ■ ^ * . 

{ga+r‘)  a 

Soll  alles  Wasser  sich  dann  entfernt 
haben,  wenn  das  äussere  Schaufclende 
im  Fnsapunkte  ankommi,  so  muss  für  s 
die  Schaufelbreite,  nnd  ifi=ß  gesetzt 
werden.  Also ; 


sin^  = 


a(ja+r’) 


Diese  Formel  gibt,  wie  klein  ß sein 
darf,  nm  so  kleiner  nämlich,  je  grösser 
a,  nnd  je  kleiner  e und  s (Schaufel- 
breite)  ist. 

Damit  das  Wasser  in  der  verlangten 
Bichtung  aufs  Bad  falle,  mnss  die 
SchQtsenmfindung  der  Eintrittsstelle 
lästerst  nahe , nnd  das  Schatzbrett  auf 


der  Strahlrichhing  rechtwinklig,  oder 
ein  Schutsgerinne  in  der  verlangten  Bich- 
tung vorhanden  sein,  oder  endlich  das 
Schutzbrctt  so  gestellt  sein,  dess  das 
Wasser  vermöge  des  freien  Falles  diese 
Richtung  annimmt 

Im  letzteren  Falle  sei  wieder  Ac:=c 
die  Geschwindigkeit,  /lA,V=y  der  Win- 
kel des  fallenden  Wassers  gegen  den 
Horizont,  so  ist  (Fig.  165) : 


mo=x= 


c*  sin  V* 


die  vertikale  Abscisse  des  Scheitels  der- 
jenigen Parabel,  welche  das  Wasser  be- 
schreibt, dagegen  die  Ordinate: 


AM=u  = 


c’  sin2i' 

~W~' 


Sei  in  P nun  die  Schutzmöndung , and 
deren  Höhe  JHNzzz  Ober  der  Eintritts- 
stelle (im  Scheitel)  gegeben;  sei: 

ON  = x„  AP=y,. 

also: 


x, =x—z, 

so  kommt: 

3r.=y|/^  • 

und  Kr  den  Neigungswinkel  TPPf  = r,  : 

2x,  2 yx(x—z) 

y,  y 

Die  Ebene  PK  des  Sebntzbrettes  steht 
senkrecht  anf  der  Tangente  PT.  Seine 
Lage  ist  also  bestimmt,  wenn  man 
OT=  OK  macht,  PT  zieht,  nnd  PK  senk- 
recht darauf  nimmt.  Die  Ausfiussge- 
schwindigkeit  bei  P ist; 

c.  = K(c*-2jz), 
and  die  Druckhöbc  dafür  aUo: 


oder  mit  der  nöthigen  Redaction: 
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Fis.  166. 


Die  Weite  der  SchütimDndung  iet  nnr 
einige  Zoll  kleiner  eli  die  Radweite  zu 
machen. 

Um  den  Funkt  iV  zu  finden , in  wel- 
chem der  Strahl  nnfschligt , sei  z , der 
senkrechte  Abstand  HIN  (Fig.  166}  die- 
ses PnnkteS  vom  Eintrittspunkle,  so  ist : 
ON=  OM+MN, 

d.  h. : 


X,=4T-1-Z,, 

NtV=y,=y^=y^l+  L‘. 

Sei  7'(1F1V=k,  der  Neigungswinkel 
des  Strahles  gegen  den  Horizont,  so  ist; 


nnd  für  Winkel  WCS  = um  den  W 
vom  Badscbeitel  abweicht : 


sin, 

wenn  a,  gleich  dem  Halbmesser  CW 
Ist,  und  der  Winkel  fi,,  um  welchen  die 
Endgeschwindigkeit  c,  von  der  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit 9 ^ in  W ab- 
weiclit : 


f,^  = y^—9^. 

Auch  hat  man  ; 

^ = ^+t„  c,  =V(c»-f2jii), 
oder; 


c,  = |'5fy(0,9A,-l-  s-l-s,). 

Untersuchen  wir  jetzt  die  Stosswirknag 
des  Wassers.  AFW  (Fig.  166)  ist  die 
Axe  des  Wasserstrahls  vor  dem  Zusam- 
mentreffen, ABD  nnd  EFO  zwei  auf 
einander  folgende  Schaufeln,  also  AGB 
die  Zelle,  w-elchc  den  Strahl  anfnimmt. 
Derselbe  gelangt  fast  ohne  Stoss  in  die 
Zelle;  dieser  erfolgt,  wahrend  leutere 
von  AGB  nach  A,G^B,  rflekt,  wobei 
die  vorderste  Schaufel  von  allen  Elemen- 
ten des  WasserkOrpers  nach  und  nach 
eingeholt  wird.  Wenn  Element  A des 
Wnsserkörpers  AB  in  V an  die  vorderste 
Schaufel  fijF,  C,  trifft,  ist  der  Stoss 
beendet  nnd  auch  die  Füllung.  Die  vor- 
derste Schaufel  EFG  hat  hierbei  offen- 
bar dieselbe  Zeit  gebraucht,  als  das 
letzte  Element  des  Wassers  bei  seiner 
Bewegung  von  A nach  K.  Sei  der  Weg 
der  Schaufel  /<A,  = EE,  =s,  so  ist 

l = — diese  Zeit.  Sei  der  Cnrvenbogen 


AFK=t,,  so  möge  das  Element  « den- 
selben mit  der  mittleren  Geschwindigkeit 


e+C| 


znrficklegen,  also  l,= 


c-fc, 


nnd; 


» - 2s, 

» c-fc,' 

Da  AFV  nnr  wenig  von  AE  ^ abweicht, 
ist  annähernd ; 


s,  = AEF=r  AE-f  EE-t-EE, 


aber; 


AE  = b = 


3na 
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nnd: 

^ - I.-  JL 

EF~  K ~ k-1' 

also  : 

EFzzb(k-i), 


and  somit: 

s,=*+i(t-l)4-»  = *i+,, 
and  man  hat: 

f 2 


e+c, 


d.  h.: 


(c+c,  — 2ti)s  = 2t  c A ; 

der  Weg  der  Schaufel  wahrend  des  Stosses 
ist  dann : 


der  Winkel  der  Eintritts-  nnd  Umlaiigs- 
geschwiedigkeit,  also: 

= 2Ci»|COSO„ 

, _(c,  cosn.-e.je, 

9 

y ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers,  also 
gleich  66  Pfund  (alten  Gewichtes), 

L,  = 2,112(c,  cos«,— c,)e,  ^Fnsspfund, 
oder: 

!■,  = 102  (c,  cos  <r,— e,)  e,  Q Meterkilo- 
gramm. 

Die  Stossleistung  wichst , wenn  a.  und 
c,  abnehmen.  Das  Maximum  der  Stoss- 
krafl  tritt  ein,  wenn  r,  = ^c,cosa,  ist, 
wie  man  durch  DiCferenaiiren  erkennt, 
also  wenn : 


Ist  $ = AAi  = EE , aber  gegeben,  so  kann 
man  auch  graphisch  die  Schaufelstellung 
construiren.  Noch  war : 

itu  ’ 

wo  Q das  Anfscblagsquantnm  in  der 
Secande  ist.  Also  der  Qaersebnitt: 
^._K^6O0 

e nue' 


wodurch  sich  die  Lage  des  Wasserspie- 
gels IP  in  der  Zelle,  und  die  Höhe 
ÄfiY=z,  abmessen  lasst.  Man  kann  in 
Formel  e,  =V(c‘-t-2j z,)  hierbei  für  s, 
annähernd  einen  constanten  Werth 
nehmen. 

Die  Stosswirknng  des  aufschla- 
genden  Wassers  erhalt  man,  wenn  man 
Ton  der  lebendigen  Kraft  des  Wassers 
beim  Eintritt  die  beim  Austritt,  nnd  die 
durch  wirbelnde  Bewegung  beim  Eintritt 
verloren  gehende  abzieht.  Beim  Abfluss 
ist  die  Geschwindigkeit  des  Rades  gleich 
der  r,  des  Radtheilrisses,  und  ist  sc,  die 
Geschwindigkeit,  welche  das  Wasser  beim 
Eintritte  plötzlich  verliert,  c,  die 'des 
eintretenden  Wassers,  so  sind  die  bezüg- 
lichen lebendigen  Kräfte: 


also  die  Stosswirknng: 


Qy- 


Die  Geschwindigkeit  e,=  ll'c,  zerfallt 
in  die  Seitengeschwindigkeiten  lVe,=v, 
nnd  Wie^  = ie,.  Sei  noch  e,  = 


Ist  dann  n , = 0,  so  wird : 
c.»  . 

ist  das  e,  entsprechende  Gefalle, 
ig 

nnd  daher  die  Stosswirknng  höchstens 
halb  so  gross,  als  die  disponible  Leistung. 
Han  verwendet  daher  anf  die  Stosswir- 


Fig.  167. 


hu  (u)Ogle 
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MCD=.X,  so  ist  Jf^=asia  i.  Der  dritte 
Thcil  DII  ist  der,  ivo  die  Ansicernng 
stattiindet.  Sei  Winkel  lUCl^=.^^  der 
Winkel  zwischen  liedmittel  und  dem 
Ende  des  Ausflusses,  so  ist : 


kuDg  inOglicbst  wenig,  den  grössten  Tbeil 
aber  auf  den  Dmck. 

Die  Druckwirkung  geht  von  dem 
ringförmigen,  mit  Wasser  gerüllten  Kaum 
AB  aus  (i'ig.  167),  welcher  der  wasser- 
haltende  Bogen  beisst.  Die  IlObc  des- 
selben sei  gleich  k,  dann  ist  die  Leistung 
durch  Druck  h Qy.  Wir  theilcn  diesen 
Bugen  in  3 Theilc;  der  erste  //df  liegt 
Uber  dem  Kadmittel  bis  zur  Eintritts- 
stelle IE.  Sei  .SC’1E=.'»,,  Cir  = o,.  so 
ist  IIM  = a,  cos,“»,.  Der  zweite  Tbeil 
JHK  liegt  unter  dem  Radmittel,  aber 
Uber  der  Ausflussstelle  I).  Sei  Winkel 

(rt,  cot>>,-|-a  sin  1)  sin  1,— sin  1)  Q,y. 

Hierzu  kommt  die  Stossleistnng  hinzu. 

Setzen  wir  also: 


AL=:a(sinJl(  — sinl. 

Der  dritte  Bogcnthcil  kommt  nun  nicht 
vollständig  zur  Wirkung.  Ist  Q,  der- 
jenige Tbeil  des  Anfschlagwassers,  wel- 
cher dem  mittleren,  in  ÜB  wirksamen 
Wnsscrqnnntum  entspricht,  so  ist  die 
Gesammtwirkung : 


*,  = a(sinl,-sinl),  f = 


A,  =a,  ros  + a sinl, 

so  ist  die  Gesammtwirkung: 

i = Pr=((^-CO»">-°>.+A.+U.)  Pr. 

P ist  die  Kraft  am  Umfange  des  Rades.  Es  kommt  also  noch  anf  die  Bestim- 
mung von  f an. 

Sei  jetzt  n die  Anzahl  der  Schaufeln,  u der  Umläufe  in  der  Minute,  so 
nehmen  in  der  Secunde  ^ Zellen  die  Wassermenge  p auf,  und  auf  jede  Zelle 
kommt  das  Quantum; 

,,^60  P 

nu 

Ist  e wieder  die  Badweite,  so  hat  man  den  Wasserquersebnitt ; 

f V _ ■ 60  p 
~ e nu  e ' 

Eängt  nun  bei  Zelle  DEFG  der  Ausfluss  an,  so  kann  man  setzen ; 

F,  nSegm.  aöFC, 

oder  wenn : 


0£F  = S,  aOFF=0 

gesetzt  wird : 

/)jV  iVf' 

DG\  = S+D-F,  = i tg  1 rf», 

also  annähernd: 

Alles  Wasser  ist  ausgeflossen,  wenn  die  Zelle  horizontal  liegt.  Dann  ist  Winkel 
CBO=  MCB  = l,  bekannt. 

Theilt  man  nun  die  Hohe  A'L  = a(sin  1,  — sinl)  in  eine  grade  Anzahl  gleicher 
Theile,  and  bestimmt  die  den  Theilpunkten  entsprechenden  Schanfelstellungen, 
schneidet  durch  Horizontallinicn  die  Querprofllc  der  Wassermengen  der  Zelle  bei 
diesen  verschiedenen  Stellungen  ab , und  bestimmt  die  Inhalte  F^, 

dieser  Qnerprofile,  so  wird  der  mittlere  Werth  F dieser  Profile  durch  die  Simp- 
son’sche  Regel  bestimmt,  also: 

f.  + f„+4(E.+f.+  . . . )+2(F,+f.+  . . . 

F= . 


Digitized  by  Google 


nnd : 


Wasserrad. 


375 


Wasserrad. 

Fig.  169. 


B«i  grofsen  Umfiingsgcschwindigkciten, 
wio  sic  bei  kleinen  Rädern  nCthig  sind, 
fällt  auch  die  Cen  t rif  u g » 1 krn  ft  ins 
Gcwielit,  welche  ein  xeitigeres  Austrclcn 
des  Wassers  bewirkt. 

Die  Wssserobcröächen  in  den  Zellen 
bilden  dann  eoncentrische  Cylindermäntcl 


Fig.  168. 


mit  Axe  O (Fig.  168)  parallel  der  Bad- 
axe,  deren  Höhe: 


2850 

«• 


über  der  Badaxe  ist.  Nnr  am  Bad- 
scheitel 8 und  Radfasse  F ist  der  Was- 
serspiegel horizontal.  Die  Abweichung 
HAW  = AOC=x  vom  Horizont  ergibt 
sich  för  Punkt  A , der  in  ACM  = 1 un- 
ter dem  Badmittel  steht: 
aeos  1 
-r  o sin  A' 


Depression  des  Wasserspiegels  unter  dem 
Horizonte,  so  ist: 

Winkel  GA,ty,  = l+x, 

C.A,G,\V,  = idUea+x)- 

Sei  wieder: 


Segm.  A,B^D„  = S, 

/\A,GÜ^=D, 

F der  Querschnitt  des  Wasserkörpers, 
also : 


F.-t-id>tg(A-i-/)  = S-|-D, 
‘g  (i+/)  jt  ’ 


Das  negative  Zeichen  geht  auf  die  Punkte  aber: 

oberhalb  M.  x '»*  Maximum  för  , ,inA,OC_CA, 

den  Punkt  A , wo  die  von  O gezogene  sin^(M~C  — ~CO^’ 

Tangente  den  Radnmfang  berührt.  Dann  ° 

ist:  älso: 


X = ^> 

also: 

»in/  = T- 

Bei  Berücksichtigung  der  Centrifugal- 
kraft  fällt  aber  der  Ausgussbogen  an- 
ders als  der  oben  gefundene  aus. 

Sei  A,  fFig.  169)  die  Anfangsstelle 
des  Ausgusses , MCA,  = H„A,C-=l  der 
Ansgusswinkel,  IF,  = A,OC=/ die 


sin/  = -^  cos(A+/). 

Diese  Formeln  geben  l+X  X > Mao 
auch  A. 

Ara  Ende  A^  des  Ausgussbogens  ist: 
CA.»V.  = A,-f-/.  = <r  = 90-;J, 

also: 

acosd  asin^ 
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und: 

j[  wird  dann  wio  oben  gefunden. 

Dann  iet  il  gegeben,  und  man  hat: 

^=s+«-i</Mg(i+,r). 

Wenn  daa  Wasser  das  Segment  nicht  mehr  fallt,  so  ist  F<S,  also: 
F=ABD-CsADW, 

und  bei  graden  Schaufeln: 

*■-<!  . sin(i+/-d)sinif, 

* ’ 

wo  s die  Diagonale  AD,  der  Winkel  DAC  derselben  mit  dem  Halb- 
messer ist. 

Die  Dimensionen  der  Radarme  hängen  ron  der  Grosse  und  Wirkung 
des  Bades  ab. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Kraft  durch  ein  Zahnrad  weiter  gegeben  wird , so 
ist  auf  die  Art  KOcksicht  zu  nehmen,  wie  letzteres  angebracht  ist. 

MOgc  das  Zahnrad  zunächst  auf  d c r Wass  e r r ad  w e 1 1 e sitzen 
Sei  ti  die  Zahl  der  Arme  des  Wasserrades,  6 die  Breite,  A die  Dicke  eines  Arms 
parallel  zur  Radaxe  und  zum  Radumfang  gemessen,  so  ist  allgemein: 

Pl=bh'  -I, 

0 

wo  P die  Kraft,  / die  Länge  eines  Rftdarroes  in  Zollen  bedeutet;  es  ist  also  hier 
l* 

P mit  — , l mit  a zu  vertauschen.  T ist  fQr  hölzerne  Arme  gleich  1200  Pfoad, 
n 

für  eiserne  gleich  9000  Pfund  zu  nehmen  (siehe  den  Artikel:  Fesiigkcii),  also: 
— =9,549 - = W* 

fl  nu  6 

ist  bei  Uolz  gleich  bei  Gusseisen  und: 


Wird  a in  fassen,  L in  Fferdekräften  gegeben  (ÖIO  fusspfund),  so  kommt: 

*=  70.52,/^,- 4,11^^  r«». 


und  für  hölzerne  Arme : 


t _ t 

A = 0,438  V — = 7,42  - Zoll. 

y nu  ^ nu 


Bei  der  Ausführung  nimmt  man  mehr  als  das  Doppelte,  der  Sicherheit  wegen,  und 
setzt ; 


A = 0,9  l/— =15l/—  Zoll. 

y nu  f nu 


für  Gusseisen  ist  theoretisch : 

A = 0,342 


und  in  der  Anwendung: 


— = 5,80l/-  Zoll, 
Jl  nw 


I t 

A = 0,7  = 

nu  f nu 


Zoll 
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ra  nehmen.  — Hiena  eind  snch  die  FUle  zu  rechnen,  wo  die  Transmiteion  durdi 
Trommeln,  Cnrbeln  u.  a.  w.  erfolgt. 

Befinde  eich  jetzt  daa  Zahnrad  am  Umfange  dea  Waaaerradei. 
Setzen  wir  6 Arme  Torana  CB,  CD,  CE,  CB^  , . . (Fig.  170).  In  der  eraten 
Stellung  aind  CB  nnd  CB^  vcrtical,  die  andern  Arme  30*  gegen  den  Horizont 


Fig.  170. 


geneigt.  CB  wideralcht  durch  Druck-,  CB,  durch  Zugfeatigkeit,  CD  und  CE, 
durch  Druck-  und  Biegnngs-,  CD,  und  CE  durch  Zug-  nnd  Biegungafeatigkeit. 
Die  Biegungen  aber  aind  aebr  klein,  nnd  daher  auch  die  Biegungafeatigkeiten  zu 
remachlk«  eigen. 

Sei  G der  Theil  dea  Badgewicbtea , welchen  das  Armayatem  auf  die  Welle 
0 fibertragen  Zoll,  G,  derjenige  Theil,  welchen  jeder  der  verticalen,  G„  welchen 
jeder  der  geneigten  Arme  trlgt,  ao  zerfallt  G,  in  zwei  Componenten : 

H=C,  tg 60=  C,  V3 

horizontal,  nnd; 

N = 2G, 

in  der  Richtung  dea  Arme  //  und  — //  beben  sich  auf.  Das  Rad  sinkt  also  in 
Folge  der  Elasticitfit  der  Radarme  nur  senkrecht  um  die  Grösse : 

— 

derselben  entspricht  die  Verkfirzung  oder  Ausdehnung: 

DD,  = EK,  =«  cos60*  = i<r, 
nnd  ea  iat  alao  N die  Hälfte  von  6',,  also  : 

G,  = iN=iG,. 

Da  aber  2G ,■^-^G , = H ist,  so  ergibt  sich: 

® 1 = i - TI 

lat  F der  Querschnitt  des  Badarraes,  T der  Tragmodui,  so  kommt: 


nnd : 

_ g 

T ~ T ~ er 

Es  iat  hier  der  erste  Querschnitt  also  in  Anwendung  zu  bringen. 
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Bei  einer  unücrn  Armalellung  (fig.  171)  «ind  CA  und  f'/l,  ^orixoiilal,  nur 
die  Übrigen  Arme  also  dem  Druck  und  Zuge  ausgctctil,  und  twar  ist  dieser: 


Fig,  m. 


A=— i-  = C, 
cos  3* 


n 


also  kleiner  wie  oben. 

Wir  setaen  also  immer : 


P_A'  _ C 
T ~ 


_C 
2V3' 
_G_ 
3,464  r 


3r 


Bei  n Armen  kommt,  wie  leicht  zn  sehen: 


Nt 


Für  hölzerne  Arme  soll  sein  7^:2700,  und  für  schmiedeeiserne  7*  = 20000. 
Da  aber  die  Arme  lang  sind,  nimmt  man  hier  nur  dieser  Werthe,  also  be- 
züglich : 

r=270  und  r=2000. 


so  dass  man  hat: 

f''=r;^  = 0,0075  Qnadratzoll  nnd  = 0,001 — Quadrattoll. 

270«  n 2000n  it 


Was  die  Stärke  der  W as  ser  ra  d w el  I e anbetrilTt,  so  ist  das  Kraft- 
rooment  7*0  = 393 d*  (siche  den  Artikel:  Festigkeit)  für  eine  gusseiserne  cylin- 
drische  Welle,  also  die  Wellenst&rko : 


d = l 


: = 0,1365  yPa, 


oder  wenn  Pa  in  Fusspfundcn  gegeben  ist: 

d = 0,1326  VFii  Zoll. 

Ist  u die  Umdrehungszahl  in  der  Minute,  L die  Arbeit  in  Pferdekräiten , so 
kommt : 


Pa  = 


30  • 510  t 


n H 


d = 5,3 
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In  der  Praxis  aber  nimmt  man  bei  gnsseisernen  Wellen : 


d = 0,3&5  yPrt  = 6 l/'^^ull  =16  Conlimctcr, 


bei  sebmiedeeisernen: 


d=0,300  yi‘a 


Zoll  = 13 


fi 


Centimeter. 


Hölzerne  Wellen  werden  3 bis  4 mal  so  stark  als  gusseiserne  genommen. 

Ist  der  Querschnitt  quadratisch,  so  ist  die  Seite  s = 0.94d  zu  setzen. 

Für  hohle  cylitidriscbc  Wellen,  deren  äussere  und  innere  Weilen  beiOglich 
gleich  und  i/,  sind,  ist: 

H * * 

wo  >p  = -^  ist,  also  wenn  man  i//  = 06  macht: 

“i 

d,=l,06</,  rf,=0,70</. 

Ea  ist  hier  angenommen,  dass  das  Transmissionsrad  auf  der  Welle  des  Was- 
serrades sitze.  Ist  dasselbe  mit  einem  Armsystem  oder  Kadkranze  yerbunden,  so 
wird  nur  ein  Theil  des  Umdrehungsmomentes  durch  die  übrigen  Armsysleme  auf 

die  Welle  übertragen.  Man  mnss  bei  zwei  Armsystemen  P mit  bei  drei 

Armsyslemen  mit  j P vertauschen,  und  ebenso  h mit  ^L,  \L. 

Sitzt  das  Kad  auf  dem  inneren  zwischen  den  äusseren  befindlichen  Radkranz, 
so  ist  die  Torsion  der  Welle  fast  Null.  Die  St&rkc  der  Welle  hitngt  aber  auch 
von  dem  Gewichte  des  Wasserrades  ab.  Zn  dem  Ende  ist  der  Zapfendruck  zu 
ermitteln. 

Die  Axo  (Fig.  172)  der  Welle  AB  sei  in  H,  K,  L durch  die  Gewichte  C„ 


172. 


0,,  C,  belastet,  ihre  Dünge  =/,  <„  » die  Entfernungen  AH,  AK,  AL  vom 

Zapfen  A,  R der  Zahndrnck  in  A,  der  in  B.  Dann  ist: 
R,l=G,l,+GJ,+0,l„ 

d.  h.: 


R C|4“G»  + G»“Ä|  — 


a,  (1- /,)  4-  r, , {i^i,)+G,  {!-!,) 


Die  Biegnngsmomente  M,  nnd  4f»,  df,  für  H,  und  K,  L sind  bezüglich: 

M,  = Rl„  = M,  = Rl,-G,(l,-l,)-G^{l,-l^). 

Für  dieZwischenpunktc  gibt  Interpolation  die  Momente  ntU  ansreiohender  Genauigkeit. 


Digilized  by  Coogle 


Wasserrad, 


380 


Wasserrad, 


E«  kommt  aber  noch  dsi  Oewidit  <7,  der  Welle  eelbit  hinn.  Sei  I,  der 
Abttand  AS  dei  Schwerpnnktet , to  werden  in  B die  A nnd  R,  boaOglicb  rer- 
mehrt  nm : 


O. 


Gewöhnlich  nimmt  man  an,  die  Welle  lei  priamatiech,  nnd  aetat: 

I,  = ii,  z,  = z = *c,. 

Die  Stacke  AH,  AK,  AL  haben  dann  die  Gea’irhle: 


— C O — o 

l “ai  I "n  ^ “o 


nnd  ihre  Momente  aind  in  Being  auf  H,  K,  L: 


ir 

I "a 


die  Bicgungamomente : 


/ • 


l 


Diese  Grössen  au  den  obigen  Momenten,  die  G„  C,  , , . entsprechen,  addirt, 
geben  die  Biegungsmomente,  wodurch  sich  die  WellenstSrke  in  H,  K,  L . . . 
bestimmt. 

Soll  die  Welle  gleich  stark  sein,  so  ist  das  grösste  Moment  an  nehmen. 

Sei  dasselbe  gleich  M , d wieder  der  Durchmesser , so  hat  man  (siehe  den 
Artikel:  Festigkeit): 

s 

#=^r,  also:  <1=2,17 Zollpf und, 

od6r  weon  M stau  in  Zollpfond  in  Fnispfand  gegeben  itt : 

• 

Setzt  man  Ittr  Gusseisen  7=10000,  to  kommt: 

d = 0,230  yw  Zoll,  oder:  d = 0,300  V»  ZoH- 


Fig.  173 


B 

J 

1 

r-_  ,1^ 

Lj 

1 

l|  .7 

/! 

Der  letzte  Werth  ist  der  der  Sicherheit 
wegen  vergrötaerte.  Für  Schmiedeeisen 
nimmt  man: 

</=0,26  yjf. 

für  Holz  wird  d 2^  bis  3 mal  to  gross 
alt  fOr  Gusseisen. 

Bei  quadratischem  Querschnitt  nimmt 
man  die  Seite: 

s =0,838:1. 

Sind  d,  nnd  d,  die  Dnrehmetser  einer 
hohlen  Welle,  to  itt  d wieder  an  ver- 

tauschen  mit  <«,  = j , wo  'P  — -r 

Vd-K-*) 

ist. 


Bei  einer  gerippten  Welle  sei  d,  = AA  der  Durehmesser  des  cyliodrischen 
Kerns  (Fig.  173),  h,  = BB  die  Höhe,  Dü  = t,  die  Dicke  der  Rippe,  man  hat 
dann  das  Tragmoment: 


+ 12 *7’ 
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oder  wenn  k,sftJ,,  >,  = yd,  geietst  wird; 

» = [^+ 1 [(.-  * - 1)  >-+C«  - 1)  -•]] 

Für  eine  cylindriecfae  Welle  von  Durchmeeser  d ist  M=-^-T.  Also  wenn  man 
beide  Werthe  identificirt: 


r ist  gewöhnlich  klein  gegen  und  dann: 

d <‘Yk  _ 

I 37 

Ai  * f 

Beizt  man  u = ^ = 3.  r=j-=:l.  ao  ist: 

“i  “i 

d,=0576d,  *,=l,726d,  s,=0,142d. 

In  jedem  Falle  haben  wir  ISr  d zwei  Werthe,  den  einen  von  Pa,  den  andern  von 
M abhingig.  Es  findet  also  die  Theorie  der  zusammengesetzten  Fettigkeit  An- 
wendung, wonach  zu  nehmen  ist: 

d>  = 0,366*  P'  «>+0,300’  M d>, 

, Ä 

also  wenn  man  •=-  sm  letzt : 

Pa 

d=  y0,302»  + yt0,0911ii’-|-l)  0,365  \Ta, 
also  wenn  gesetzt  wird ; 

V-  = y 0,302 » + y (0,0911  «•  + 1), 

d = 0,366^V?5=6y^  Zoll. 

Ist  eins  der  Momente  Pa  oder  H sehr  gross  gegen  das  andere,  so  reichen  die 
Formeln: 

d = 0,365  V'f«,  d=0,3V*' 

an  sich  ans. 

Die  Zaplenstarke  bestimmt  sich  ans  der  Formel; 

• d=0,3|'M. 

Hat  der  Zapfen  seine  ungBnstigste  I>age,  d.  h.  ruht  er  mit  seinem  Ende  auf  dem 
Lager,  ist  I,  die  Llnge,  d^  die  Starke  des  Zapfens,  R der  Zapfendrnck,  so  ist: 

<l,=0,3  \rG. 

I,  aber  steht  in  einem  bestimmten  VerhiUiniste  1,  zu  d,,  also: 

d,’  = 0,3*Äi^^. 

l ist  gewöhnlich  1 bis  1,25,  also : 

<f,  =0,0475  KE  bis  0,0531  Zoll. 

Die  Zap f en re i bn ng  vermindert  die  mechanische  Leistung.  Ist  das  Qe> 
widit  des  Bades  gleich  G,  so  ist  F=<f.  G diese  Beibung. 
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Sei  r der  Hsibmesser  dei  Zapfens,  u die  ümdrehnngszahl  in  der  Minale, 

also  die  Umfangsgesrliwindigkeit  r ~ ■’* , so  ist  die  Arbeit  der  Zapfenreibang; 

oO 

X,,  = Fe  = 0,1047  ifuGr. 

Der  ReibungscoefRcient  if  ist  bei  genau  abgedrehtem  Zupfen  and  den  besten 
Schmiermitteln  gleich  0,075  zu  nehmen.  Bei  sehr  gnter  Abwartnng  ist  sogar 
y = 0,054,  bei  schlechterer  Schmiere  aber  r/  bis  0.110 

Da  das  Gewicht  des  Hades  von  der  Arbeit  L abhängl,  so  kann  man  nähe- 
mngsweise  dasselbe  dieser  proportional  nehmen.  Auch  von  der  Ffilinng  hingt 
es  ab,  und  man  nimmt  es  daher  auch  dem  FüIInngscoeflicicnten  i und  der  Om- 
drehungszahl  u umgekehrt  proportioual,  also: 

tu 

wo  R ein  Erfahrnngscoefdeient  ist. 

Nach  Redtcnbach  ist  für  ein  kleines  eisernes  Rad  mit  j FQllung,  Umdre- 
hungszahl 9,3  und  3175  Kilogramm  Gewicht: 

X.  = 6,3,  also  r = 1560. 

FQr  ein  hölzernes  Rad  mit  gusseisernen  Schaufeln,  wo  t = « = 5,  C = 20000 

nach  Weitsbach : 

t = 20,  r = 1250, 

im  Mittel  also: 

C = 3000—  Pfund  =1400  — Kilogramm. 

f«  SH 


Die  mittlere  Zahnreibung  war: 
Man  kann  daher  setzen 
nnd : 
d.  b.: 
oder: 


2r  = 0,00283  VC  Fust. 

Cr  = 0,0142  VG’i 
I,  =0,1047 «».0,00142  VC», 
I.,  =0,00015«  7 VC’, 


X. j = 24,6 7 l/—  Fusspfund  =0,04827  1 ^ Pferdekräfte, 
J t‘u  I s’m 

das  Verhältniss  zur  übrigen  Radleistnng  also ; 

Dio  Totalleistong  ist  nan: 

, /<?.  cos  nr.  — r , , _ , \ 7^ -rt 

l--\ — — r, + *,  + {*, j Ce 


Man  kann  setzen: 


wenn  das  Wasser  nahe  tangential  und  mit  Geschwindigkeit  r,=2c,  cintritt,  nnd 
man  r,=e  setzt. 

Selzen  wir  die  eben  gefundenen  Zahlen  ein,  so  kommt; 

X = ^y+/,,  -f-  f*,)  0y-24  6 '/  Fnsspfund. 
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Zor  ErzeoRnng  der  GcschwimligVcit  c = 2ii  dient  das  Geflllc  0,000772«’«’, 
welches  vom  Gesaniintgcfallo  h sbgeht. 

Setzen  wir  noch  : 


2, 

WO  V etwa  gleich  J oder  jedenfalls  ein  echter  Bruch  ist,  und  nimmt  annihe> 
rongsweisc  : 

r*  i'®  r*  1 /fl « oV 

IO  kommt: 

Die  Arbeit  der  Reibung  ist  nnnnhernd  : 

L , = r A Q y Fusspfund, 

also; 

L=\h-  i ('!■'"  V -24,G  7 Ire,., 

L s V 30  / ' \ 510’s’uJ 


in  Pferdekräften,  und: 


:=|^A-o,i 


,0003860«’«’ -0,01736  7 


/(4)'V1 


'»Qy, 


in  Fnsspfand. 

Ffir  das  Maximam  dieses  Ansdrackes  findet  man: 


oder  für  prenssisches  Maass: 

Setzt  man  a = ^ A,  so  erhUt  man ; 


u = i58 


\ t’A’ 


und  die  Maximalleistnng  wird : 


L = A-0, 01337 1/ (t  (?«)>  7 • (A)‘  t>  Qy. 

Der  Wirkungsgrad  ergabt  sich,  da  die  disponible  Leistung  Qhy  ist: 


■nd  im  Mnximum: 

I 0.01337  l/(r  Q«)’7  ‘ (A)‘l 

Im  Allgemeinen  kann  man  0,74  bis  0,80  als  Wirkungsgrad  nnnchmen. 

Versnehe  hierüber  sind  von  Smeaton,  Nordwall,  Morin,  D’Anbaisson  and 
Weissbacb  gemacht. 
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3)  C oD 1 1 ro c t i 0 n rQckeuhl&ch- 
ti  ge  r Räder. 

Die  rückachlächtigcn  R&dcr  unterschei- 
den sich  von  den  oberscblächtigcn  nur 
dadurch , dass  die  Eintrittsstelle  sich 
weiter  vom  Scheitel  entfernt  flndet.  Das 
Anfschlaggerinnn  liegt  deshalb  neben 
oder  nnter  dem  Radschciiel , nicht  über 
demselben,  anch  ist  die  Umdrehung  dem 
Gefälle  entgegengesetzt.  Man  wendet 
sie  bei  sehr  veränderlichem  Wasserspie- 
gel an,  weil  hier  das  Rad  in  der  Rich- 
tung des  abfliessenden  Wassers  umgeht, 
und  Aberdies  die  Ausmiindung  stellbar 
gemacht  werden  kann.  Die  Schützen 
für  diese  Räder  werden  gewChnlich  Cou- 
lissenschütien  genannt. 

Entweder  (Fig.  174)  ist  das  Schute- 
brett AB  mit  dem  Radnmfange  concen- 
trisch  gekrümmt,  damit  die  Mündung  A 


bei  allen  Stellungen , die  durch  eine 
Zahnstange  und  ein  Getriebe  an  regn- 
liren  sind , in  die  Zellen  leite , oder 
(Fig.  175)  das  Wasser  flieset  über  dem 
Kopfe  A des  Schutzbrettes  ab.  Dann 
muss  ein  festes  Leitschanfelsfstem  EF 
zwischen  Rad  nnd  Schutsbrett  ange- 
bracht werden,  über  welchem  letsteres 
gleiten  kann.  Die  Leitschanfeln  aber 
erhalten  eine  derartige  Stellung,  dass 
kein  Stoss  beim  Einfliessen  erfolgt. 

Sei  Aie  (Fig.  176)  die  Richtnng  des 
üusKcren  Schaufelendes,  Ab  die  Geschwin- 
digkeit desselben . so  erhält  man  wie 
beim  oberschläebtigen  Rade  die  Richtnng 
Ac  des  einlrctendcn  Wassers  (man  macht 
vr  = .du',  Ac  = r).  Sei  AH  = k die  Tiefe 
von  A unter  dem  Wasserspiegel,  so  kann 
man  setzen  wenigstens: 

c = 0,82  V(2jA). 


Fig.  176. 
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ind  sogar : 

c = 0,a  V(2,A). 

wenn  die  Lcilschaufcicanälc  nach  innen 
sbgernndst  sind.  Bei  graden  Lcitschsn- 
feln  sind  sie  in  die  Richlung  r;d.S  su 
bringen,  bei  gekrümmten  ISsst  man  Ca- 
nal AE  das  Scbanrelendc  AS  in  A 
berühren,  d.  b.  nimmt  AO  senkrecht  auf 
dS,  nnd  beschreibt  aus  O Kreisbogen 
AE.  Diese  Construeiion  ist  für  jede 
Leitschaufel  aber  besonders  au  machen, 
da  die  Geschwindigkeit  c sieh  ändert. 
Gewöhnlich  ist  c = 9 bis  lU  Fass,  nnd 
die  Badgesebwindigkeit  bis  } c.  — 
Da  die  Luft  aber  nicht  so  leicht  ent- 
weicht, als  bei  oberschläebtigen  U&dern, 


muss  man  die  Schütxen  weniger  breit 
als  das  Uad  machen,  oder  letatcres  ren- 
tilircn.  — Der  Wirkungsgrad  dieser  Rü- 
der kommt  dem  der  oberschläebtigen  we- 
nigstens gleich,  oft  ist  er  grosser. 

Bei  vcntilirten  Rädern  kann  man  die 
Scbaufelxahl  vermehren , wodurch  der 
Füllungscoeflicient  } bis  ^ werden  kann. 
Bei  der  gewöhnlichen  Construction  (FSg. 
177)  ist  der  Fassungsraum  der  Zelle 
AB  DE  annähernd: 

ABDH=AEDT-ABE-AEH 

i//a, 

wo  den  Sehanfelwinkel  ACB , 1 den 
Ausgusswinkel  CA  II  = ACM  vorstellt. 
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BE  = ^ ist.  Der  QueraehaiU  der  Zelle 
iit: 

E D D,E^■=l|a^ä, 

wo  q der  Theilwinkel  ECE^ 

itt.  Der  FOIIungsroefBcient  iit  dann: 

* — j » 

V “i 

also: 

tgi.  = (i<fi-tq) 

Die  grOsato  Ranmnntanng  findet  atatt, 
wenn  der  auni  Ansgusa  gelangcnile  Waa- 
acrapirgcl  AH  die  folgende  Srhaufel  in 
B^  berührt,  dann  iat: 

BD=BE,  Ä,D,=  B,K„  B,H=B,A, 
D^H  = D,  F, 

also : 

idtgl  = (ip-q)a„ 

nnd  indem  man  die  Werthe  von  il  iden- 
tificirt: 

V- 

’-V-(l-a)’ 

nnd  für: 


Dann  bildet  der  Querschnitt  des  den 
Ansflnas  beginnenden  WasaerkCrpera 
ABD  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die 
Sehanfelbreiten  sind. 


Der  Schanfel Winkel  ACB  = tl>  bestimmt 
lieh  and  dem  Eiatriitswinkel  BAE=fl: 


coa(^-i/.)  = ° *^°*J*. 

“-2- 

Die  Scbanfeliahl  ergibt  sieb : 

_2n  _ 360* 

Ist  aber  der  Füllnngscoeflicient  kleiner 
als  BO  füllt  das  den  Ansflnss  begin- 

Fig.  178. 


nendc  Wasser  nicht  das  Dreieck  ABD 
aus.  Dann  ist  (Fig.  178) : 


/\ABH=ANH-AXB  = iA\(\H-NB). 

Es  ist  aber: 

AN=at\tiifi,  NB  = as\aifitg(ß—\f)),  fV/f  = asin^cot(I+^), 

also: 

ABH  = \a'  sin  [cot(l.+^ti)— tg 
nnd  der  FUlnngscoefficient: 

_ ABH  o*sinv.*[cot(i+v<)— tg(^— V')] 
*~AEE,A,~*  daq 

also : 

coi(i+^)=  tg(ß-v,)+^^. 


Soll  der  Wasserspiegel  von  der  folgenden  Schaufel  berührt  werden , 
nihemd : 


tgi  = ((i.-7)  -j. 


so  ist  an- 


Ans  beiden  Qleichungen  ergibt  sich: 

d—ia>p(ip  —q) 
di/,+  3a(tf,-q)' 
oder  wenn  man  mit  tg  ^ identideirt: 


cot(H-tt-)t 
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cot  (i+i/,)  = tg 


fl  I/»*  /d — 2fl  (0  — 7)0  \ 

''=377 


di«  Schanrelzahl  ist  dann  wie  oben. 

4)  Constrnction  mittels chläch- 
tiger  Räder. 

Die  mittelschiSchtigen  Räder  sind  ent- 
weder gemeine,  d.  h.  Zelienräder , oder 
Kropfräder,  d.  b.  mit  einem  Mantel  oder 
Kropfe  nmgebene  Schanfelräder.  Das 
aeitige  Aastreten  des  Wassers  macht, 
dass  der  grösste  Arbeitsverlnst  in  der 
unteren  Radbälfte  statifindet,  nnd  somit 
ist  ihr  Wirkungsgrad  geringer,  als  der 
der  bis  jetst  behandelten  Räder. 

Man  hält  daher  das  Wasser  so  lange 
als  möglich  im  Rade  enrflck,  macht  da- 
her die  Räder  stark , und  führt  auch 
wohl  das  Wasser  Ton  innen  ein  (Fig. 
179).  Besser  aber  ist  es,  Kropfräder  xu 

Fig.  179. 


auch  SpannschOtsen,  selten  findet ‘freier 
Zufluss  statt. 

Bei  den  Ueberfallschütxen  fliesst  das 
Wasser  Ober  den  Kopf  des  Schotsbrettes. 
Die  Richtung  wird  durch  den  abgerun- 
deten SchDtxenkopf  bestimmt. 

Sind  Leitschanfeln  vorhanden, 
so  sind  auch  diese  abxumnden,  und  xwar 
nach  derjenigen  Farabelform,  welehe  von 
dem  tiefsten  Wassereiemente  beim  freien 
Fall  beschrieben  wurde,  denn  bei  gros- 
serer Krümmung  würde  der  Strahl  nicht 
folgen,  bei  geringerer  xn  gross  sein.  Die 
Aussflussmenge  ist  (siebe  den  Artikel: 
Hydrodynamik): 

K(2j*.). 

wo  der  Ansflusscoefficient,  e,  die 
Mündungsweite,  k,  die  DmckhOhe  ist. 
Man  erhält  hieraus : 


nehmen,  wo  dann  die  Schaufeln  ans 
einem  Stücke  bestehen  und  oft  radial 
geteilt  sind,  jedoch  wird  besser  der  ins 
Unterwasser  tauchende  Theil  der  Schan- 
fel  so  gestellt,  dass  er  beim  Austritt 
vertikal  gerichtet  ist.  Der  Kropf  darf 
nnr  ^ bis  1 Zoll  vom  Radumfange  ent- 
fernt sein,  damit  nicht  xn  viel  Wasser 
entweicht.  Die  Schaufclxahl  muss  gross 
sein,  damit  das  Stossgcfälle  kleiner  wird, 
nnd  das  Dmckgefällo  xunimmt.  Oft 
srird  die  äussere  Entfernung  xweier  Schsn- 
feln  gleich  der  Kranxbreite  genommen. 
VentilatioD  ist  hier  nothwendig,  also  am 
Badboden  sind  Spalten  anxnbringen. 

Mittelschlächtiger  Räder  bedient  man 
sich  bei  einem  Aufschiagsquantum  von 
6 bis  80  Cubikfuss  in  der  Seennde  nnd 
einem  OefUle  von  5 bis  15  Fass. 

Die  SdiBtien  sind  hier  Ueberfall- 
scbtitxeD,  .oder  Conlissenscbanfei*  oder 


4,  = 0,3302 


Durch  das  Verhältniss  t = - 


ist  auch 


die  Eintrittsgeschwindigkeit  c bestimmt. 
Also  dos  nOthige  Gefälle  HM=k,  ist: 

* oder 

’“2j  “ 2,  ’ 2j 


Der  letxto  Ansdrnck  wird  wieder  der 
Sicherheit  wegen  genommen.  Gewöhn- 
lich ist  4 = 2. 


Die  Hohe  AM  = z der  KrOpfong  er- 
gibt sich: 

x = 4,— 4,. 

Sei  HD  = k das  TotalgeläUe,  so  ist  das 
Druckgerälle: 


MD  = EF=k,  = k-k„ 

nnd  wenn  TBM—v  die  Neigung  des 
Leitschanfelendes  gegen  den  Horixont 
ist,  naeh  der  Theorie  des  Wurfes  der 
KOrper : 


c*  sin  y* 


Die  Länge  MB=y  der  KrOpfnng  ist 
dann: 


p = 4,  sin2K. 


Soll  das  Wasser  tangential  einfliessen 
so  ergibt  sich  der  Radhalbmesser; 


ü 


4-4, 

1“““““  > 
— coir 


2b* 
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Fig.  180. 


und  der  CetUnwiokel  i?CF=  5 des  was 
serbaltenden  Bogens : 


cos  ^ = 1 — 


h-h, 


den;  das  Ende  A des  Gehnnbodens  ist 
dann  parabolisch  su  formen.  Die  Höhe 
BE^DF^k^  ergibt  sich  wieder: 

A j s A— A|| 


Ist  aber  y nicht  gleich  so  ist  die 
Abweichung  des  Strahls  beim  Eintritte 
von  der  Schaufel 

Bei  Spannschötzen  ist  das  Schulz- 
breit /!/>  (Fig.  180)  dem  Hade  sehr  nahe 
EU  rUcken,  und  dick  und  gut  abzurun- 


wo  RF^h  das  Totalgefille,  A|  die  Ge- 
schwiudigkeitshöbe  ist,  wo  sich  wie 
oben  ergibt;  ebenso  der  Centriwinkcl 
BCF^».  Auch  die  Formeln  f&r  x und 
y bleiben  unverkndert.  Die  SchaUöff- 
nnng  braucht  nicht  gerade  in  den  Schei- 


Fig.  181. 
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tel  A derPsnbcl,  sondern  knnn  in  je- 
den Punkt  derselben  fallen,  wenn  die 
Mdndungsaxe  die  Parabel  nur  berührt. 

Die  ConlissenscbUtze  (Fig.  181)  Aß 
ist  mit  Leitschaufeln  versehen  und  wird 
wieder  bei  veränderlichem  Wasserstande 
angewandt.  Die  Schatzbretter  A und 
ß künnen  beide  gestellt,  und  dadurch 
DmekhOhe  und  AutdutaOCTnung  regulirt 
werden.  Tangentiale  Einführang  da- 
gegen gelingt  nicht,  sondern  die  Ab- 
weichung von  der  Tangente  beträgt  20 
bis  30  Orad.  Wie  oben  ist  hier'  der 
Ansflnsscoefficient  ^ = 0,82  bis  0,9.  Für 
den  Mittelwerth  /t=0,86  wird  die  Drnck- 
hühe : 

*.=  1,384  g. 

aUgemeia ; 


also  die  Kropfhöhe  oder  die  des  wasser- 
haltenden Bogens : 


*,  = *-0,384 


*«e» 


Ist  der  Wasserstand  veränderlich,  so  er- 
folgt die  Anordnung  für  den  mittleren 
Wasserstand,  indem  das  Ende  M der 
mittleren  Leitschanfcl  um  die  letzte  Höhe 
*,  über  den  Fuss  F des  Rades  gelegt 
wird.  Die  andern  Leitschaufeln  (etwa 
in  3 Zoll  Abstand)  werden  in  gleichen 
Winkeln  zu  dem  Radumfang  gestellt,  in- 
dem sie  tangential  einem  dem  Radnm- 
fange  concenttischen  Kreis  h'L,  der  durch 
die  Richtung  der  ersten  Leitschanfel 
DK  bestimmt  wird,  gelegt  werden. 

Der  Mantel  oder  Kropf  ist  von 
Stein  oder  Holz.  Der  kleinste  Zwischen- 
raum I Zoll  zwischen  Kropf  nnd  Rad 
reicht  bei  hölzernen  Rädern  nicht  aus, 
weil  wegen  der  mit  der  Zeit  eintreten- 
den Deformation  des  Kropfes  selbst  ein 
Anstreifen  zu  befürchten  steht. 

Ist  der  Kropf  eng , so  müssen  durch 
Rechen,  welche  vor  der  Schätze  ange- 
bracht sind,  feste  Körper , welche  das 
Wasser  etwa  mit  sich  führt,  entfernt 
werden. 

Wenn  das  Wasser  langsamer  abfliesst, 
als  das  Rad  umläuft,  so  darf  der  Kropf 
nicht  in  die  Sehne  des  Abzugscanals 
anslanfen,  sondern  es  muss  ein  Absatz 
itattfinden. 

Was  die  Radconst  rn  c tion  anbe- 
trifft, so  nnterscheidet  man  Stab-  und 
8 tr an be räd e r.  Bei  den  ersteren  sind 
die  Schanfeln  zwischen  zwei  Kränzen 
befestigt,  bei  den  letzteren  sitzen  sie  auf 


kurzen  Armen,  welche  radial  ans  dem 
Radkranze  hervorragen.  Die  Stranbe- 
räder  haben  einen , auch  zwei  Kränze, 
schmäler  jedoch  als  die  der  Stabrader. 
Gewöhnlich  macht  man  die  Schaufeln 
von  Holz. 

Die  Leistung  der  Kropfräder  ist  im 
Allgemeinen  wie  die  der  oberschlächtigcn, 
nur  der  Wasserverlnst  ist  ein  anderer, 
da  hier  das  Wasser  zwischen  Rad  und 
Kropf  entweicht.  Dieser  Raum  heisst 
deshalb  schädlicher  Raum. 

Sei  wieder  c,  die  Eintrittsgeschwin- 
digkeit  des  Wassert,  r,  die  des  Rades 
im  Tbeilkreisc,  a,  der  Winkel  c,iee, 
zwischen  beiden  (^g.  182),  so  ist  wie- 
der die  Stosslcistnng: 

(c,  cosa,-c,)i> 

9 

Sei  K der  Nireaaabstand  zwi- 

schen dem  RiotriUspanktc  A^  ood  der 
Oberfläche  K des  Unterwassers,  so  ist 
die  Lcistnng  gleich  h^Qy^  die  Total- 
Wirkung  wie  beim  oberschlächtigcn: 

L = Fr=f 

wenn  man  den  Wasscrvcrlust  nicht  be- 
rücksichtigt. — Es  ist  nun  aber  zu 
ermitteln.  Wie  beim  oberschl&cbtigen 
Rade  zeigt  man,  dass: 


wo : 


c* 

^9 


UM=BD  = h,  + z 
ist. 

Dos  ganze  Gefltlle  ist  RF—ht  der 
Radhalbmcsscr  gleich  o,  also  die  Kropf- 
hohe DF=h^: 


Winkel  ACF=9  ergibt  sich  durch: 

cosi^rr  1 — —. 

a 


Winkel  tAc=a  ist  gegeben.  Durch  Sub- 
traction  von  9 erhält  inan: 


cAD  = y — 9^<it 


also  die  Schcitelcoordinatcn  der  vom 
frei  einfallenden  Wasserstrahl  gebildeten 
Parabel  OA: 


f)M=x= 


c*  sin  k* 


2j  ’ 

in2v 

Sei  MiV  = DK,  = t die  Höhe,  um  welche 


c*sin2v 

,WA  = !,  = — 2,— 
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d«a  Wuier  noch  sinkt,  ebe  e>  vollstän- 
dig xum  Stosse  gelangt.  Dann  ist  Tür 
die  Coordinaten  des  Punktes  W,  wo  der 
Sloss  beginnt: 

ON=x^  — x-f  I,,' 

JVW'=y,=yy'^, 

und  {Ar  den  Winkel  K,^ye,=y^  des 
Strahles  in  W gegen  den  Horizont : 


Für  den  Winkel  WCF  = 9^,  um  welche 
W vom  Radfnsse  abweirht: 


voraus  ist,  von  EG  nach  £,C,,  wobei 
sie  den  Weg  ££,  = s zniilcklegt,  so  ist 
der  Weg  des  einfallenden  Wassers; 

A\V  = t^  = AE-{-EE^-E^W 

= (l-s)*+a, 

aber : 

f,  1 c-f-c, 

s “ 2 r ’ 

also: 

2(1-04 


. _«sin.<l-|-y-y, 

Bin  «T . = — , 

rt, 

wo  o,  der  mittlere  Halbmesser  CW  ist. 
Der  Winkel  r,IVr,=it,  ergibt  sich: 

-K„ 

und  wie  oben : 


ri  = V'c’+2j*i  = V2j  (0,9 *,-)-s-l-z,). 

Geht  die  Schaufel  von  AB  nach  A^B, 
nnd  die  ihr  nächste , welche  um  AE  = 6 


Durch  diesen  Bogen  lässt  sich  die  Schau- 
fclstcllc  £,C,  verzeichnen,  wenn  man 
berQcksichtigt,  dass  bei  der  Beendigung 
des  Stosses  dieselbe  mit  der  Wasser- 
menge gefüllt  ist,  also  dar 

nu 

Querschnitt  dieser  Menge: 

^ V ^eoQ 

e nue 

beträgt.  Diese  Schaufelstelle  aber  muss 
der  Fallhöhe  jWA'xz,  entsprechen  Man 
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macht  alio  die  Beetimmnng  zuerst  mit 
eioem  abgesrh'atztcn , und  dann  mit 
einem  hiernach  angcnähcrlcn  Werthe 

von  S|. 

Von  dem  eben  gefundenen  Werthe 
von  L sind  Jetzt  dicArbeitsverluste 
abzuziehen,  welche  aus  dem  Entwei- 
chendeaWaasers  durch  den  s e h a d • 
liehen  Raum  im  Kropfe  entstehen 
Dieser  Verlust  ist  bei  der  Stosswirkung 
gering,  da  der  Wasserstrahl  nicht  un- 
mittelbar diesen  Spielraum  trifft.  Bei 
der  Druckwirkung  aber  findet  er  unaus- 
gesetzt statt.  Man  kann  annehmen,  dass 
das  Wasser  mit  den  veränderlichen 
DruckbShen  L,  f,,  = /,,  t,  = /,  . .. 
aus  den  Oeffnungen  K,  . . . ent- 
weicht. 

Sei  t wieder  die  Radweite,  der  kür- 
zeste Abstand  der  Radscbaufeln  vom 
Kropfe  gleich  a,  also  ae  die  Ansflnss- 
fiffnnng,  und  die  Ausflussgeschwindig- 
keiten: 

•’.  = V(2ffO.  r,  = n2jf,).  . ., 

die  Ansflnssmengen  in  Zeit  r : 

Oi  = /s<rery(2j7,),  e,  =/s<re  r V(2j /,) 
n.  s.  w.,  wo  ju  der  Ansflnsscocfficient  ist. 

Da  diese  Wassermengen  von  den  Hö- 
hen A,ff,  =1:,,  K,  K,  = k,  . . . her- 
absinken, um  welche  die  benachbarten 
Wasserspiegel  in  den  Zellen  von  einan- 
der abstehen,  so  sind  die  Arbeitsverloste : 

V(2j7.)*iy  - - •. 


also  der  Arbeitsvorlust  im  ganzen  Kropfe 
in  der  Secunde: 

L , =.«  o e y y(2g)  (k,  V/.-H*.  V/.-f . . .), 
y ist  die  Dichtigkeit  des  Wassers. 

Die  Summe  liVf, W,  + . . . 
kann  man  darum  als  constant  ansehen, 
da  in  sehr  kurzer  Zeit  eine  Scbanfel  an 
die  Stelle  der  andern  tritt.  Wenn  das 
Wasser  unter  Wasser  ausfliesst,  so  wer- 
den die  Grössen: 

f.  = t„  l,=k,... 


Da  die  Einfassungswändc  aber  1 bis  2 
Zoll  von  den  Radkränzen  abstehen , so 
flicsst  aach  Wasser  von  beiden  Seiten 
des  Rades  ab.  Längs  der  Schaufelbreite 
. . . (Fig.  183)  bilden  sich 
nämlich  AusflussÖlTnungen.  Dnrch  die 
oberen  Wandeinschnitte  E^O^^  . . . 

fliesst  das  Wasser  ganz  frei , durch  die 
unteren  zum  Theil  frei, 

zum  Theil  unter  Wasser.  Steht  das 
Wasser  über  der  ganzen  Schaufel  £^(7^, 
die^  nicht  in  das  Wasser  der  vorherge- 
henden Zelle  taucht,  ist  der  Spielraum 
an  den  Seiten  des  Rades,  d die  Schao- 
felbreite,  die  Tiefe  der  untern,  m| 
ihrer  obern  Kante,  G^  unter  dem  Was- 
serspiegel IF,  so  ist  das  Ausflussquan- 
tum zu  beiden  Seiten  des  Rades: 


Ifida 


y(2g/.»)-V(2gm.») 

7,-m, 


Nimmt  aber  das  Wasser  über  einer  Schan- 


Fig.  183. 
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fei  /CjCj  nnr  einen  Theil  derselben  ein, 
und  wird  nuf  der  vorderen  Seite  von 
dem  Wasser  der  voransgehenden  ZcUo 
bespült,  so  erfolgt  der  Ansfluss  durch 
einen  Tbeil  £,  P,  des  Spaltes  zu  bei- 
den Seiten  der  ersten  Schaufel  unter 
constanter  Drnckhühc  =/t,,  wäh- 
rend bei  dem  Ansflnss  ans  dem  übrigen 
Theile  die  Druckhßhe  von  bis  0 ab- 
nimmt. Die  Breite  des  unteren  Thcilcs 
der  Schaufel  ist  E^P^=p,  die  des  obe- 
ren = cs  flieset  dann  durch 

den  unteren  Thcil  der  Spalten  K,  C, 
das  Wasserquantum ; 

und  durch  den  oberen  Thcil : 

also  im  Ganzen : 

Nach  einer  oder  der  andern  dieser  For- 
meln mnss  bezüglich  die  Ausflussmenge 
ermittelt,  jedes  mit  dem  Niveauabstapde 
k|,  k,  . . . und  mit  y multiplicirt,  end- 
lich alle  Producte  addirt  werden , und 
man  erhält  dann  das  entsprechende  Ar- 
beitsqnantnm. 

Steht  die  Oberfläche  des  Untenvassers 
aber  mit  der  des  Wassers  in  der  tief- 
sten Zelle  nicht  auf  gleichem  Niveau,  so 
erfolgt  ein  neuer  Arbeitsvcrlust.  Hier 
fliesst  das  Wasser  aus  der  Zelle  BDD^ß^ 
(Fig.  184)  sogleich,  wenn  die  Schaufel 


Fig.  184. 


BD  die  Schwelle  FG  überschritten  hat, 
nimmt  also  zu  der  Iladgcschwindigkeit 
» noch  eine  andere  an,  welche  dem  Ni- 
veauabstandc  FK  = A,  entspricht.  Der- 
selbe hat  seinen  grössten  Werth,  wenn 
die  Schaufel  über  die  Schwelle  gegan- 
^n,  und  die  Oeffnung  bei  F entstanden 
ist ; er  ist  gleich  Null,  wenn  beide  Was- 
serspiegel in  ein  Niveau  kommen,  wo 
dann  der  Ausfluss  durch  B,F  beendet 
isu  A,  war  die  anfängliche  Tiefe  des 
" ‘sseri  in  der  nntersten  Zelle , sei  j A, 


als  mittlerer  Niveanstand  angenommen, 
also  die  Geschwindigkeit  des  abfliessen- 
den  Wassers  ir  ergibt  sich  : 

— = — -I-  AA 
2j  2y^  * •• 

f ^ 

Der  Verlust  an  Arbeit,  welcher  ^ ■ 

entspricht,  war  schon  berücksichtigt,  ns. 
tritt  also  hinzu : 


L,^iQh,y. 

Abfälle  bei  Kropfrädem  sind  somit,  wo 
cs  angcht,  zu  vermeiden. 

Es  tritt  aber  auch  hinzu  die  Bei- 
bung  im  Kropfge  rinne.  Sei  der 
Reibungscoefficient  {,  so  ist  Tür  Ge- 
schwindigkeiten von  4 bis  6 Fass  zn 
setzen : 


C = 0,00769, 


und  der  Gefällverlust : 

2y’ 

WO  / die  Länge  dos  Kropfes,  p der  Um> 
fang,  F der  Inhalt  des  Wasserprofils 
ist,  somit: 

P 2(e+  d)  , 2 

= — T — -f  annähernd  =-ti 
t de  d 

also: 


= 0,0002461  -T  r*, 

d 

und  der  Verlust  an  Arbeit: 


I,  = 0,0002461  ^ Qy. 

Der  Wid  erstand  der  Luft  ge- 
gen die  Schaufel be  w egn  ng  und 
auch  gegen  die  der  Radarme  kommt 
noch  in  Rechnung.  Es  ist  der  Wider- 
standcoefficient  ( = 1,25.  Ist  y die  Dich- 
tigkeit der  Luft,  F die  Fläche,  also 
y = 0,0859  Pfund,  so  hat  man  für  die- 
sen Widerstand: 

CF  ^ = 0.001718  Fc‘ 

= 0,000171811  der*. 


Da  F gleich  dem  Inhalte  nde  sämmt- 
lieber  Schanfcln  ist,  und  der  Arbeits- 
vcrlust: 

Lg=0,0017I8«rfec*. 


Diese  Verluste  betragen  jedoch  nur  we- 
nige Procent  der  Leistung. 

Sei  jetzt  rA|  die  HObc  des  wosser- 
haltenden  Bogens,  v eine  Erfabrnngs- 
zalil , Aj  die  Höhe  der  Eintrittsstelle 
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über  der  tiefsten  Stelle  des  Bades,  dann  ist  wieder  i^Qh,y  die  DrackwirknDg, 
<f  — G t>  die  Zapfenreibung. 

Jetzt  lasst  sich  die  Gesammtlei  s tung  angeben.  Sie  betragt: 

Das  Totalgcfaile  vom  Obcrwasserspiegel  bis  za  dem  des  Unterwassers  sei  wieder 
h,  also; 

*,=*-1,1^. 

2g 

Die  Eintrittsgeschwindigkeit  c,,  bei  welchem  die  Leistung  am  grössten  ist,  er- 
gibt sich: 


1,1  r ’ 


and  in  diesem  Falle: 


cosa,  und  1,1  e sind  beide  nahe  = /,  nabe  =t,.  Der  leichteren  Einf&bmng 
wegen  aber  macht  man: 

c,  cot  a,  =2e, , 

und  es  wird  die  wirkliche  Leistung: 


beinahe  wie  beim  oberscblachtigen  Rade, 
daher  anch  die  vortheilhafteste  ümdre- 
hungssahl  beinahe  wie  dort. 

Morin  mnltiplicirt  die  theoretische 
Leistung: 

mit  dem  Coeflkienten  den  er  durch 
Erfahrung  bestimmt.  Er  findet  för  Ba- 
der mit  Spannschatzen: 

{ = 0.77, 

und  für  solche  mit  Ueberfallscbützen : 
{=0,80. 

Jedoch  ist  die  Zapfenreibnng  noch  ab- 
zuziehen. 

Weistbach  gibt  den  Wirknngscoefii- 
cienten  gleich  0,65  bis  0,63  an. 

5)  Construction  unterschlach- 
tiger  Bader. 

Unters  chlachtigeBäder  bangen 
gewöhnlich  in  einem  Gerinne , welches 
mit  Boden  und  Seitenwänden  das  Rad 
möglichst  genau  umschliessen  muss. 
Man  nnterscheidet  Krop  f geri  nne , 
welche  längs  eines  kleinen  Bogens  das 
Bad  umfassen,  von  Schnurgerinnen, 
welche  et  nur  berühren.  Die  ersteren 
sind  offenbar  die  zweckmassigeren.  Um- 
fasst der  Kropf  wenigstens  3 bis  4 Schau- 


feln, so  ist  die  Rechnung  wie  bei  den 
mittelschläcbtigen  Bädern  zu  führen. 

Auch  hier  werden  meist  radiale  Schau- 
feln angewandt,  jedoch  neigt  man  sie 
zuweilen  etwas  nach  der  Schütze  nnten, 
damit  sie  kein  Wasser  wieder  empor- 
nebmen,  anch  können  dieselben  ans  zwei 
Theilen,  die  einen  Winkel  ron  100  bis 
120''  machen,  zusammengesetzt  werden. 
Man  kann  in  dem  Bogen  grosse  Oeff- 
nnngen  machen , ohne  dass  das  Wasser 
nach  innen  Oberfliesst,  daher  werden 
die  Zellen  so  gefüllt,  data  s = ^ bis  } 
beträgt 

Um  das  Ueberlanfen  nach  innen  zu 
verhindem  und  den  Fassnngsraum  zu 
vergrOssem , macht  man  die  Badtiefen 
von  1^  bis  1^  Fass.  Die  Einfabmng 
erfolgt  tangential,  und  nm  die  Schfitz- 
mündung  recht  nabe  zu  legen , wendet 
man  ein  geneigtes  Schntzbrett  an,  dessen 
untere  Kante  abgerundet  ist. 

Die  Leistung  nnterschlächtiger 
Kropfräder  ist  geringer  alt  die  der  mit- 
tcltchlächtigen , da  das  Druckgefälle  ge- 
ringer ist. 

Morin  findet  durch  Versuche  nur  den 
Wirkungsgrad  0,33  bis  0,41 ; näm- 
lich ; 

f’r  = { »+*1)  Qy, 

wo  { = 0,60  bis  0,74  beträgt. 
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Anf  ZapfenreibuDg  iithier  keine  Rück* 
siclu  genommen.  Bcr&cksii'htigt  man 
dieielbe,  eo  isti 

{ = 0,40  bi«  0,45,  wenn  *,  = ■}*, 

{ = 0,42  bi«  0,49,  wenn  A,  = ]A, 

{ = 0,47,  wenn  Aj  = JA, 

{ = 0,55,  wenn  A,  = jA, 


Noch  «chw&cherc  Leistungen  geben  die 
RAder  im  Schnurgerinnc,  bei  de- 
nen nur  die  Wirkung  durch  Stoa«  er- 
folgt. Man  wendet  «ie  daher  nur  bei 
Gefällen  bi«  4 Fns«  an;  «ie  haben  12 
bi«  24  Fu«s  Höhe,  24  bi«  48  meist  ra- 
diale oder  unten  wenig  schräg  nach  der 
Schütze  zu  gestellte  Schaufeln,  welche 
3 mal  «o  breit  sind,  als  der  ankommende 
Wasserstrahl  dick  ist,  denn  da«  Wasser 
nimmt  nach  vollbrachtem  Stosse  mit 
dem  Rad  eine  Geschwindigkeit  an,  die 
höchsten«  35  bi«  40  Prozent  «einer  an- 
fänglichen Geschwindigkeit  beträgt , so 
das«  der  fortfliessende  Strahl  2y  bi« 
3 mal  so  dick  ist,  als  der  ankommende. 
In  der  Regel  ist  die  Schaufclbrcite  12 
bi«  20  Zoll.  Da«  Schnnrgerinc  ist  ho- 
rizontal oder  geneigt,  der  Zwischenraum 
bis  zum  Rade  höchstens  1 bis  2 Zoll. 
Gnt  ist  es , wenn  dem  Gerinne  eine 
schwache  Krümmung  gegeben,  und  das 
Bad  so  eng  geschaufelt  ist,  dass  4 bis 
5 Scbanfeln  ins  Wasser  reichen.  Die 
Spannschütze  wird  schief  gelegt,  um 
Ausfluss-  und  Eintrittmündnng  möglichst 
nahe  zu  bringen,  und  die  Contraction  zu 
vermeiden.  Unter  dem  Bade  wird  oft 
ein  Abfall  sein,  weil  der  Rückstrom 
hier  sehr  stört;  auch  gibt  es  Vorrich- 
tungen (Panzerzenge)  zum  Heben  und 
Senken  des  Rades,  auch  wohl  des  Ge- 
rinnes. 

Man  hat  für  die  Leistung; 


Y< 


und  also  für  die  Umdrehungskroft : 


#»  = ^Q,,'=2,112(c-r)(f,. 

(I,  ist  das  zum  Stoss  gelangende  Was- 
serqnantum  Ks  kommt  darauf  an,  in 
welchem  Verhältniss  dies  zum  Aufschlags- 
quantum steht. 

Wasser  geht  unbenutzt  hier  durch  den 
schädlichen  Raum  zwischen  Rad  uml 
Gerinne,  und  ausserdem  kommen  gewisse, 
namentlich  tiefere  Wassertheile  gegen 
die  rorausgehende  Schaufel  gar  nicht 
zum  Stosse. 

D er  Was  ser  rerl  u s t im  schäd- 
lichen Raume  ergibt  sich  folgcnder- 


Fig.  185 


maassen.  Steht  die  Schaufel  AB  (A'ig. 
185)  im  tiefsten  Punkte,  so  ist  die  Höbe 
des  schSdlichen  Raumes  dem  kürzesten 
Abstande  AF=a  des  Bades  vom  Ge- 
rinne gleich.  — Stehen  dagegen  2 be- 
nachbarte Schaufeln  A^B^  und  A^B, 
gleich  viel  vom  tiefsten  Punkte  F ab, 
so  bat  der  schädliche  Raum  die  grösste 
Höhe  EF. 

Sei  CA  = n der  Radhalbroesser,  n die 
Schaufelzahl,  so  ist  die  halbe  Entfer- 
nung EA,  zweier  Schaufeln  gleich 
also  die  Bogenhöhe: 


EA  annähernd  = 


2’ 


die  grösste  Höhe  des  schädlichen  Bau- 
mes: 


EF=a+ 


und  der  mittlere  Werth  gleich: 


Hiermit  ist  die  Gerinnweite  e,  zu  mul- 
tiplicircn,  und  der  Querschnitt  des  schäd- 
lichen Raumes  ist: 


'.[-ö'il 

Sei  jetzt  ir  die  Gescliwindii'keitv  mit  wel- 
cher dn8  Wa»«cr  durch  denselben  ent- 
weicht Wenn  das  Unterwasser  in  glei- 
chem Niveau  mit  der  Oberfläche  des  an- 
kommcDilen  Straliles  sieht»  so  geht  das 
Wasser  ungehindert  mit  der  Geschwin- 
digkeit c himlurch,  und  die  Wassermenge 
ist : 


Steht  aber  das  Unterwasser  hoher,  eia 
Fall,  welcher  eintritt,  wenn  das  Ab* 
zugsgerinno  unter  oder  noch  hinter  dem 
Rade  keinen  Abfall  hat,  so  ist  die  Ge- 
schwindigkeit wegen  des  Gegendmcki 
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Tom  Unterwitsaer  her  geringer.  Sei 
AD=d^  (Kig.  186)  die  Sirahldiekc, 
AK  = d^  die  Höhe  des  abHicasenden 
Waaacra,  ao  iat: 


und  der  Nircauabatand ; 


alao  die  Qeaebwindigkeit  des  entweichen- 
den Waaaera : 

W=^c'-2s^d,, 
and  der  Waiaerverlnat: 

Beide  Anadrbeke  von  aind  aber  mit 
einem  Aoaduaacocfficienten  ft  = 0,7  zu 
mnitipliciren. 

Daa  Waeaer,  welches  tnr  Seite  ab- 
flieset,  hat  den  Querachnitt  d^a,  , also 
diese  Abfluasmenge  iat  im  ersten  Falle: 


(),  =2u  rf,  n,  c, 
und  im  zweiten; 

Daa  Wasserquantum , welches  zwischen 
den  Schaufl'ln  durchgeht,  aber  nicht  zum 
Stosse  gelangt,  gibt  Gerstner  auf  fol- 
gende Weise  durch  eine  Ann&hcrungs- 
formel. 

Sei  AE  = k (Fig.  187l  die  Entfernung 
zweier  Schaufeln,  und  die  Länge  l=AB 
= A,B^-A,B,  , . . der  Wasscrfllden, 
welche  zwischen  zwei  Schaufeln  Fiats 
finden,  ist  dann: 


Trifft  nnn  von  AB  daa  erste  Element  A 
die  Schaufel  AK  in  A,  so  trifft  das 
letzte  B sie  in  O,  und  man  hat: 


AO  BO 


d.  h.: 


Fig.  187. 
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alao : 


AO 


oBil : 

AO  = A^O^  = AtO,  . . . 

Daa  letat«  Element  £,  von  Faden  trifft  noch  die  Schaufel,  dagegen  B„ 

welcher  in  0,  treffen  wflrde,  kann  nicht  mehr  lum  Stoaae  gelangen,  da  die  Seban- 
fel  aiefa  ftber  AjB,  dann  schon  erhoben  hat,  dies  aber  geschieht  mit  allen  Punk- 
ten in  0,0,  wo  0 erst  die  Scbanfel  in  flf  trifft. 

Han  bat  nun: 


A,D  = —A,N, 

V 

ea  lat  also  die  Summe  aller  Fadentheile  awiseben  A B,  D A,  A,,  welche  eine 

Schaufel  stossen,  gleich  - — ^ pal  Schwennmme  awiachen  d,  O,  und  A^,  d.  h. 

daa  Kreissegment  und  wenn  man  dies  annähernd  gleich  }dOmal  d,G 

aetat,  so  ist  der  Querschnitt  der  aum  Stoaa  gelangenden  Waasermenge : 

d.  h.; 

d,B,0d.  = f|.d.C, 

alao  wenn  die  aum  Stoaa  gelangende  Waasermenge  iat: 

Q.  .4ß0,.4,-f-^,B,0.4.  I-FO+IIAG 
Q ~ ABB^A^  ■ I a,F  ’ 

d.  h.: 

d.C 

Q~  3/i.r 

Sei  noch  a=CA  der  Radhalb meaaer,  so  ist  annähernd: 


A,F= 


Af* 
2a  ’ 


A C-^ 


also: 

und: 


A^GAF'-A^G*A^F, 

A,G  = i-^,  AF=\n,k, 
c—  U 


wo  n,  die  Anaahl  der  ins  Wasser  getauchten  Schaufeln  ist,  also: 
^G 
A. 

also: 


i,F  ~ a,»  Vc-r/  ’ 

Dieser  Verlast  ist  desto  geringer,  je  grosser  n,  also  anch  ti  ist. 

Mit  Berücksichtigung  der  Zapfenreibnng  ergibt  sich  nun  die  Leistung: 

L = ^e(Q.-(»,)y-:L"G,, 


und  annähernd,  wenn  gesetat  wird : 


gs=«*C  = T-  Q, 

“t 


, C — c 
Lz: r 
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mit  die  Sohle  des  Abzugsgrabens  mit 
der  des  Schutsgeriones  xosammcn,  so 
fliesst  das  Wasser  mit  Geschwindigkeit 

» und  der  Tiefe  d,  fort,  dann 

» 

hat  man  noch  eine  Keaction  des  Was- 
sers anf  die  Radtchaufeln  , deren  Arbeit 
betragt: 

Qy. 

Um  die  der  grössten  Leialnng  ent- 
sprechende Geschwindigkeit  zn  ermitteln, 
Temacblassigen  wir  die  Zapfenreibnng. 
Durch  DifiTerenaiircn  ergibt  sich  dann: 


also  dann,  wenn  die  Anfangsgeschwin- 
digkeit etwas  kleiner  als  die  halbe  Was- 
sergeschwindigkeii  ist. 

Smeaton  bat  den  grössten  Wirkungs- 
grad experimentell  bestimmt,  er  findet 
denselben  gleich  0,165  bis  0.35  für  das 

Verhaltniss:  -^  = 0.34.  Bossut  gibt  den- 
selben etwas  grösser.  Im  Mittel  kann 
man  setzen: 

1=  l,288(c— c)eß  Fusspfund, 

jedoch  genügt  diese  Form  nur,  wenn 
der  Spielraum  Zoll  nicht  fibersteigt. 
Ist  dies  der  Fall,  so  ist  nach  Christian: 

L — 1,605  (c—e)  Fev, 


^i+^'s=AJc’Q  = 032{c«  Q. 

Bei  einem  Rade  erhielte  man  nur  jc’Q. 

6)  Constrnctiou  der  Schiffs- 
mfihlenrfider, 

ScbitfsmOblenrader  sind  Rüder  ohne 
jedes  Gerinne,  die  daher  nur  einen  Theil 
der  Finssbreiie  einnehmen.  Die  Zapfen 
ruhen  auf  Schiffen,  welche  durch  Seile 
oder  Anker  befestigt  sind.  Auch  findet 
sich  zuweilen  ein  Angewelle  auf  dem 
Schiffe,  wahrend  das  andere  am  Ufer 
mht.  Im  ersteren  Falle  muss  sich  die 
Arbeitsmaschine  ebenfalls  anf  dem  Schiffe, 
im  letzteren  anf  dem  Lande  befinden. 

Diese  Räder  sind  13  bis  15  Fuss 
hoch,  haben  wenigstens  6,  besser  aber 
12  und  mehr  Schaufeln,  oft  fehlen  die 
Krünze,  und  die  Schaufeln  befinden  siett 
an  den  Radarmen,  sind  lang  (6  bis  18 
Fass)  und  breit  1 bis  2 FnssV  Zweck- 
mässig ist  den  Schaufeln  10  bis  20° 
Neigung  unten  gegen  den  Strom  zu  ge- 
ben, und  nur  etwas  über  die  Hälfte  ins 
Wasser  tauchen  zu  lassen.  Um  das  Bie- 
gen der  Arme  zn  verhindern,  verbindet 
man  dieselben  mit  Staben. 

Die  Leistung  ist  kleiner  als  die  bei 
Rädern  in  Gerinnen,  denn  ein  Theil  des 
Wassers  weicht  zur  Seite  ans,  und  ein 
grosseres  Wasserquantum  gelangt  nicht 
zum  Stoss,  weil  wenige  ^banfeln  ein- 
getaucht  sind.  Die  Leistung  ist  wieder 
durch  die  Formel  gegeben: 


wo  F den  Inhalt  des  eingetauchten 
Fläcbenstfickes  der  Schaufeln  bezeichnet. 

Es  kommt  oft  vor,  dass  die  Was- 
serkraft anf  m eh rere  Bäder  V e r- 
t heilt  wird.  Seien  deren  zwei  gege- 
ben, die  in  einem  horizontalen  Schnur- 
gerinne  hängen.  Das  Wasser  kommt 
dann  an  das  zweite  Rad  mit  der  Ge- 
schwindigkeit r, , mit  der  das  erste  um- 
geht; ist  V,  die  des  zweiten  Rades,  e 
die  Eintrittsgesebwindigkeit,  Q das  Anf- 
scblagsqnanlnm  liir  beide  Räder,  { eine 
Erfahrungszabl , die  wir  gleich  1,288 
setzen,  so  sind  die  Leistungen: 

Q. 

L,  = ( (c-t,)e,  Q, 

und  wenn  beide  Bäder  gleich  viel  leisten, 
und  man  c,  = ^v,  setzt: 

und: 

e,  =|c,  e,=}c. 


9 

wo  F der  Inhalt  des  eingetanchten  Theils 
einer  Schanfelfläche  ist.  Der  Wasser- 
verlnsle  wegen  mnltiplicirt  man  t je- 
doch mit  einem  Coefficienten.  Ist  die 
Zahl  w,  der  eingetanchten  Schaufeln  w, 
niclit  sehr  klein , so  kann  man  wieder 
setzen : ^ 


wenn  aber  n,  sehr  klein  ist,  so  trifft 
schon  der  oberste  Wssserfaden  AB  (Fig. 
188)  möglicherweise  nicht  vollständig 
die  Schaufel  AK,  und  nur  AN  gelangt 
zum  Stosse;  dann  ist: 

Q,  _ AKN,FA, 

Q ~ ABB.FA,  ' 

A\K,FA,=~AOF, 


die  Qesammdeistong : 


also: 
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alao  die  LeistoDg; 


Pi  _ »"i'dO  _ 2«,  c— e 
li  ~ ~cÄD~  ~ ~S  * 


Die  grOiite  Leistnag  6ndet  dann  für  e = ^e  statt,  and  beträgt: 
Der  Wirknngsgrad  ist: 


,8  c*  8 c» 


16«, 

^ “ 81  ■ 

Für  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Schaurdn  dagegen  gilt  die  Formel  flkr 
im  Gerinne. 

Ist  der  Radhalbmcsser  n und  die  Tiefe  EF—e^  der  Eintansebnng 
»0  hat  man: 

2xan  = A0n„  und  A0  = 2 V(2ae,), 


Br 


Fig.  188. 


also: 


45 


Nach  Bossnis  Versnehen  ist  in  dem  Falle,  wo  wenig  Schaufeln  eintanchen : 


/.  = { 


(c-f)’ 


Fy 


an  setxen,  wo  ( = 1,37  bis  1,79  ist,  nnd 
L = (^^l!^Fy, 

9 

Das  vortheilhaftestc  Verhältniss  finden 

Bossnt  nnd  Foncelet  — = 0,4,  nnd  den 
c 

Wirknngsgrad : 

7 = 0,384. 

7)  Constrnction  der  Foncelet- 
räde  r. 

Fon  ce  le  tr  äd  e r heissen  nach  ihrem 
Erfinder  nnterschlächtige  Räder,  deren 
Schaufeln  derart  gekrümmt  sind,  dass 
der  Wasserstrahl  an  der  hohlen  Seite 


wenn  viele  Schaufeln  eintanchen : 

{ = 0,847  bis  0,706. 

derselben  hinstrOmt,  nnd  ohne  Stoss  dnreh 
Druck  wirkt.  Sie  sind  den  andern  un- 
terschlächtigon  Rädern  vorsnsiehen,  nnd 
werden  bei  Gefällen  unter  6 Fnss  an- 
gewandt. C ist  die  Axe  (Fig.  189),  AA’, 
A|Ä',  . . . Schaulcln,  BD  das  geneigte 
Schntzbrett,  TA  der  eintretende  Wass«- 
strahl , der  dann  an  den  Schaufeln  hin- 
auf- und  hinuntersteigt.  Das  Rad  hat 
nur  einen  engen  Spielraum  im  Gerinne, 
das  Schntzbrett  ist  an  der  unteren  Kante 
abgerundet , um  Contraction  su  vermei- 
den, die  Mündung  ist  dem  Rade  nahe. 
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Fiff,  ISf». 


and  am  den  Verlast  an  Wasserrcibang 
aassngleichen,  gibt  man  dem  Vorgerinne 
wohl  bis  -ilj  Neigung.  In  der  Hegel 
wendet  man  einen  kreisförmigen  Kropf 
an,  welcher  sich  wenigstens  anf  2 Schau- 
feUtclInngon  erstreckt,  bringt  hinter  dem- 
selben einen  Abfall  ron  | Fass  an,  and 
erweitert  auch  wohl  den  Abzugsgraben, 
damit  das  Kad  nicht  im  Wasser  wate. 
Die  H&der  haben  10  bis  20  Fass  Hohe, 
32  bis  48  Schaufeln  von  Blech  oder 
Holz.  Die  SchutzOffoung  ist  ^ bis  1 
Fnza  hoch. 

Sei  wieder  c=  AC  die  Eintrittsgeschwin- 
digkeit, t = AV  die  Umfangsgeschwindig- 
^t  des  Bades , dann  gibt  Diagonale 
Ac,=:c,  des  Parallelogramms  Aecc, 
die  relatire  Geschwindigkeit  des  Wassers 
in  Bezug  znm  Bade.  Schliesstnun  Schaa- 
fel  AK  sich  tangential  an  Ac,,  so  ist 
kein  Stoss  rorhanden. 

Sei  Winkel  cA  u,  nm  welchen  die  Bich- 


tung  des  ankommeniicn  Wassers  vom 
Badumfungo  abweicht,  =a,  so  ist; 

c,s  =c*-fr’— 2ctcos  o. 


und  Winkel  rAcf^zß,  um  den  die  Bich- 
tung  der  relativen  Geschwindigkeit  von 
dem  Badamfangc  abwcicht,  ergibt  sich: 


sin 


c sin  ff 


Aber  nicht  bloss  in  der  Mitte  A,  son- 
dern in  der  ganzen  Hohe,  also  auch  in 
D nnd  E soll  der  Strahl  mit  Winkel  a 
in  das  Bad  treten , d.  b.  es  moss  in 
einem  Kreisevolventenbogen  angeführt 
werden  GA,  dessen  Gmndkrcis  dem 
Bade  concentrisch  ist,  und  dessen  Er- 
zeugangslinie  AH  im  Anfänge  anf  der 
Bewegungsrichtang  A A,  des  Strahls 
beim  Eintritte  senkrecht  steht.  Denn 
wenn  man  in  dem  der  StrahlbOhe  glei- 
chen Abstande  Aequidistanten  za  diesem 
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EvoWentenbogcn  bildet,  so  schneiden  diese  den  Radamfeng  in  D and  £ nnlet 
demselben  Winkel,  wie  die  erstere  in  A. 

Die  der  Axe  des  eintrrtenden  Strahls  entsprechende  Rrolirente  wird  con-| 
stmirt,  wenn  man  anf  dem  Gmndkreise  die  StUcke  Hl\  PQ  . . . abschneidet,  durrb^ 
P and  Q . . . Tangenten  xicht,  und  diese  bezQglich  um  IIP,  IIQ  , , , gegen  die 
erste  All  wachsen  lasst.  Das  Wasser  steigt  mit  ahnehmender  relativer  Geschwin- 
digkeit so  lange,  bis  diese  Geschwindigkeit  Null  wird , fallt  dann  so,  dass  es  mit 
der  Anfangsgeschwindigkeit  e^  wieder  unten  in  A^  ankommt.  Wird  nun  diese 
Geschwindigkeit  A ,f,  =c,  mit  der  Umfangsgeschwindigkeit  v vereint,  so  erbalUD 
wir  A,ie  = in,  und: 

» = y(r,*  - e*  — 2c, » cos/!). 

Die  mechanische  Arbeit,  welche  das  abfliessende  Wasser  behalt,  ist  also: 


die  Radleistung  ist  also: 

, c*— IC»  „ c.ncosd 

Diese  Leistung  ist  am  grössten  ffir 
c = } c cos  n,  nämlich : 

, c»  cos  n’  _ 

^ = —2— 

Ist  0 = 0,  so  ist  der  Verlust  sogar  Noll. 
Dies  ist  jedoch  unmöglich , jedoch  ist  o 
nur  klein,  d,  h.  nicht  Uber  20»  zu 
nehmen. 

Wird  die  Centrifngalkraft  nicht  be- 
rücksichtigt, so  steigt  das  Wasser  zur 

Hohe  Diese  Centrifogalkraft  ist 

fast  der  Schwerkraft  parallel,  und  ihre 
Grosse: 

Wenn  o,  der  Halbmesser,  r,  die  mitt- 
lere Geschwindigkeit  des  mittleren  Rad- 
kranzes vorstellt,  dann  ist: 


- 2e(ccoso— »)_ 

- Qr= Qy- 

einer  mittleren  Geschwindigkeit” 
steigen  als  die  unteren,  also  : 

<i=  (f, -f  * , -i-a  (1 — cos  i). 

Die  Radweite  beträgt: 

Der  Fassnngsraom  dev,  soll  2 bii 
2^  mal  BO  gross  sein,  alt  das  Aufjtchlogs- 
qnantum,  also: 

a-  — 

Wegen  — = — hat  man  noch : 

V a 

also : 


also  die  Steighöhe: 


Damit  das  Wasser  aber  nicht  oben  über- 
schligt,  mnss  die  Kranzbreite  FN=zd 
eine  gewisse  Grösse  haben,  und  zwar: 

d=Ly  + FL  = h,+CF-CL, 

d.  h.: 

d = *,  + a (1  — cosl), 

wo  1 den  Winkel  ABF  vorstellt,  um 
welchen  der  Eintrittspunkt  A vom  tief- 
sten F abstcht.  Indess  ist  noch  die 
Strahldicke  d,  zuzozählen,  weil  um  diese 
die  oberen  Wasserfäden  bei  Annahme 


oder  wenn  « = -^cos  n gesetzt  wird: 
d.  = Jdcoso(l-^) 
bis  i d cos  o 


Nach  Morin  ist  <f  = ^ his  zu  setzen. 

O £ 

Noch  ist  die  Eintrittsstelle  A 
und  die  A us  tri  t ts s t eil e A,  zu  be- 
stimmen. Man  nimmt  diese  Punkte 
gleich  weit  vom  tiefsten  F.  Die  Bogen- 
länge AA,  hängt  von  der  Zeit  I ab, 
welche  das  Wasser  in  den  Schaufeln 
bleibt ; es  ist  nämlich  : 

AA,  =21a  = el. 
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Fig.  190. 


c),_9y  f-8in( 

8 


^ Pamit  das  Wasser  bei  der  h&chiten 
Stalle  K in  den  Schaafcln  nicht  abor- 
scblage , muss  das  innere  Schaufclende 
K beim  tiefsten  Stande  FK  (Fig.  190) 
der  Schaufel  nicht  QbcrhSngen;  aber  es 
toll  die  Schaufel  auch  nicht  in  lang 
sein,  also  darf  das  Endo  K den  inne- 
ren Badnmfang  nicht  zu  spitz  schneiden, 
nnd  deshalb  soll  das  innere  Schaufelendc 
beim  mitifcren  Stande  vcrtical  sein. 

Wenn  die  Schaufel  eine  cylindrische 
Form  bat,  so  erhält  man  das  Centrum 
M des  kreisförmigen  Durchschnittes, 
wenn  man  MF  senkrecht  auf  Fc, , und 
OM  horizontal  zieht.  Der  Kriimmnngs- 
balbmesser  MF=  KM  = r ergibt  sieb: 
d 

~ cos  ß’ 

da  Winkel  MFO  = Ci  Fv=.ß  ist. 

Die  Zeit,  welche  das  Wasser  zum 
Binanfsteigen  nnd  Ilinabsteigcn  am  Bo- 
gen FK  braucht,  kann  als  Schwingungs- 
aeit  eines  Pendels  betrachtet  werden, 
wenn  die  Schwere  durch  die  Grösse 
^ * 

0-1 — — ersetzt  wird.  Es  ist: 

“i  _ 

> = i j/y  [»  + ^(»+»in7)]. 

wo  A die  Fallhöhe,  also  = r,  <f  der  Cen- 
triwinkel  MüL  ist,  welcher  dem  Kreise 
M/.S  mit  Durchmesser  r nnd  der  Bo- 
genbOhe : 

MN  = MFeoa  FMN  ^rcotß 

entspricht.  Man  hat  dann: 

C0B7  = — ^ = l-2cos^, 
a sin|7=ycos^. 


alio  wenn  man  g dnreh  g-^ — S-  ersetzt: 
sin  (f  1 / r 

und  die  Länge  des  wasscrhaltenden  Bo- 
gens A A^; 

6 = 2la  = 2t  I. 

Aus  diesen  Angaben  sind  Regeln  für  die 
Construction  der  Räder  aufzustcllcn. 

Gegeben  ist  das  Aufschlngriunntum  Q 
nnd  das  Gcßtllc  A,  also  c,  c,,  r,  n,  cT,  X 
a,  d,  e sind  zu  bestimmen. 

Annähernd  ist  : 

,_i._V(27A)  ._A  d 

*-2  - ~2“’  ''-T*  ‘'‘  = T- 

In  dem  Ausdruck  für  — kann  anni- 
, a 

nemd: 

c 

r,=r  = — , = r = d 

gesetzt  werden.  Es  kommt; 

0.883A 

Vä{2aTk)' 

und: 

woraus  sich  a ergibt: 

Führt  man,  wie  cs  am  zweckmässig- 
sten  ist,  den  Wasserstrahl  horizontal  ein, 
so  ist: 

a = ^ = 20®,  a = l,56Ä,  c = 0,98fxY(2gk), 

, 30c 

r = 4cc08«r,  «=: , 

na 

wo  c die  vortheilhafteste  Radgeschwin- 
digkeit, u die  Umdrehnngszahl  ist. 
Ferner: 

tg<f  = 2tg«r,  Cj  = -^, 
cos  o 

und  wenn  man  annähernd  setzt: 

o,  ' 2«/  a \ 8a/  a 

.1 


= 0,9' 


schärfer  bestimmt: 


\ — ‘^-1-0,08  a, 

a 

26 


j-l-0,9- 
a 
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*=d7-c- 

e ist  die  Radvreitc.  Für  den  Halbmesser 
r der  Schaufelkrümmnng  und  den  Hülfs- 
winkel  if'  kommt: 


sin  Vcos  J, 


endlich  : 


9 '/  + sin«/ 
16 


Ist  der  mittlere  Abstand  zweier  Schau- 
feln 1 Fass,  so  wird: 

n =2 

Poncelet  findet  experimental  das  ror- 

theilhaftestc  VerhSitniss  — = 0,50  bis 
c 

0,60,  den  Wirkungsgrad  ij  = 0,5  für  2 
bis  2,3  Meter  Gefalle,  für  1,5  bis  2,0 
dagegen  i)=0,55,  und  für  kleinere  ^=0,6. 
Die  Nutzleistungen  sind  in  diesen  drei 
Fallen ; 


werden , was  bei  den  letzteren  der 
Fall  ist.  * 

Bei  den  Stossridem  breitet  sich  das 
Wasser  von  allen  Seiten  an  den  Schan- 
feln  ans . bei  den  beiden  andern  flieast 
cs  nur  noch  einer  Seite.  Je  nach  der 
Art,  wie  das  Wasser  abfliesst,  zerfallen 
noch  die  Druck-  und  Reaiiionsridcr  in 
vier  Arten. 

Die  relative  Bewegung;  des  Wassers 
kann  nämlich  eine  horizontale  oder  eine 
geneigte  sein.  Im  crsicren  Falle  kann 
dos  Wasser  von  innen  nach  aussen  oder 
umgekehrt,  im  letzteren  von  oben  nach 
unten  oder  umgekehrt  abfliessen.  Räder, 
wo  der  Abfluss  von  unten  nach  oben 
geht,  werden  anch  Danaiden  genannt. 

2)  Co n s trn'ct Ion  der  Stoza- 
rad  e r. 

Stossrader  sind  die  einfachsten, 
aber  auch  die  uuvullkommensten  Hort- 
zontalrader.  Sic  haben  16  bis  20  reebt- 
winkige  Schaufeln,  AB,  A^B^  . . . (Fig. 
191),  welche  unter  70“  gegen  den  Hori- 
zont geneigt  aufsitzen.  Znm  Zufuhren 


{(c— »)«0  Fasspfund, 
und  bezüglich ; 

{ = 2,53,  2,74,  2,95. 

Neuere  Versuche  sind  von  Morin,  Maro- 
zean  und  Lacolonge  angestcllt. 

Ueber  verticale  Wasserräder  ist  Ans- 
führliches  enthalten  in  Weissbach's  Ma- 
schinenmechanik. Von  dem  betreffenden 
Abschnitte  dieses  Werkes  ist  dieser  Ar- 
tikel ein  Auszug.  Ausserdem  in  Pon- 
celet's:  Court  de  mecanique  appiique, 
Bcdtcnbacher’s : Theorie  und  Ban  der 
Wasserräder. 

Wasserrad,  horizontales  — Turbine 
(Hydranlik  nnd  Maschinenlehre). 

1)  Allgemeines. 

Die  horizirntalcn  Wasserräder  oder 
Turbinen  werden  in  Stoss-.  Druck-  und 
Reactionsrader,  je  nach  der  Art  ihrer 
Wirkung  gctheilt.  — Die  Stossrader 
haben  ebene,  ausgehobltc  Schaufeln,  auf 
die  das  Wasser  ungefähr  winkclrecht 
schlagt,  die  Oruckrader  krumme  Schau- 
feln, an  denen  es  hindurchlänft,  endlich 
die  Reactionsrader  Röhren,  ans  denen 
das  Wasser  ziemlich  tangential  ausfliesst. 
Die  beiden  letzteren  Arten,  im  Uebrigen 
sehr  ähnlich,  unterscheiden  sich  in  der 
Construction  namentlich  dadurch  von 
einander,  dass  bei  den  ersteren  die  Zel- 
len nicht  ganz  vom  Wasser  ausgefüllt 


Fig.  191. 


des  Wassers  dient  ein  pyramidales  Ge- 
rinne KF  von  20  bis  40  Grad  Neigung, 
so  dass  das  Wasser  fast  rechtwinklig 
aufschlägt.  Man  wendet  sie  bei  10  bis 
20  Fass  Gefalle  dann  an,  wenn  die  Um- 
drehungszahl gross  sein  soll.  Man  gibt 
ihnen  5 Fass  Durchmesser,  den  Schau- 
feln 15  Zoll  Hohe  und  8 bis  10  Zoll 
radiale  Länge. 


Um  die  Leistung  zu  ermitteln,  sei 
Acre  (Fig.  192)  die  Geschwindigkeit 
des  Aufschlagewassers , Ar  = e die  der 
Schaufeln.  Man  zerlegt  beide  nach  der 
Neigungslinie  nnd  der  Normale  einer 
Schaufel  in: 


c,=csin.V,  c,  = ccos9, 
ej=Tsin<r,  v,-ccosa, 
wo  9 der  Winkel  cAX  zwifchen  der 
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Fig.  192. 


Fig.  193. 


Nonnalc  A\  und  der  Richtung  des 
Wasserstrahls,  rr  der  Neigungswinkel 
HAi\  der  Normalo  gegen  den  Horizont. 

bleibt  unge&ndert  durch  den  Stoss,  das  Wasser  von  seiner  anf&ng- 

dagegen  geht  c,  in  e,  hber,  also  der  Nichtnng  abgelcnkt  wird,  so  ist 

Geschwindigkeitsverlust  ist  c,— e,,  nnd  Geschwindigkeit  des  abfliessenden 
der  Arbeitsverlust;  Wassers: 


(c  cos  »—«cos  «)* 

% 


Qy- 


Das  Arbeitsvermögen  des  abfliessenden 
Wassers  ist: 


c*  sin  »’+r*  cos  n’ 

2? 


Qy, 


2? 


eos  » — r cos  n)  v cos a 


Qy- 


Die  grösste  Leistung  findet  für  »=0 
statt,  d.  h.  wenn  der  Strahl  senkrecht 
gegen  die  Schaufel  gerichtet  ist.  Auch 
ist  wie  bei  den  verticalen  Bldem  in 
nehmen : 

2c  COSR=C, 


»=  V(c,  ’ +»,  • +2c, «,  cos^), 
nnd  der  Arbeitsverlast; 

Qto*  y 


da  cs  mit  Geschwindigkeit: 

W = V(c*  sin  9*  +«’  cos  «*) 
abfliesst.  Beide  Grossen  sind  von 

e« 

^ Qy  abauziehen,  und  die  Leistung  ist; 


die  Lcistnng  also: 
c*— ie>  _ 

^ = Qy 


2»  ’ 


= (1— COS/J) 


(c— » cos«)  Qy 


Bei  ebenen  Schaufeln  ist  ^ = 90*,  bei 
hohlen  ist  ß stampf,  also  der  Aasdmck 
in  der  That  grosser. 

Versuche  an  derartigen  Rädern  von 
Piobert  nnd  Tardj  geben: 

L - 0,76  (c— » cos  n)  — Qy, 

9 

wenn  das  Verhältniss  — nahe  0,6  ist. 
c 

Der  Wirkungsgrad  ist  0,16  bis  0,40. 


so  dass  man  die  grösste  Leistung  er-  3)  stoss- und  Druckräder. 
halt: 

, „ Haben  die  Schaufeln  eine  grössere 

L — " y Ausdehnung  und  sind  so  aasgehöhlt,  dass 

^ 2 ’ sie  nahezu  horizontal  laufen,  so  findet 

also  das  halbe  Arbeitsvermögen.  neben  dem  Stusse  hoch  ein  Druck  statt. 

Die  Wirkung  ist  eine  grossere,  wenn  'welcher  den  Efifect  vermehrt, 
die  Schaufeln  mit  Leisten  eingefasst,  . ^em  Einfallspunkte  A (Fig.  194)  er- 
oder  löffciförmig  ausgehöhlt  sind.  Die  man  Normale  AS,  der  Winkel 

Schaufel  weicht  dann  in  der  Richtung  Eintrittsrichtung  mit  der  Nor- 
des Strahles  mit  Geschwindigkeit:  »ei  wieder  gleich  9,  c.rfJY  = a,  also: 


e,  =vcosR 

ans,  also  die  relative  Geschwindigkeit 
des  Wassers  ist  dann; 

Cj  = c— «,  = e— «cos  «r. 

Sei  ß der  Winkel  e,Oe  (Fig.  193),  um 


c,  — c,  = c cos  9— v eoso, 
und  der  Arbeitsverlast: 

, (c  cos  9 — e cos  o)»  _ 

^ -Qy, 

und  das  Wasser  beginnt  an  den  Sdikit*’ 
26* 
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Fig.  194. 


fein  nicdcnnfliesBCn  mit  der  relatiTcn 
Geschwindigkeit : 

c,  + r,  = c,  + c,  =csin»+r  sin«. 

Sei  A,  die  Höhe  BW,  von  welcher  das 
Wasser  an  der  Schaufel  niedersinkt,  so 
ist  die  relative  Geschwindigkeit  nnten  an 
der  Schaufel  in  3): 

c,  =)/{c8in  S + 11  sinn)’+2j/i,. 

Ausserdem  hat  das  Wasser  die  Itadge- 
achwindigkeit  r,  also  die  absolute  Ge- 
schwindigkeit; 

ie  = y(Cj’  +r*— 2c,  ecos  J), 
wo  (f  der  Winkel  c,BO  von  Scbanfel- 
fnss  und  Horizont  ist;  der  entsprechende 

Arbeitsvcrlnst  ist  nebst  L.  nbzu- 

2j 

Ziehen,  also  ist  die  Leistung: 

£.  = [c>+25A,— (ccos  .S— rcos«)* 

-(c.»4-r*-2c.rcos  rf)] 
beim  winkclrechten  Stosse  kommt: 
r»  = V(r’sin«’-l-2i7A,), 

also : 

i = [(c  cos«— t)r 

+COS if  y(c’sinn’+2jA,)] 

cg 

Bei  der  grCsstmOglichen  Leistung  ist 
w = 0,  also  (f=0,  c,  =0,  d.  h.: 

cos« 

4)  Druckräder. 

Man  kann  aber  verlangen , dass  das 
Wasser  ganz  ohne  Stoss  cintrctc , dann 
ist: 

r cos  n = c cos  J. 

Gibt  es  beim  Druck  die  ganze  lebendige 
Kraft  ab,  d.  h.  ist  (f  = 0,  c,  =c,  so 
kommt : 


(csinS+t  sino)’+29  *i  =•’, 

oder : 

c*+2jA,=2crcos  ^), 

also: 

c cos  o , ' 

wenn  A die  Geschwindigkeitshohe  des 
cintretenden  Wassers,  also  A+A,  das 
Gesammtgefltlle , und  n,  = cytc  also  der 
Winkel  zwischen  Wasser-  und  Rad-Ge- 
schwindigkeit ist.  Die  Leistung  ist 
dann: 

Z,  = {A  + A,)Qy, 
also  der  Wirkungsgrad  gleich  1. 

Aus  der  vortheilhaftesten  Geschwin- 
digkeit c findet  man  die  Sehanfellage, 
wenn  man  durch  den  Eintrittspnnkt  A 
(Fig.  195)  eine  Linie  parallel  rc  legt. 


Fig.  195. 


und  Parallelogramm  Arcc,  bildet.  Ae^ 
ist  dann  die  relative  Anfangsgeschwin- 
digkeit des  Wassers  an  der  Schaufel, 
also  auch  die  Richtung  des  Schanfel- 
kopfcs.  Uehrigens  muss  des  nngehin- 
derteu  Abflusses  wegen  der  Schaufclfnss 
B einen  kleinen  Winkel  d gegen  den 
Horizont  machen.  Sei  a der  mittlere 
Radhalbmesser,  / die  mittlere  radiale 
Schaufellltngc,  so  ist  der  Querschnitt  der 
AbSassOfTnung  einer  Zelle  gleich: 
IBN=ls\nd  - BB^, 
also  die  Summe  oller : 2nal  sin  d. 


Digitized  by  Google 


Wassurrud. 


405 


Waaserrad. 


l<t  c,  die  relative  Gcsciiwindiirkeit, 
mit  der  das  Wasser  an  den  Kiulfuss  ge- 
langt, so  ist: 

‘■j  =V(«^’+e’— 2cecuiK,-f2jA,), 

50  ist: 


sin  J = 


Q 

2ia/c,‘ 


Die  eben  beschriebenen  Räder  heissen 
auch  Borda'schc  Turbinen.  AB  (Fig. 
19(j)  ist  «ine  der  krummen  Schanfcln, 


Fig.  196. 


die  aus  drei  Holzbrcttchen  bestehen  und 
sich  in  Mänteln,  die  ans  Dauben  zusam- 
mengesetzt sind,  befinden.  Die  Welle 
C ist  viereckig,  D ist  die  um  45“  ge- 
neigte Einfallsluttc. 

Nach  Borda  ist  die  efifective  Leistung: 

L = 0,75(a-(-A, 


(ccos9  — t cosn)’  — IC* 


Fig.  197. 


ein,  and  ist  dann  bei  denselben  die  Cen- 
trilngalkraft  zu  berücksichtigen. 

Wenn  sich  ein  Wasserelement  M in 
einem  Kadkanale  AB  (Fig.  197)  aus- 
wärts bewegt,  das  ltad.4C£  aber  selbst 
sich  mit  VVinkelgeschwindigkeit  ui  um- 
dreht, so  bewirkt  die  Centrifugalkralt 
einen  Zuwachs  an  Arbeitsvermögen: 


wo  G das  Gcw’icht  des  Elementes,  v und 
C|  die  Umfangsgeschwindigkeiten  des 
Rades  an  der  Eintrittsstelle  A und  an 
der  Austrittsstellc  B,  g die  Beschleuni- 
gung der  Schwere  ist. 

Bewegt  sich  aber  das  Wasserelement 
von  aussen  nach  innen  (Fig.  198),  so  fin- 


Die  Knfcnräder,  von  ähnlicher 
Wirkung,  sind  wie  die  Stossrüder  ge- 
formt, haben  jedoch  nur  9 krumme  Schau- 
feln and  sind  von  2 Reifen  umgeben. 

Die  Burd  i n'sch  c n Tu  r bi  n c n sind 
vervollkommncte  Borda’schc.  In  ihnen 
tritt  das  Wasser  gleichzeitig  an  mehre- 
ren Punkten  ein,  und  die  AusmQndun- 
gen  verthcilen  sich  auf  drei  concentrischc 
Kreise.  Dies  geschieht,  damit  das  ab- 
fliesaende  Wasser  dem  Rade  keinen  Re- 
actionswiderstand  darbietc.  Für  diese 
Räder  bat  man  den  Wirkungsgrad  0,67 
gefunden.  Auch  sind  nach  dem  Prin- 
zip derselben  Verticalrädcr  construirt. 


5)  Tangen  tialr  äder. 


Während  sich  bei  den  bis  jetzt  be- 
schriebenen Rädern  das  Wasser  in  einer 
Cylinderfläcbe  bewegt,  tritt  bei  den  Tan- 
gentialrädem  auch  eine  vcrtical  oder 
auch  eine  radial  gerichtete  Bewegung 


det  ein  Arbcitsverlust  statt.  — Ist  c, 
die  relative  Eintrittsgeschwindigkeit,  so 
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iit  die  Auitrittsgoschwindigkeit  in  bei- 
den Fallen  beetimmt  durch  die  Formel: 
c,'  _ C|*-i-e*-«’i* 

2j  2y 

d.  b.: 

Das  Waeser  aoll  aber  bei  A ohne  Stoss 
eintretcn,  c mnaa  eich  alao  in  in 
Richtung  dee  Schaufelendei  bei  A , und 
r,  gleich  nnd  gleich  gerichtet  der  Rad- 
geachwindigkeit  zerlegen  lassen.  Sei 
Winkel  cAv  zwischen  Strahl  und  Rad- 
umfang  n,  Winkel  c^Av  der  Schaufel 
AB  in  A mit  dem  Radumfang  gleich  ß, 
BO  ist : 

c,*  = c*-l-»,*— 2ce,  cosß, 
sin  o _ C] 
sin  y c’ 

also  c,  und  ß bestimmt,  wenn  man  e, 
T^  und  a kennt.  Die  relative  Anstritts- 
gescbwindigkeit  wird : 

c,*  =c*-|-e*  — 2ce,  cos  n. 

Sei  (/  der  Winkel  DBe,  des  Schanfel- 
endes  B mit  dem  Radumifang,  so  ist  ffir 
die  absolute  Ansflussgeschwindigkoit  te: 

ir*  = c,‘-f-t’— 2c,rcosef. 

Das  Arbeitsvermögen  =—  Qy  soll  im 

Minimum  sein,  was  r = c/  = 0 gibt.  In 
der  That  ist  if=15  bis  20*  zu  nehmen, 
um  dem  abfliessenden  Wasser  den  nö- 
thigen  Querschnitt  zu  geben.  Ist  dann 
Cf  = c,  so  hat  man: 

10  = 2e  sin 

und  der  Arbcitsvcriust: 


Ks  iit  aber  die  (theoretische)  Arbeiu* 
menge: 

Qy. 

Hiervon  gehen  jedoch  wegen  der  Hei» 
bung  des  Wassers  in  der  Zuleitungsröhre 
und  in  den  Radcanilen  twei  Arbeits» 
mengen  ab,  die  r und  r,  proportional 
sind.  Seien  C uud  also  Erfahrungs- 
Zahlen,  60  ist  dieser  Verlust: 

c® 

und  die  Oesammtarbeit,  wenn 
und  c,  = V genommen  wird : 

I «f  '''  ®'“4'  1 

' irj’cosn’  r,*coao*' 

{ = {,‘=0,05  bis  0,010. 

Man  hat  aber  genauer: 

(l  + i)c>=2sh, 

(l-f-t,)c,*  = c*-f  o’— 2cc,  cos«. 
Setzt  man: 

{,c,*=C.®*  = C. 

und  annähernd: 

Fig.  199. 


~w  ~ 

Setzt  man  c = c 


(2«  sin 


2y 


Qy- 


in  den  Ausdruck  für 
c, , so  kommt  die  Umdrehungsgeschwin- 
digkeit: 

‘ 2 cos  a 2 cos  «* 

Sind  r and  die  Kadhnlbmcsscr  CB 
und  CA,  so  ergibt  sich: 

Tj  * 2r^cotr<  cos  a 

nnd  der  Arbeitsverlust: 

i£^y  = {jLÜ!l}eAy. 

2y  'vj  C08O-’  ' 
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Wegen  lies  Nenners  cos«  ist  der  Kinrühningswinkcl  klein  zu  nehmen,  und  daher 
kommt  der  Name  Tangcntialrad.  Jo  nachdem  das  Wasser  von  innen  nach  aussen 
oder  umgekobrl  geht,  unterscheidet  man  solehe  mit  innerer  und  üusscrer  Ucauf- 
schlagiing. 

Ist  die  Aufschlngemcnge  Q bekannt,  so  kann  man  den  Quersehnitt  F der 
AusmOndnng  des  Aufschlagrcservoirs,  den  Querschnitt  /•',  des  Wassers  beim  Ein- 
tritte und  beim  Austritte  finden.  Offenbar  ist: 

Q=Fc=  F ,c,  = f’,c„ 

also; 

h-  f.  - dk 

c ~ F~  AN’ 

• * 

wo  AL  und  AN  (Fig.  199)  die  Dicken  des  Strahles  vor  und  nach  dem  Eiiuritto 
bezeichnen.  Sei  ÄA,  der  Bogen  des  Radumfanges,  den  der  durchgehende  Strahl 
cinnimmt,  so  ist: 

AL AA^s'>^AA^L  sin  « _ c, 

AN  A A,  sinA  A,  IV  ~ sin  ^ ~ c’ 

ganz  wie  oben;  aber: 

Ul 

cot  0=  cot  ß r^, 

c sin  a 

und  ohne  Bftcksicht  auf  die  Nebenhindemisse: 

2 


cot  d = cot  n — TT-: =cot2o,  ß = 2a, 

28in«cosa 

und  ausserdem : 

_ F Ai  _ AA,Bino 
c ~ F,  ~ B^R  ~ sin  <f' 

B^R  ist  die  Dicke  des  Strahles  vor  dem  Austritt,  BB^  der  Bogen,  den  er  cin- 
nimmt, aber: 

A A , CA  _ r , 

D D — CD  “ 


r sin  J ’ 


- r,  c . /r,\’  c 

sin  J = — — sin  «=  I — I — sin  «, 
re  \ r / r. 


also  wenn  man  annähernd  setzt; 


SV  i 9 k • 

sin<f=^^^  sin  2«. 

r • ’"i  • 

Bei  innerer  Beaufschlagung  ist  — ein  echter  Bruch,  bei  äusserer  ist  — grösser 

als  1,  also  im  letzteren  Kalle  tf  grösser  als  im  ersteren.  Annähernd  ist: 
sin  sin  J = ^— ^ sin  «cos«, 

also  die  Leistung: 

t = [l-C-Ci  (fj  4^.  - i^i)'  -ina-]0 
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Fig.  200. 


Da  das  dritte  Glied  bei  den  Ridern  mit 
innerer,  das  vierte  bei  denen  mit  äusserer 
Beaufschlagung  grosser  ist,  so  hsbcn 
beide  ziemlich  gleichen  Werth. 

Fig.  201. 


Tangentialräder  haben  folgende  Form. 
A (Fig.  200)  ist  der  Einfallkasten,  ß 
die  Einfallröhre,  C der  Leitsehanfel- 
apparat,  der  aus  3 Kanälen  beslehL 
Schieber  /)  dient  zum  Regulirtn  des 
Zudusses.  Das  Rad  FF  hat  60  Schin- 
fein,  Teller  OG  und  Muffe  II  verbinden 
es  mit  der  stehenden  Welle  A'f.,  die 
oben  in  einem  Ilalslagcr  K auslänft,  un- 
ten anf  einen  Suihlstift  mittels  einer 
Pfanne  L gestellt  ist.  Der  Wirkungs- 
grad dieser  Räder  ist  nach  Hülsse  0.46 
bis  0,75.  — Auch  diesen  ähnliche  Vor- 
richtungen sind  bei  Verticalrädem  ange- 
wandt worden. 


Danaidcn  haben  die  Form  eines  um- 
gestUrzten  Kegels.  Sie  bestehen  (Fig. 
%1)  aus  einer  stehenden  Welle  CD  und 
zwei  Kegelmänteln  mit  Scheidewänden, 
durch  welche  ihr  Zwischenraum  in  Ka- 
näle getbeilt  ist.  Durch  Gerinne  G irird 
das  Aufschlagewasser  zugefflhrt,  durch 
Loch  F fliesst  es  unten  ans. 

Die  Scheidewände  sind  entweder  Ebe- 
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ncn  oder  ScbraubenflSchen.  Zuweilen 
febU  der  äussere  Mantel  ganz , und  das 
Rad  ist  io  eine  conisebe  Radstube  ge- 

Sei  wieder  Ae=e  (Fig.  202)  die  Ein- 
irittsgescbvvindigkeit,  ihre  Abweichung 
cAt  von  der  Unifangsgcschwindigkeil  v 
gleich  «,  Ar,=c,  die  relative  Geschwin- 
digkeit, so  ist: 

Das  Wasser  sinkt  nun  in  der  Höbe 
CD  = A,  herab,  bis  zur  Itadaxe , deren 
Utnrnngagcschwhidigkcit  fast'  Null  ist. 
Also  setzt  man  e,  = 0,  so  ist  für  die 
relative  Geschwindigkeit  c,  beim  Ab- 
flüsse: 


Sei  ASC'=  9 der  halbe  Scheitelwinkel 
des  Kegels,  90—9  also  die  Neigung  der 
Fläche  gegen  den  Horizont,  Ibrner 
r.4r  = R der  Winkel  des  aintretenden 
Strahls  gegen  die  Umfangsgeschwindig- 
keit bei  A,  und  cAc,  = r der  Neigungs- 
winkel des  Strahls  gegen  den  Horizont, 
dann  ist: 

cainr=C|  coa9  = ctinncoa9, 

also; 

sin  r = sin  n cos  9, 

und  für  Winkel  rAc,  = rf  der  Horizon- 
talprojectlon  der  Strahlricbtnng  gegen 
die  Kadgeschwindigkeit  ergibt  sich: 
rtg<f  = e tga  sin  9, 

also: 

tg(f=sin  9 tgn. 


Wenn  der  obere  Tbeil  des  Rades  kreis-  - 
förmig  ist,  so  hat  ntan  ebene  Schaufeln, 
also: 

9 = 90,  und  somit  «>=0,  <f  = <t, 
also  der  Strahl  ist  horizontal  cinzufUh- 
rcn.  Ist  dagegen  der  obere  Thcil  cy- 
lindriscb,  ao  ist: 

9 = 0,  r = n,  cf  = 0, 


also  der  Strahl  tangential  einzuführen. 

Sei  C.4  = r der  obere,  OÄ  = r,  der  un- 
tere Unifangshalbmesscr , so  ist  die  in- 
nere Umfangsgeschwindigkeit: 


Sei  r,  der  Wcllcnhalbmesscr,  so  ist  der 
Querschnitt  der  Ausmundung: 


also  die 
keit: 


F,  = ,i(r,’-r,’), 
relative  Ausfluasgesebwindig- 


r,’  = c,*-|-23A,— *’  = c*-f-2yA,  — 2r’, 


oder  wenn 
fälle  ist: 


das  ganze  Ge- 


c,’  = 23A-2t*. 

Nun  soll  c,  noch  gleich  Null  sein,  was: 

e = V(2y*) 

gibt.  Die  Lcistuog  ist  dann: 

L = Qhy. 

Da  aber  c,  und  r,  nicht  vrdlig  ver- 
schwinden, so  ist  die  absolute  Abfluss- 
geschwindigkeit : 

w = V(c,’-l-»i'). 

und  von  der  Leistung  geht  noch  nb : 


2g  2g  ' 


ijy. 


__y  Q 


und  cs 
Verlust; 


ergibt  sich  hieraus  der  Arbeits- 


Sll+lllQy. 

2g  ''' 


7)  Re  a c t io n s r äd er. 

Ein  Rad  mit  Ausfluasröbren , durch 
welche  das  Wasser  fortwährend  abflicsst, 
bewirkt  eine  Umdrehung  in  der  dem 
Ausflüsse  entgegengesetzten  Richtung. 
Das  einfache  Reactionsrad  hat 
nur  eine  solche  Rühre. 

Eine  Einfallrühre  (Fig.  203),  welche 
bei  B Tcrtical  aufgebogen  ist,  leitet  das 
Wasser  von  unten  zu.  Die  Welle  AC 
mit  den  SchwungrOhren  CF  und  CG  ist 
hohl,  ihr  Ende  B passt  in  die  Einfalls- 
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Fig.  203. 


rOhrr.  Eine  StopfbBchse  bei  B dient 
duu,  dus  lieh  die  Welle  drehen  kann, 
ohne  Wetter  darchiulaaien.  Die  Seiten- 
öffnungen F und  G können  durch  Schie- 
ber Terachlotien  werden,  welche  durch 
Stangen  und  den  Winkelhebel  D mit 
einer  HQlte  E verbunden,  durch  Hebel 
HM  gehoben  und  getenkt  werden.  Bei 
K befindet  tich  dai  Tranimittiontrad. 
Diete  Einrichtung,  data  das  Wasser  von 
unten  kommt,  bewirkt,  dass  die  Maschine 
vom  Wasser  getragen  wird,  und  keine 
Reibung  an  der  Basis  stattflndet. 

Ist  G das  Oewicht  der  Masehine,  h 
die  Dmckhöhe,  2r  die  Wette  der  Steig- 
rohre, so  ist : 

G = nr’Aj',  r = |/^. 

Ist  r die  Umdrehungsgeschwindigkeit, 
und  A,  die  Dmckhöhe  des  Wassers  an 
der  Mündung,  so  ist: 

2j  A,=2jA-t-r», 

also : 

<^  = '/  V(2j *,)  = '/  V(2jA-t-r*), 
wo  <f  der  Oeschwindigkcitscoefficient  ist. 
IC  ist  die  absolute  Geschwindigkeit  beim 
Austritt;  da  Rad  und  Wasser  die  Ge- 
schwindigkeit e gemein  haben,  ist: 
ir  = c— 1 = >/  V(2jA  + c’)  — r, 
also  der  Arbeitsvcrlusi. 


‘ " 2s 

Die  Kuicleistung  ist,  wenn  *^  = 1 gesetzt 
wird : 


t = (A-f)0y 

_ f V(^A-l-t»)  — c» 

~ 3 


sie  wächst  also  mit  v.  — Belastet  man 
die  Maschine  so,  data  die  Geachwindig- 
keitaböhe,  welche  der  ümfangsgcschwin- 
iligkeit* entspricht,  dem  Ge^lle  gleich, 
also  «*  = 2sA  ist,  so  hat  man; 
i=2(V2-l)()Ay, 

= 0,828  QAy, 
und  lür  e = ao  ist: 

L = Qkr. 

Et  kommt  also  schon  in  diesem  eratereo 
Falle  die  Leistung  der  nicht  herustellen- 
den  Maximalleiatung  nahe  gleich.  Für 
erhtlt  man  0,944  der  Moxi- 
niallcistnng. 

Berücksichtigt  man  den  Antflntswider- 
stand , d,  h.  setzt  man  nicht  7 = 1,  so 
kommt; 

c = 7V(2j*+r’)=|/^|^’,  Q = Fc, 
also: 

L = [.,y(2sk  + t>)-v]^. 

3 

F ist  hier  die  Inhaltttumme  der  Änt- 
mündungen. 

Ist  Q gegeben,  so  kommt: 


also  der  Wirkungsgrad: 


Soll  dies  ein  Maximum  sein,  so  erhält 
man: 


e*-(-2j  Ae* 


- 1-7*  ’ 


woraus  tich  r ergibt.  Et  kommt  dann: 


,=I-V(l-7‘). 

und  die  effective  Maximalleistung: 
L = rj  Qhy, 


wo: 


Q = g Fc-F  V(2s) 

ni-^*) 

Die  Keactionskraft  aber  ist: 

P =4  = ['^V(2jA-(-e’)-e]^. 

" 9 

Die  Wi t h elaw't ch e n oder 
schottischenTurbinen  unterschei- 
den sich  von  den  eben  behandelten  durch 
ihre  krummen  Schwungröhren,  deren  ge- 
wöhnlich drei  vorhanden  sind.  Ihre 
Ausmfiudnng  kann  erweitert  und  verengt 
werden. 
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Die  Combes’achen  Ittder  beben 
eine  frriiaecre  Anzahl  Schnufcln,  oft  auch 
LciUchaurrln. 

Bei  den  C a d i a t’s  c h c n und  V 0 u r • 
neyron'achen  komnu  dnaWaaserron 
oben.  Die  erateren  haben  eine  daa  Und 
nnischlieaacnde  kroiarurmigo  Schütze  ; die 
letzteren  aind  mit  Leitachauleln  rer- 
achen. 

Bei  allen  dicaen  R&dem  flieaat  daa 
Waaaer  von  innen  nach  auaaen,  bei  den 
Fran  cia'ac  hen  Turbinen  aber  von 
auaaen  nach  innen. 

8)  Fournoyron’acho  Turbinen. 

Die  Tullkoromenatcn  Turbinen  aind  die 
Fo  Urne  yron’a  eben.  Sie  gehen  ent- 
weder in  freier  Luft  oder  unter  Waaaer, 
und  aind  Nieder-  und  Hochdruckturbinen. 

Bei  den  Niederdruckturbinen  flieaat 
daa  Waaaer  mit  freier  Oberfltche  in  daa 
oben  offene  Anafluaareaervoir,  bei  den 
Hochdruckturbinen  iat  letiterea  veracbloa- 

Fig. 


aen,  und  eine  Einfallrfihre  führt  daa 
Waaaer  von  der  Seite  zu.  Die  letzteren 
kommen  bei  groaaem  Gefilllc  in  An- 
wendung. Daa  Bad  AA  beateht  aua 
zwei  horizontalen  Krtnzen  auf  einem 
gnaaciaemen  Teller  HB  und  einer  ate- 
benden  Welle  CO  (Fig.  204)  ; daa  bei 
\V  zuflieaaende  Waaaer  tritt  in  daa  Be- 
aervoir  EE.  Um  den  Druck  auf  den 
Badteller  zu  vermeiden,  iat  die  Badwelle 
von  einer  Bohre  67/  nmachloaaen,  an 
deren  unterem  Ende  ein  Bodenteller  EF 
eingeaetzt  iat,  welcher  den  Waaaerdruck 
anfnimmt.  Auf  dieaen  aind  cylindriach 
gebogene  Leitachanfeln  von  Blech  einge- 
aetzt  (nach  innen),  zwiachen  den  Uad- 
krftnzen  befinden  zieh  die  Badacbaufeln 
(nach  auaaen).  Daa  aufflieaaendo  Waa- 
aer  erhält  durch  die  Leitachaufcln  eine 
beatimmte  Bichtnng,  mit  welcher  cs  zu 
dem  Bade  AA  gelangt,  dessen  Zellen 
es  von  innen  nach  auaaen  durchläuft  und 
seine  Beaction  ausUbt.  Zum  Begniiren 

204i 
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dient  ein  cylindriichcs  SchuUbrctt  HI.LK, 
wolcliei  durch  drei  Sinngen  M gehoben 
werden  kann.  Die  Schulze  Kl.  besteht 
aus  einem  gusscieernen  Cylinder,  desaen 
iiuascrc  Oberfläche  die  innere  Seile  des 
oberen  Uailkranzca  fast  berührt  Ein 
Lecicrstulp  LL  verhindert,  daas  Waaacr 
zwischen  die  Schütze  und  den  Cylinder 
KIS  tritt.  Auf  die  Innenfläche  der  Schütze 
aiml  Holz-  oder  Mclallatucko  KK  ein- 
geachraubt,  ihr  Zweck  iat  die  Vermei- 
dung der  Cuntraction.  Bei  Ilocbdruck- 
lurbinen  gehen  die  Schützenatangen  durch 
Stripfbüchacn  im  Deckel  des  licaervoiis, 
(Hier  aie  ergreifen  die  Schütze  von  auaaen. 
Anch  kann  man  durch  Heben  und  Sen- 
ken des  B(Mlvntellcrs  F reguliren. 

Um  die  Leistung  der  Fourncyron’achcn 
Turbinen  zu  ermitteln,  sei  CA  = r (Fig. 
2U.j)  der  innere  Halbmcaacr  des  Ucaer- 


Fig  205. 


voirs,  CB  = r der  äussere,  die  innere  und 
äussere  Umfangsgeschwindigkeit  bezüg- 
lich r,  und  e,  c die  Geschwindigkeit, 
mit  der  das  Wasser  ans  dem  Leitschan- 
felapparat  tritt,  c,  die  relative  Geschwin- 
digkeit beim  Eintritt  in  die  Radkanäle, 
c,  die  Zelle  beim  Austritt,  der  Winkel 
cA  T des  aus  dem  Reservoir  tretenden 
Wassers  mit  dem  inneren  Radumfango 
sei  =<(,  der  Winkel  c^AT  des  in  die 
Zelle  eintretenden  Wassers  mit  dem  letz- 
teren = yJ,  Winkel  c,ßr,  des  aus  den 
Zellen  tretenden  Wassers  mit  dem  äusse- 
ren Radnmfange  =tf,  F der  Inhalt  aller 
AusflnssOffnungen  der  Leitschanfeln,  F^ 
der  aller  Eintriitaöifnungcn  ins  Rad,  F, 
der  Inhalt  aller  AusflussOCtnuagcu  am 
äusseren  Radumfange.  Das  Radgerälle 
vom  Oberwasser  bis  zur  Mitte  der  Aus- 


mUndung  des  Rades  oder  bis  zur  Ober- 
fläche des  Unterwassers,  wenn  das  Rad 
unter  Wasser  geht,  sei  k,  die  Höhe  des 
Oberwassers  Uber  der  Mille  der  Ans- 
mündungen  des  Reservoirs  =ä,,  und 
ä,  = A,— A,  endlich  sei  x die  Dmckhöbe 
des  Wassers  da,  wo  cs  ins  Rad  tritt, 
daun  ist ; 

c»  = 23(*,-x), 

ohne  Uückfii’ht  auf  Widcrtiände,  und  bei 
Bcrückvichtigung  derselben: 

also : 

x = *.-(l  + 0.J. 

Es  soll  kein  Sloss  statllindcn  , also  die 
Geschwindigkeit  c,  muss  sich  in  2 an- 
dere zerlegen , deren  eine  die  Hadge- 
sehwindigkeil  r,  ist,  und  die  andere  mit 
dem  in  den  Itadkanal  ciiitretenden  Strahl 
dieselbe  Richtung  hat-  Hieraus  folgt : 
r,*  = c’-|-r,’— 2er,  cos«. 
Ausserdem  erhält  man  bei  Berücksichti- 
gung der  Ccntrifugalkraft ; 

c,*=2s(x-*,)-l-c,«-|-t>-r,>, 
oder  wenn  man  x und  c,  einsetzt: 

c,’  = 2jA-(-e*— 2c  r,  cos  «—  {c*. 


Sei  noch 


fic,’ 


der  Arbcitsverlnst  wegen 


der  Reibung  und  der  krummlinigen  Be- 
wegung des  Wassers,  so  kommt : 

(1  + fi)  c,’=2j  A-f-u*— 2c  r,  coaa— Cc’. 


Es  ist  noch : 

(J  = Fc=F,  c,  = F,  c,, 
ausserdem: 

rc,  =r,r, 

also : 

[i  + f(T’) 

+ 2 -p  e,v  cos  n-r*  = 2j  A.  . 


Die  absolute  Geschwindigkeit  beim  Aus- 
tritt muss  ein  Maximum  sein.  Dieselbe 
bildet  die  Resultante  ic  ans  c,  und  e, 
also : 


«!  = V(c,>  1*  — 2 c,  r cos  (f), 

also  cs  muss  c,  =e  und  J möglichst 
klein  sein,  doch  darf  die  letztere  Grösse 
nicht  unter  10  bis  20"  betragen,  damit 
eine  hinreichende  Wassermenge  zufliesst. 
c,  =r  gibt  aber: 
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«’  = 2i’«in— . 

(Wegen  (kr  Nobcnhindernissc  ist  sogar  noch  etwas  kleiner  als  r r.n  nehmen, 
wenn  die  Leistung  mügliehst  gross  sein  soll.)  Ans  dem  Obigen  folgt  nun  t 

[2^^eo,„+c(^)’  + f.]r’  = 2,*. 

woraus  sieh  v ergibt. 

Soll  der  Eintritt  ungestört  sein,  so  darf  sich  die  absolute  Geschwindigkeit  c 
beim  Eintritte  nicht  indem.  ' Es  ist  also  die  radiale  Componente; 

AN  = c sin  R=  r,  sin  fi, 

und  die  tangentiale : 

Hieraus  folgt; 


AF—ecosa=e,  cosß+v,. 

c, sin  a c sin  ß 

e sin/»’  e,  ~ 8in(/J  — k)’ 


und  da : 


also  aueb : 


Fc=:F,e^  = h\e  = —F,v„ 
F,  r,  $inß 


F r sin  (/»—«)’ 

2g*-o/'»'iV‘‘"<»C08n  / r.sin/j  y 

e’  \r/  sin(/}— e)  ^ \rsiD(^— «)/ 


woraus  sich  e und  mittels: 

re,  =T|  e 

auch  «,  ergibt. 

Berücksichtigt  man  die  Nebenhindemisse  nicht,  so  kommt: 


»I  = — tgacot^)- 

leim  Uebe 

q+t)* 


Es  ist  noch  der  Druck  des  Wassers  beim  Uebergange  ins  Rad  zu  bestimmen. 
Man  erhUc  leicht: 

* = *,- 


l+co8  2o+cot/Jsin2a+{+Ci 

Geht  die  Turbine  unter  Wasser,  so  ist  h,=h+kf  (ebenso  auch  bei  den  Cadiat* 
nnd  Whitelaw’scben  Turbinen),  also  ohne  Berücksichtigung  der  Nebenhindemisse: 

^ cos2<(— cot/)  sinn  ^ ^ 

1+cos  2«— cot^  sinn  *' 

Wenn  sie  aber  in  freier  Lnft  geht,  so  ist  hier  A,=0  zu  setzen.  Soll  im  letztem 
Falle  der  Druck  dem  atmosphkrischen  gleich  sein , so  ist  z = 0,  nnd  soll  er  im 
ersteren  dem  Druck  des  Unterwassers  gegen  die  U^mOndnug  gleich  sein,  so  ist 
= Also  in  beiden  Füllen: 

ß = ia. 

Ist  ß ^ 2«,  so  ist  der  innere  Drack  bezüglich  grösser  oder  kleiner  als  der  Inssere. 
Berücksichtigt  man  aber  die  Nebenhindernisse,  so  kommt: 

cot/»sin2R  = cos2a  + (|  (— ) (cos n— cot^sinn)'. 

Im  letzten  Oliedo  kann  man  annkhemd  /3=:2a  setzen,  dann  kommt; 

sin  2a 

^ß  = =5 > 


also  ß etwas  kleiner  als  2a. 
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Ohne  BerQcluichtignng  von  C °ad  C,  kommt: 


'i 


cos  ft  ’ 


c = y(2,*). 


Soll  der  innere  Druck  grösser , bezüglich  kleiner  als  der  äussere  sein , so  ist  tu 
nehmen : 


c 


>VM 

coso  ’ 


e$V(2jA). 


Dass  der  innere  Druck  dem  äusseren  gleich  sei,  ist  darum  wichtig,  weil  die  Üeber- 
gangstelle  twischen  Rad  und  Reservoir  nicht  abgcdiclitct  ist,  also  im  entgegen- 
gesetzten Falle  Luft  oder  Wasser  eindringt.  Macht  man  aber  diese  Bedingung 
nicht,  so  sind  auch  « und  ß nicht  völlig  willkürlich.  Die  Formel: 

e I = (1  — tg  ti  cot 

aetgt,  dass  nicht  gleichseitig  «^90  und  ß'^a  .sein  kann.  Die  Fomiel; 

«,  sin ^ 

~sin(^— «) 

gibt  für  ß<a  negativen  Werth,  also  auch  dieser  ist  ansznschliessen.  Es  mnss 
also  sein: 

ß>n,  «<90. 

Fonmeyron  nimmt  « = 30  bis  38°  und  /)  = 90*.  Am  gerathensten  ist,  ^=100  bis 
120°,  « = 30  bis  40*  lu  nehmen. 

Sei  a noch  die  LnftdruckhOhe,  so  dturf  a-^-x  nicht  negativ  sein,  da  sonst  Lnft 
vom  kuBsern  Radumfangc  cintritt.  Setzt  man  daher  x = —a  in  die  Formel  für 
X ein,  so  kommt ; 

(A-fa)sin2n 
cos  2«-|-«' 


nnd  die  entsprechende  vortheilbafteste  Umdrchnngsgeschwindigkcit: 

r 1’  ^ 

* cos«  f 2(*-t-a) 

9)  Turbinen  ohne  Leitsehanfeln. 

Bei  den  Turbinen  ohne  Leitschaufeln,  wo  das  Wasser  radial  ausfliesst,  ist 
« = 90*  zu  setzen.  Dies  Ündet  bei  den  Turbinen  von  Combes,  Cadiat  und  Whi- 
telaw  statt  — Es  wird  hier  die  vortheilbafteste  Geschwindigkeit: 


2s* 


■fe)" 


ftg^*  + ( 

Ohne  Berücksichtigung  der  Nebenhindemisse  wäre  e , = oo . Indess  hat  die  Ge- 
schwindigkeit ihre  Grenze,  wenn  die  disponible  Arbeit  gleich  den  Widerständen, 
also  wenn : 


Qhy 


alio  wenn: 


and  nach  dann,  wenn; 


Cc* 


2s 


). 


l/ 

2s* 

(2  sin  1) 

r+ci 

r+t. 

d.  h. 


also: 


Digilized  by  Google 


Wasserrad. 


415 


Wasserrad. 


e = — cot  ^ (a  + *) 
r I 

ist.  Diese  Werthe  dürfen  also  nicht  überschritten  werden. 

Uebrigens  betrügt  der  Verlust  wegen  der  Nebenhindernisse  wenigstens  fünf 
Prozent.  Man  kann  nämlieh  bei  den  Rädern  von  Combes  und  Cadiat  { = 0,05, 
bei  denen  von  Withelaw  ( = 0,1,  und  allgemein  (j=:0,l  setzen. 

Setzt  man  jJ  = C0“,  — = },  so  ist  für  die  erstcren  Räder; 
r; 

r,  = l,75V(2jA), 

and  für  die  letzteren; 

r.  = l,45  y{2gh). 

Um  den  Stoss  beim  Eintritt  zn  vermeiden,  ist  noch  za  setzen; 


wo  F,  durch  den  Schfitzenstand  bestimmt  wird. 


10)  QrOsste  Leistung. 

Die  Arbeit  welche  die  Nebenhindemisse  erfordern,  war ; 
nnd  die  lebendige  Kraft  des  fortflicssenden  Wassers ; 
also  die  Badleistnng ; 

Qv 

L = (c  e , cos  a+c,  » cos  <1— »*)  — , 

9 

wie  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichung: 

2j  A4-0*  — 2c  r,  cos  o — { c’  = (l+(,)c,* 

berücksichtigt 

Wegen  des  Werthes  von  c: 

_ » , sin  ^ _ r,  V sin  ß 
~iin(ß—n)~  r sin(^— a) 

ist  aber: 


^_2gk+^v' 

’ “ 1+f.  ’ 


wo  gesetzt  ist: 


Setzen  wir  noch; 


so  ist  auch ; 


/i^y  sinjJcosB  /r,  sin^  \« 
\r/  sin(/J— o)  ’\r  sin(/}— n)/ 

/r,\*  sin^  cos  e_ 

\r/  sin  (/J— o)~ 


also,  wenn: 


gesetzt  wird; 


c r,  cos  a t=  7 e’, 

COS  (f 

c,  » cos  (f  = 0 V(2j  * + 1, 

(l-T)V(H-{,)_ 
cos^  ^ 
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Dieaer  Ansilruck  ist  rin  Mftximnin,  wenn: 

^ V'(i’-V') 

worauf  sich  v ergibt.  (Eg  reicht  n&mlich  wegen  der  Nebenhinilernissc  hier  nicht 
auf,  irrrO  r.u  Kctren,  namentlich  dann  nicht,  wenn  tt  nahe  =90*  iat ) In  dic»em 
Falle  wird  die  Maximallcigtang  : 

, _x-yix*-i)  o*,. 

V’  V(l+f.)^’’ 

Es  ist  dann  in  selten : 


■ _ r.sinj»  _ rsing  . _,/  y+V0;*-V') 
"sin(/J-o)’  ‘ sin/S’  * l'(l -t-( ,)  V(i’ - V)  * ’ 


f=SL,  = A 

c ‘ r,  c. 


Fehlen  die  LeUachanfeln,  so  ist: 


11)  Etagenrlder,  S t e llapp a rat e. 

Bei  ober-  and  mittelichläcbtigcn  RSdem  wird  bei  geringen  Arbeite-  oder 
Wassermengen  der  Wirkangsgrad  vermehrt,  wenn  die  Scbütie  tiefer  gestellt  wird, 
da  die  Zellenfbllung  dann  geringer  ist.  Bei  den  Turbinen  aber  wird  er  in  diesem 
Falle  vermindert,  weshalb  sie  den  obigen  Kadern  nachstehen.  Der  Qmnd  hiervon 
ist  folgender.  — Wir  xerlegen  c and  in  eine  radiale  and  eine  tangentiale  Com- 
ponente,  bezfiglich; 

csino,  e,  sin/f,  ccobr,  c,  cos^. 

Et  ist  also  die  relative  Geschwindigkeit  nach  beiden  Richtungen: 
c sinn— e,  sin ccoso— c,  cot)}— r„ 
nnd  deshalb  der  Verlast  an  Dmckhöhe: 


[(csino— c,Bin^)’-}-(ccot  n— c,  cos^— e,)*]. 


nnd  an  Leistung: 


l'=yQy, 

Setzen  wir  hierin: 


c,  =e,  e,r  = er„  cF=vF„  c,F,  =uF„ 

so  kommt: 


r=  [(^ sin sin /})’-(-  cos.-:^  cos  )}-^)*]  g Qy. 


Wenn  die  Schütze  nicht  völlig  geöffnet  ist,  so  wird  den  Gleiehnngen  : 

FF  r 

F,  sina  = Fsin/l,  F,  cos  n = Fcos^-)--pr-^ 

nicht  mehr  entsprochen.  Setzt  man  ^ ftlr  F in  den  Werth  von  Y,  indem  man 
F so  bestimmt,  dass  et  den  beiden  letzten  Gleichungen  genügt,  nnd  setzt  übrigens : 


so  kommt : 


f sin  ^ cos« 

,>'  = (T-T)’5»r- 
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Sei  t.  B.  -jf—  wie  die«  bei  den  Foar- 
, , ‘9 

neyroniclien  Turbinen  aietthaft  ist,  «o 
wird ; 

also  bei  liiilb  geöffneter  Schotte,  wo 

f=^  i«l: 


J' 


Dieacr  Verluat  wird  vermindert,  wenn 

iP,  r 

und  — klein  aind,  niao  wenn  die 

A 

Auaniiindqng  und  der  äussere  Ilnibmeascr 
des  Hades  ab-,  die  des  Reservoirs  aber 
aunebmen.  Wegen ; 

F,  r,  sin 
F r sin  (ß  — «)’ 
hat  man  in  diesem  Falle  noch: 

also  fUr: 

« = 40‘,  ^ = 90*: 

Y = QfflQky, 

IO  dass  57  Procent  der  Leistung  ver- 
loren gehen. 

Dieser  Verlust  wird  vermindert  bei 


den  Etagenradem.  Sie  unterscheiden 
sich  von  andern  Turbinen  dadurch,  dass 
sic  durch  einen  oder  swei  ringfArmige 
Scheidewände  in  awei  oder  drei  Räume 
gciheilt  sind.  Bei  tieferem  Schützen- 
Stande  sind  dann  eine  oder  zwei  Ab- 
Ihcilnngen  geschlossen. 

Noch  hesser  ist  der  Stcliapparat  von 
Comhes.  Zwiaehen  beiden  Radkränzen 
AA  und  iili  (Fig.  206)  befindet  sich 
der  Teller  /)/>,  der  durch  Stangen  EE 
gehoben  und  gesenkt  werden  kann , so 
dass  das  bei  FF  zuslrAmende  Wasser 
immer  den  Kaum  AI)  vollständig  ans- 
füllt.  Aehnliche  Constrnctionen  geben 
Laurent  und  Deckherr,  ferner  Gallon 
und  Gentilhommc. 

12)  Vergleich  zwischen  Reae- 
tions-,  Druck-  und  Stosstnr» 
binen. 

Reactionaturbinen  gehen  in  Stoss-  nnd 
Dmckturbinen  dann  über,  wenn  die 
Schütze  die  grossere  Hälfte  der  Rad- 
weite  verschlicsst.  Das  Wasser  füllt 
dann  die  Radcanältf  nur  zum  Theil,  geht 
also  die  Turbine  in  freier  Lnft,  so  ist 
der  übrige  Theil  mit  Luft  gefüllt,  der 
Druck  vor  dem  Rade  ist  der  atmosphä- 
rische, die  Geschwindigkeit  e~y{2gk) 
von  dem  Gange  des  Rades  nnabhängig. 
Die  Austrittsgeschwindigkeit  ist  dann; 


Fig.  206. 
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r,  • =2j  * + !■’— 2c  e,  cos  fr, 


und  für  dio  grösste  Leistung  niso: 

2c  i'i  cos  fr  = 2<;Ä, 


_K(2g/,) 

* 2 cos  a 


Für  UcnctioDsturbinen  aber  ist: 

t',  = \ 2g  h (l-  lg«co^jS), 

und  beide  Bedingungen  fallen  *usamnicn,  wenn  ^^  — 2«  ist. 

Was  die  Leistungen  beider  Arten  von  Turbinen  anbetrifft,  so  stellt  sieb  bei 
den  Keactionsturbinen  ein  kleinerer  Wirkungsgrad  heraus,  wenn  man  die  Schütze 
tiefer  stellt;  geht  dies  aber  so  weit,  dass  die  Turbine  eine  Druckturbine  wird,  so 
nimmt  derselbe  plOtzlish  wieder  zu,  weil  der  durch  die  Geschwindigkeitsverände- 
rung herbeigeführto  Arboilsvcrlust  nun  wcgrdllt.  Boi  weiterer  Ticfstcllung  nimmt 
dann  der  Wirkungsgrad  wieder  ah. 

Somit  wären  die  Orucklurbincn  vortbeilhafter,  indess  ist  dies  aus  anderen 
Gründen  nur  dann  der  Fall,  wenn  die  Wassermengen  sehr  veränderlich  sind  and 
die  Turbine  nicht  unter  Wasser  läuft.  Denn  da  das  eintretende  Wasser  einen 
weiteren  Kaum  findet,  als  für  seine  Geschwindigkeit  passt,  so  nimmt  es  unregel- 
mässige Bewegungen  an,  und  verliert  einen  Thcil  seines  Arbeitsvermögens  durch 
besondere  Widerstünde.  Turbinen  unter  Wasser  sind  mir  Keactionsturbinen. 


13)  L eis  tung  d e r Ke  acti  on  s turb  i n c n. 

Man  hat: 

L = Qhy 

das  disponible  Arbeiisquantum,  wo  h das  Gefälle  ist.  Der  Druckhühcnverlust  ist: 

h 

'"2p 

beim  Diircbgango  durch  die  LeitschaufelD, 


*. 


- 2, 


beim  Durchgänge  durch  dio  Radcanälc.  Weissbach  setzt: 

C = Ci  =0,05  bis  0,1. 

Hierzu  kommt  noch  die  GcschwindigkeitshOho : 

k “ — 

*>-2p 

des  abfliessenden  Wassers.  Ks  ist  also  die  cCfcctive  Leistung: 

=(/.-*, -A.-A.)  = Q,. 


Für  den  vorthcilhaftcslcn  Gang  ist  zu  setzen  : 
c 

also  wegen  c Cj  sinff  = cr,  sin  tf: 


Cj=it,  ir=:2csin'^, 


r sin  (f  r sin  tf 


r|8inn  r^sina 


Sei  noch  Ci=C« 


und  der  Wirkungsgra«) : 
Es  war  aber; 


L Qky 
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nn>l  ; 


also ; 


’ijk' 


. r,  / r,  M,./)  \n  /,-^y 

‘ L ^ \r  sin  ij-u))  r‘‘\r)  sin(/J-n) 


JTi  sij^^  r,  r sin  ,S  _ rsin  if,  r 

~ sin  ~ sin  y-n)  “ r,  sTn<7’ 


and  daher ; 


\r/  ain(ß~„) 


2^*  ■ f[l+(il!:^^)’]+2eo.„.i„; 

L \r,  am«/  J 

:[l+(LÜ;LJ^)‘]  + 4sin'.^ 

L Vr^sin«/  J 2 


r/  = l-- 


[l+(Li;Uf)n+2co.„.iad 

L Vr^  sinrr/  J 


Es  ist  aber  noch  der  Arbcilsverlusc  abzuziehen,  welcher  durch  die  Beibnng  am 
I,  ‘“®  Sei  G das  TnrbinengcwirhC,  r,  der  Zapfcnhalbmcsser,  » der 

Kcibungscocfricicnt,  so  ist  dieser  Verlust: 

Ist  die  Beaufschlagung  eine  inssere,  so  sind  Qbrigens  ti  und  e,,  r und  r,  zu  ver- 
tauschen. 

k ist  bei  Turbinen,  welche  nnter  Wasser  gehen,  vom  Oberwasser-  zum  Unter- 
wasserspiegel , von  solchen , die  in  freier  Luft  gehen , vom  Oberwasser  bis  mr 
Mute  der  AnsmDndnngen  des  Rades  zu  nehmen. 

Wegen  der  Bewegungshindernisse  ist  nicht  genau  e,=v  für  den  vortheilhaf- 
testen  Gang , um  so  mehr,  wenn  Stoss  stattfindet.  Sehen  wir  also  von  der  vor- 
theilbaftesten  Geschwindigkeit  ah,  nehmen  aber  an,  dass  die  Schütze  ganz  offen 
sei,  also ; 

Ec  = ^’,  c,,  csina  = c,  sin/3, 
und  es  ergibt  sich  wieder : 


[^+f  (^)  +fi]  c,’+2^^jic,ecos«-e*=2j(A-y), 


oder; 


F r 

-f2-y  ~c,vco»o—»'  ='2gh. 


woraus  sich  c,  in  v ergibt.  Bestimmt  rann  c , so  ist: 


2y  I 

KF,  cos  er  F,  cos  r,  1*  « ^ •.  »A 

— +('•.  -2<-, 

Geht  da.H  Rad  unbelastet  mit  Geschwindigkeit  e,  um,  so  ist  L,=0,  und 
wenn  man  die  Gleichung  für  c,  berOcksichtigt: 

e,  = ^ cos  n -|- cos  c , . 

Der  Werth  von  r,,  der  sich  hieraus  ergibt,  ist  in  die  Gleichung  L,—0  zu  setzen, 
wodurch  man  v,  crbfilt. 

27* 
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14)  Anordnung  der  Le  i t sch  an  f cl  t ii  r hi  n e n. 

Es  ist  onUvcder  (J  und  li  gegeben,  oder  h und  L,  woraus  dann  ()  = — — 

fj  hy 

folgt,  (f]  ist  ungefähr  0,75  zu  setzen.)  a igt  beliebig  » man  nimmt  ihn.  wie  ge- 
zeigt,  gleieh  20  bi«  Soll  «Jas  Wasser  ohne  Drmk  ciiilreicn,  so  ist  ^ = 2ir. 

Damit  aber  beim  Tieferstcllcn  der  Sehüize  der  Druck  nicht  negativ  wird  , ist  zu 
setzen  : 

,S  = 2n  + 20“  bi«  2«4-4<>V 

Das  Verhältnis«  v = — nimmt  man  gcwfihnltch  125  his  1,5.  Ist  ß grosser,  so  ist 
r kleiner  zu  machen.  Man  hat  ferner: 

sin  n sin  ß 

sin  J = -— — T. 

sm  (ji  — o) 

rr,  ß und  t'  sind  jedoch  so  auszuwühlcn,  dass  tf  nicht  über  20®  beträgt.  Machen 
wir  noch  die  Bedingung,  dass  Hie  Geschwindigkeit  im  Reservoir  nicht  Ober  3 Fass 
steige.  Im  Gicnzfal)  ist  dann: 

also  r^=0.326  VP- 

(Cj  in  Fürs,  (>  in  Cubikfuss). 

Die  innere  Kadgeschwindigkeit  war: 


= j/_, 

1/  2 t\n  ß cos  rt 

» 8in(;9— ft) 


2gk 


nnd  die  Austrittsgeschwindigkeit: 


der  Querschnitt: 

die  Eintrittsgeschwindigkeit: 

der  Querschnitt: 


t*(  sin ß 

‘ sin  — 

Q sin  (/?  — ft) 
V,  sin ß * 


sin  (;?—«)' 


h\- 


(>  sin 


sin  ft 

die  äussere  Uad-  und  die  Anstiittsgeschwindigkcit : 


t;=:c,=:ri  j, 

der  Inhalt  aller  Ausmündungen  des  Rades: 


die  Umdrehungszahl  in  der  Minute: 


30r  - t’ 

« = — = 9.55  — . 

nr  r 


Koch  ist  die  UadscbnufeUahl  und  die  Dimensionen  der  Uadmflndungen  za  bestim* 
men,  Ks  ist  anzunehmen,  dass  tlle  A usHiissOnnungen  vom  Gosammtinhalt  die 
dur<'h  die  uu.vsercn  S«*hrtufcln  //,,  ti^.  . . (Flg.  207)  gelegten  Qucrsrliniile  ÄjO, 
IfjDj  . . . bilden,  r die  Kntferming  CM  «Icr  Milte  der  Mündung  H^Ü  von  der 
Axe  ist,  lind  c die  l'mdreluingsgesehwindigkcit  des  Punkte«  /t/.  dann  ist  J der 
Winkel  SM1\  den  «lic  Axe  «los  bei  Hl)  mislretendcn  Strahle«  mit  Tangente  MT 
cinschliesst.  Sei  n die  Anzahl  der  Uudschaufcln,  s ihre  Stärke,  d die  Weite  B^i) 

der  Ausmündungen,  e die  Uadweilc  oder  Schaufclhühc,  A = also  der  Qaer- 

a 

schnitt  der  Ausmündaugen: 
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Fie.  207. 


F,z=nde  = nXd>=^, 


und  die  Anzahl  der* Schaufeln; 


Da  der  Querschnitt  der  Schaufeln  twe  ist,  so  hat  man: 
F,  = ^2.t  r sin  «> 


also: 


, F, 

2rtr  sind— 


IFjs' 


und  ann&hernd ; 


._F^ 

’ 2a  r sin  J 


2a  r sin  cfii^ 


Man  setzt  1 = 2 bis  5.  ersterer  Werth  wird  bei  langen,  wenig  gekrümmten  Rad- 
canälen TOrgezogen.  Die  Weite  der  Au.smUndungcn  und  die  Schanfclzabl  sind 
nnn : 


n = 


l£j 

e* 


Die  Anzahl  n,  der  Lcitscbaufeln  ergibt  sich  folgcndcrmaassen.  Es  war; 

F 2a r,  sin« 

Fj  2a  rsin  (f  ' 

Bei  der  Leitscbanfelstürke  s,  aber  ist: 

F 2ar,  sin«—»,  i, 

F,  ~ 2arsind— ns 
Die  Yereinignng  beider  Qleichnngen  gibt ; 

_ n sin  « 

~rsin(f 
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15)  Scbaufolconstructi  on. 

Die  Schsiifcln  sind  narh  Kreisbögen  lu  gcsiniten,  und  zwar  die  Lcilscbaiifeln 
als  ein  Bugen,  die  Kadscliaufrln  als  anei  sieh  berührende.  Ks  wird  mit  liadins 
r,M  = r (Fig.  207)  ein  Kreis  beschrieben,  Tangente  MT  nngciragon,  und  Winkel 
SMT—<f  (Ausflusswinkcl)  nach  der  obigen  Bestimmung  angelegt.  Der  Theil- 
300*  */• 

Winkel  '/= gibt  nun  Id,  s=rsinJlg  und  man  trögt  .HB,  = df/l  = </,  nach 

r * 15 

hcitlcn  Seiten  recliiwinklij;  auf  )9S  nn,  xicht  CB^  und  innclit  Winkel  B ^VR 
beschreibt  aus  C durch  B^  und  0 Kreise  B^B  und  der  erstere  stellt  den 

ttusscren  Kadumfang  vor,  //,  B^  sind  die  Schaufelcndcn.  Man  legt  BO  mm  to, 
dass  Winkel  ROl)^  BCB^-zz>f  ist,  dann  ist  O der  Mittelpunkt,  BO^OO^a 
der  llnlbmesscr  des  vom  äussersten  Schaufclendo  gebildeten  Bogens  BO.  Man 
macht  = und  wird  der  Mittelpunkt  des  EndslQckcs  B,/i,  der  fol- 

genden Schaufel. 

Denn  cs  ist: 

MM,=2ts\n^,  VOM^  = ,,,  O.H.V,  =90*-SHr- TH  A/,  =90- (^+ d). 
HM,O  = 90-(|--<r). 

Ferner : 

OM,  : MM,  : O.H  = sin  OMM,  : sin  MOM , : sin  MOM, 

also : 


oder; 

O.W,  = r cos  d— rsin  dtg-^,  O.tf  = rcos4+  r sin  d lg 

aber: 

MO=  A/fi,  = Jf , ß= ^ = r sin  d tg 

also: 

Oß=  O.H,d-A/,ß=reos  d,  OD=  O.H  — .MD  = r cos  d, 

OB=OD  = a = rco»  d. 

Durch  Constructlun  wird  a gefunden,  wenn  man  C/l=IMS,  und  MR  senk- 
recht auf  MS  zieht,  dann  ist  MR  = a. 

Da  das  Sehaofelcndc  B,  parallel  dem  gegenüberliegenden  Schaufclclcmcnte 
D ist,  so  fliesst  der  Strahl  ohne  Contraction  ans,  was  also  das  Zweckmkssigste 
ist.  Der  innere  Theil  DA  der  Kadschaufel  bildet  auch  einen  Kreis.  Sei 
KD  = KA  = a,  der  Halbmesser.  Im  Dreieck  CMK  ist  nnn : 

C.l/=r,  MK=a,+^,  Winkel  CMK  = SMTz=J, 

also : 

C’K’  = r*-j-(n,-|-^)  _2r  (o,-fi)cosd. 

Im  Dreieck  CAK  ist: 

CA  = r„  AK=a„  Winkel  CAK=19Q-ß, 

also : 

C/f>  =r,’-f  o,’-|-2r,  a,  cos  ß, 
also  durch  Gleicbsetzen  beider  Ausdrücke: 
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FiR.  208. 


r’  — r,’  — r d,cos  tf+-^ 

2(rco«</+<"i  co«^)— (fj  ‘ 

Um  diesen  Halbmesser  auch  durch  Con- 
struction  su  finden,  lege  man  an  DO 
(Fig.  208)  Winkel  OOF=180-/J,  mache 
DF=r.,  siehe  CF  und  in  der  Mitte  H 
dieser  Linie  errichte  man  Loth  HK,  wel- 
ches DO  in  K schneidet,  dann  ist  K 
das  Centrum  von  Bo;:cn  DA , der  das 
innere  ScbaufclstQck  bildet.  Denn 
KA  = KD,  CA  = FD,  CK=FK,  also 
Dreieck  CAK^FDK,  also: 

Winkel  CAK=FDO  = im-ß. 

Was  die  Leitschanfel  anbetrifft,  so  trage 
man  AL  (Figur  207)  unter  Winkel 
a an  die  Tangente  AK  des  inneren  Rad- 
nmlanges,  errichte  darauf  ein  Loth  und 
schneide  dies  durch  eine  in  der  Mitte 
E des  Halbmessers  CA  errichtete  Nor- 
male in  C.  Dieser  Funkt  ist  Mittel- 
punkt der  Leitschaufel  AF-,  Der  Halb- 
messer GA  = GC  derselben  ergibt  sich  : 

a.  = . Die  Mittelpunkte  der  übri- 

’ 2cob« 

gen  Scbaufelbogen  befinden  sich  in  den 
mit  CO,  CK,  CG  beschriebenen  Kreisen. 

16)  Anordnung  der  Turbin’en 
ohne  Leitschaufeln. 


1,3.  weil  sonst  die  UadkanSlo  zu  lang 
ausfullcn.  Der  Zutritt  des  Wassers  er- 
folgt mit  2 Fuss  Geschwindigkeit.  Es 
ist  also: 


= l/^=0,4V(?,  r = vr,=0,4vVQ. 

I 2 fl 


r 

Sei  nun: 


tg^>_.,  >(!  + {.)_ 


cos  tf 


=/> 


wo  man  in  der  Regel  tf  = 10  bis  20*, 
fnf,  =0,075  nimmt,  dann  ist: 


c=-.,xeß. 

„ = ^ = 9.55-^,  F=-f.  F,=S, 

■nr  r c c, 

F _IF, 

* 2nr,’  " e*  ’ 

und  da  F,  = (2nr  sin  <f— ns)  e (s  die 
Schaufelstarke),  so  Wl: 

._(e-fl.)F, 

2/1  re* 

ß und  y sind  so  auszuwihlen,  dass  if 
nicht  viel  über  15“  beträgt. 


Fehlen  die  Leitschaufeln,  so  sind  die 
Verhältnisse  zumTheil  anders  zu  nehmen. 

Es  ist  n = 90“,  ß wird  140  bis  160 
Grad  genommen,  damit  man  einen  mög- 
lichst kleinen  negativen  Druck  an  der 
Cebergangsstello  erhalte.  Das  Halb- 

messerverhältniss  y= — ist  hier  1,15  bis 
>•1 


17)  Schottische  Turbinen. 

Die  schottischen  Turbinen  unterschei- 
den sich  insofern  von  den  eben  beschrie- 
benen, als  ihre  Radkanäle  getrennt  sind. 
Wegen  der  grösseren  Breite  derselben 
tritt  das  Wasser  mit  Stoss  ein,  auch  ist 
eine  grössere  Auswahl  in  der  Form  oder 
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OtOko  gegeben.  Nanicnllich  kann  J viel  kleiner  gemacht  werden.  Die  sehotti sehen 
Turbinen  werden  bei  grossem  Gefalle  und  wenig  Wasser  darum  angewandt,  weil 
man  die  Anzahl  der  Kanäle  beliebig  klein  nehmen  kann.  Wird  eine  ZiiHutrge- 
sehwindigkeit  von  6 Fiiss  liöelistcnb  vorausgesetzt,  so  ergibt  sieh : 

'•.=  l/j^  = 0,23  VC>. 

— =v  ist  gleich  2 bis  4 zu  setzen,  je  nach  der  Anzahl  der  Schwungröhrcii.  Die 
r I ^ ^ 

Grössen  F ,,  F,,  r,  r,,  c sind  wie  iin  vorigen  Abschnitte,  endlich  die  Undhöhe  und 
die  äussere  Weite  der  lindknn.älc : 


r — 


{ ist  etwa  gleich  0.1  zu  nehmen,  und  mindestens  gleich  0,075. 

Der  Schwungröhrcnnxo  gibt  man  die  Form  einer  Archimedischen  Stpirale.  Da 
die  Axen  radial  an  das  llcservoir  stossen.  so  findet  durch  den  Stoss  ein  ent- 
sprechender Arbcitsvcriust  statt.  Die  Aiisflussgeschwindigkeit  ist: 


(l  + C,)c,’  = 2jx-(-c*-ft)»-r,*, 

und  wegen: 

2ffX-fc>  = 2jA-fc«  : 

woraus  sich  c,  ergibt. 

Die  dem  Arbeiisverlust  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  ist,  da  das  Wasser 
beim  Eintritt  plötzlich  die  Tangentialgcschwindigkeit  t»j  annimmt: 

y = (c,‘  + v‘-2c,  VCOBcf+V,'  + C,  + 

2^ 


also  die  cffcctive  Leistung: 


= W‘”-“COscf  |/ TTcT^IJ’ 


L = lv}'(2ffA—(c’+i/,v’)-yv’] 

X9 


X- 


_ V(l+  fl) 


cos  J 


, V'=i-4 


ist.  Wegen  des  kleinen  { kann  man  auch  setzen: 

i = [cV'(2y*-tj,t.’)-^i,*] 

und  dann  ist  die  vortheilhafteste  Geschwindigkeit  wie  oben : 


e = l/. 


mt 


Lässt  man  f ausser  Acht,  und  nimmt  J = 0,  so  ist  x = l und  die  vortheilhafteat« 
uescowiodigkeit : 


1/ 


’l  + v’ 


idso  der  Wirkungsgrad  desto  grösser,  je  länger  die  Sebwungröhren  sind.  Noch 
bat  man : 
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t 


'■‘“r  1^-",  ’ 


£> 


niU88  klein  sein. 


ilnmil  <Ut  Wider- 


stand beim  Eintritt  geriii);  sei,  nlsu  /■' 
möglicbsl  gross,  wenigstens  su  gross, 
dass  c nicht  grösser  ist,  als  die  Geschwin- 
digkeit des  zuflicssenden  Wassers.  Dies 
wird  erreicht,  indem  man  den  Quer- 
schnitt der  Eintrittsmündung  gleich  dem 
des  Zuleitungsrohrcs  macht,  also : 


'2i  r,  e = n r,*. 


Fig.  209. 


oder; 


tritt  in  die  Kernröhra  C ist  zu  berflek- 
sichtigen.  Der  Wirkungsgrad  kann  dann 
auf  J gesteigert  werden. 


ausserdem  ist; 


Mit  Vortheil  kann  man  statt  der  ge- 
trennten Schwangrohren  einen  einzigen 
Schwangring  (Fig.  209)  AA  mit  güt 
abgerundeten  conoidiseben  Mundstücken 
BB  anwenden.  Die  Hindernisse  im  Rade 
sind  dann  sehr  klein,  nnd  nur  der  eben 
betrachtete  Arbeitsrerlnst  beim  Ueber- 


Turbinen  mit  dussererBe- 
aufschlagung. 

Turbinen  mit  äusserer  Beaufschlagung 
sind  wie  die  Foume;.on’schen  zu  be- 
rechnen, wenn  man  r,  v,  auf  das  ein- 
tretende, rv  anf  das  austretendd  Wasser 
bezieht. 

Die  Leitschaufein  LL  (Fig.  210}  mö- 
gen dem  Rade  RR  mit  Geschwindigkeit 
e das  Wasser  zuführen.  Es  ist  dann 
Winkel  cAo,  =n,  und  wie  oben: 


Fig.  210. 


2cc,  cos  n, 

nnd  da  dnreh  die  Centrifugalkraft  das  Arbeitsvermögen  Qy 

geht; 


2s 


2? 


verloren 


2c  ti,  cos  o 

2j  ■ 
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Also  wenn  man  scut: 


*,+*,  = *,  (I+C)_=A.-x, 

(1  f-C,)  c,’  = 23  A + I/’  — 2r  I'i  ros  (t  — fc’, 


2g  A 

2sin;JcoBrt  / 8111,3 

sin(jj— n)  \«in(^  — fr). 


V ist  aber  liier  ein  cehtcr  Bruch  . wes- 
halb ilic  vorlhcilhaftestc  Geschwindigkeit 
etwas  grosser  ist  als  bei  innerer  Beauf- 
schlagung. Jedoch  ist  dies  nicht  von 
Belang.  Bei  gleicher  Geschwindigkeit 
verhalten  sich  nun  die  Umdrehungszahlen 
beider  Arten  von  Turbinen  wie  die  Halb- 
messer und  also  wenn  u.  u,  die 

entsprechenden  Umdrehungszahlen  sind; 


u 


Die  mit  äusserer  Beaufsohlagnng  dreht 
sich  also  weniger  oft.  Da  auch  e,=e 
hei  denselben  kleiner  ist,  so  sind  auch 
die  Hindernisse  geringer.  Aber  wegen: 

. . 1 sin  «sind 

s<’  sin(^— n) 

haben  dieselben  einen  grösseren  Aus- 
trittswinkel, und  deshalb  wird  der  Wir- 
kungsgrad für  sie  geringer. 

19)  T u r binen w el  1 e,  Zapfen. 

Die  Starke  der  Turbiiienwelle  bestimmt 
sich  nach  den  Segeln  der  Torsions- 
festigkeit: 

s 

i/  = 0,355V(Pr)  = 6 Zoll, 

wenn  r in  Fnscen  gegeben  ist.  Die 
Stärke  des  Zapfens  wird  gewöhnlich 
Id  h\%  genommen.  Sind  1500  Pfund 
Druck  auf  den  Quadratzoll  zulässige  und 
G das  Gewicht  der  armirten  Welle,  so 
wäre : 


zu  machen , weil  »ie  durch  die  KeiUpur 
abgcscliwächt  werden.  Man  nimmt  sie 
gewöhnlich  { d^  und  die  Wanddicke  der 
Hülsen,  womit  lladteller, und  Transmit- 
sionsrnd  aufsitzen , somit  ist  der 

äussere  Durchmesser  einer  sulchen  Hülse: 

d,=a+2-  i)d=\\j. 

Ist  noch  s die  Stärke  des  Uadlellcrs,  wo 
er  an  seiner  lliilse  aufsitit,  so  ist 
der  Inhalt  der  c/lindrischcn  Fläche,  wo- 
mit er  mit  der  Hülse  zusammenhängt. 
Sei  K der  Festigkeitsmodul , so  ist 
n d,tK  die  Kraft  zum  Umdreben  des 
Tellers,  also  das  Moment: 

Pr  = ^d,*.K, 

und : 

Pr 

‘“löOOvrf,’’ 

und  da: 

Pr=  12  • 4870  ^ Zollpfnnd 
beträgt : 

. = 12,4^=3375;^. 

Jedoch  ist  die  Stärke  in  der  Praxis  noch 
grösser  za  nehmen,  und  zwar  gleich  der 
des  Bodcntellers.  Was  den  letzteren  an- 
betrifft,  so  denken  wir  nns  denselben 
massiv,  und  durch  den  Wasserdmek  längs 
des  Durchmessers  2r,  in  zwei  Theile 
getheilt;  sei  die  Dmckhöhe  k,  so  ist  der 
Druck  auf  jeden  Tbeil: 


1500n  ^=<7, 

4 

also: 

<f,  =0,03  yc  Zoll. 

Dies  gilt  jedoch  nur  för  langsam  um- 
gehende Wellen.  Bei  Turbinenzapfen 
mnss  die  Stärke  mtt  u wachsen,  wegen 
der  grösseren  Wärmcentwickclung.  Man 
kann  daher  setzen  : 

<f,  =0,03  V'C  (1+0, 01^)! 

Die  Wellenköpfe,  d.  h.  diejenigen  Wcllen- 
theile,  wo  der  Badtellcr  und  wo  das 
Transmissionsrad  aufsitzen,  sind  stärker 


P=Jnr,*  ky, 

und  da  der  Schwerpunkt  eines  Halbkrei- 
ses die  Entfernung  y = ^A  vom  Mittel- 
punkte  hat,  so  ist  das  Moment; 

= Ay- 

Für  dies  Moment  ist  aber,  wenn  s die 
Höhe  der  BruehBäcbe,  2C|  die  Breite 
ist,  nach  der  Theorie  der  relativen  Festig- 
keit zn  setzen: 


Py=- 


2r, i*  T 


6 


und  daher: 
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j» 


_2r,*  A/ 

“ T * 


wo  ^ = G6,  TrriXKX)  (all)  l*fuiul  xu  neh- 
men ist,  also: 


i = 0,12r,  \h  Zoll. 

Tf  und  A sind  in  Fussen  i;cgcbcn.  Der 
Steifigkeit  wegen  aber  setzt  man  uoeb 
0,33  Zoll  tu  j tu. 

Der  Zapfen  muss  w*cgcn  seines  grossen 
Heibungsmomentes  sehr  gut  angefertigt 
und  geClt  sein.  Um  die  reibende  Fl&eho 
zu  vergrössern , macht  man  ihn  dick, 
meistcntheils  nur  wenig  schwacher  als 
die  Welle,  auch  muss  der  Zutritt  des 
Wassers  zwischen  den  UcibuDgsÜächcn 
verhindert  werden.  — Am  Zupfen  unten 
und  auch  am  oberen  Knde  der  Welle 
sind  Lagerungen  anzubriogen. 

Dergleichen  sind  von  Cadiat , Four- 
neyron  und  Laurent  angegeben  worden 


20)  Vergleich  der  Turbinen 
unter  einander. 


Ans  dem  Gesagten  geht  jetzt  hervor, 
dass  die  mechanisch  vollkommenste  Tur- 
bine die  mit  Leitschaufelapparat  ist,  da 
demWasser  durch  sie  fast  alles  Arbeits- 
vermögen entzogen  wird.  Bei  den  Fonr- 
neyron’ichen,  Cadiat’schcn  und  Wiihelaw- 
schen  ist  die  Radgeschwindigkeit  ziem- 
lich gleich,  0.7  \(^gh)  bis  y(2jA),  aber 
die  Maximalleisiung  verschieilen,  näm- 
lich bezüglich  0,75,  0,65  und  0,5  bis  0,6 
der  Totalleistuog.  — Im  Allgemeinen 
kommen  die  Fourneyrou'schcn  und  Cu- 
diat’schen  Turbinen  bei  kleineren  Ge- 
fällen und  grösseren  Aufschlagmcngen, 
die  Withclaw'schen  auch  bei  kleineren 
Gefällen  aber  bei  kleineren  Wassermen- 
gen in  Anwendung.  Man  kann  aber 
auch  die  lebendige  Kraft  des  von  Tur- 
binen ohne  Leitschaufeln  abströmenden 
Wassers  zur  Bewegung  einer  zweiten 
Turbine  benutzen. 

Versuche,  welche  Morin,  Ucdtcnbachcr, 
Combes,  Morris  und  Marozenu  ungcstcllt 
haben,  bestätigen  diese  Verhältnisse. 

21)  IlydropneumatisAtion, 
D i ff  u sor. 

Von  verschiedenen  Mitteln , nm  die 
Leistungen  der  Turbinen  zu  vermehren, 
ist  zunächst  Girard’s  llydropneumatisa- 
tion  zu  merken.  Sic  besteht  darin,  dass 
man  die  Radstube  von  oben  mit  einem 
luftdichten  Mantel  umschlicsst,  und  den 
abgesperrten  Raum  mit  comprimirter 
Luft  füllt,  wodurch  der  Austritt  des 
Wassers  unter  Wasser  verhindert  wird. 
Eine  Turbine  leistet  nämlich  weniger, 


wenn  sie  unter  Wasser  umläuft,  als  in 
freier  Luft.  Diese  Different  ist  zwar 
gering  bei  vollständig  geöffneter  Schütze, 
ist  dies  aber  nicht  der  Fall,  so  findet 
beim  Eintritt  des  Wassers  ins  Rad  eine 
plötzliche  Gcschw’indigkcitsändcrung,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  statt.  Der  dadurch 
sich  ergebende  Verlust  am  Wasserdruck 

wächst,  wenn  das  Vcrbältniss  ~ der 

Höhe  der  SchützcnmQndung  gegen  die 
Rodhöbo  abnimmt.  Ist  nämlich  c die 
absolute  Geschwindigkeit  des  cintreten- 
den  Wassers,  so  ist  die  Ausflussgcschwin- 

digkeit  ans  der  Schütze  — c,  nnd  der 

Druckhöhcnvcrlust : 


Dieser  Verlust  ftllt  weg,  wenn  man  wie 
bei  der  Ilydropneuroatisation  Luft  bei 
tieferem  SchOtzenslando  zuleitct.  Bei 
den  von  Girard  angefcrtigtcn  Turbinen 
wird  eine  Compressionspumpc  mittels 
der  Turbine  selbst  in  Bewegung  gesetzt, 
und  drückt  die  Luft  in  die  Radstnbe, 
wahrend  eine  Röhre  die  etw'a  zu  stark 
gepresste  Luft  wieder  abfuhrt. 

Bei  den  GirardVhen  und  auch  bei 
einigen  anderen  Turbinen  wird  überdies 
den  Radkränzen  eine  conische  Form  ge- 
geben, um  den  Querschnitt  F,  der  Aus- 
flussöffnung zu  vergrössern.  Sei  e die 
äussere,  die  innere  Radhöhe,  seist: 


c,  ^ V F sin« 

r ” c*  F,  re  sind  * 

also : 


sin  (f : 


sinn  i\nß 
sin  </*—«)  * 


Bei  Turbinen  mit  ebenen  Radkränzen 
aber  war : 


. . 1 sina  sin/? 

smdrr  — 

V*  sin  {ß—a) 

Es  kann  also  durch  die  conische  Form 
der  Austrittswinkcl  J und  somit  die 
Geschwindigkeit  w des  abflicssenden 
Wassers  verringert  werden. 

Gleiches  w’ird  erreicht  durch  den  Dif- 
fusor von  Boyden.  Er  besteht  in  einem 
sich  von  innen  nach  aussen  erweiternden 
ringförmigen  Raume  , der  das  Rad  um- 
schliesst,  und  durch  welchen  das  Wasser 
in  die  Radstubc  und  von  da  ins  Unter- 
wasser gelangt. 

Ist  Aftlt  (Fig.  211)  ein  Tbeil  des  Ra- 
des, BOS  ein  Thcil  des  Diffnsors,  c, 
wieder  die  relative  Geschwindigkeit,  mit 
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wcK'her  ilnii  Wasser  bei  ß aus  dem  Kadc  tritt,  und  welche  sich  mit  der  Umdre- 
huii|;sf;cBehwindigkeit  v zur  absoluten  Geschwindigkeit  tc  vereinigt,  mit  der  das 
Wasser  in  den  DilTusor  tritt.  In  denselben  lauft  es  fast  in  Richtung  Bl)  grad- 
linig, und  tritt  bei  D mit  Geschwindigkeit  ir,  ans.  Seien  die  Halbmesser  CB  = r, 
Cö  = r„,  « und  r,  die  innere  und  ausscro  Uiffiisnrweitc , der  Anstritiswinkel 
TBc,  = J,  und  der  Winkel  Tßl),  unter  welcbem  das  Wasser  in  den  Diffusor  tritt, 
gleich  9,  VDw„  unter  welchem  cs  austritt,  gleich  9,,  dann  ist: 

CB  _ sin  C'DB 
CD  ~ “sin  CBD' 

also : 


cos  9, 


cos 


reu  sind  = roicsin9  = r,  e,  IT,  sin  9„ 


also  die  Austrittsgeschwindigkeit : 
sin  9 


- r s S'n9  _ r e j 
• r,  e„  sin  9,  r,  e„  \ r» 

Fl r cos  9' 

» To* 

r e , 

Da  — und  — kleiner  als  Eins,  so  ist  ir,<ic,  also  das  Arbeitsvermögen  beim 

Austritte  ans  dem  Diffusor  kleiner  als  bei  dem  aus  dom  Rade.  Aber  cs  ist  auch 
•e  grösser , als  dies  ohne  Diffusor  der  Fall  ist.  Denn  sei  y die  Druckhohe  beim 
Uebergangc  in  den  Diffusor,  so  ist: 


und: 


'■i*=2j(*i— 2cu,  cos n, 


also  wenn  ti  = c, 


«o’  = »’+2j(j(— A,), 

genommen  wird: 


d.  h.: 


w „ » = IC  » -f  2j  A — 2c  ti , cos  n. 


IC  = 2c  sin 


d 

2’ 


c,  sin^ 
sin(jj— n)’ 


r c vsind 
r,  e,  sin  9, 


woraus  sich  ergibt : 


r e vsind 


sin^cosn  , i 

1* 

sind’  1 

sin(jj— n)  2 ' 

1-1 

ri 

■ =29  A, 


worans  sich  v ergibt. 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  ffir  ic„  so  bat  man  ic.  selbst,  d.  h. 
die  Geschwindigkeit  des  ausffiessenden  Wassers. 
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22*)  Einige  andere  Arten  ron 
Turbinen. 

Uvi  den  Turbinen  von  Fontaine,  Ilcn- 
•chel  und  Jonval  bcllndet  »ich  der  Leit- 
schaofclapparat  über  dem  Rade,  so  dass 
das  Wasser  von  oben  nach  unten  ius 
Kad  tiitt,  nnd  von  der  Grundflnebe  aus 
abgeführt  wird.  Bei  Fontaine  hellndct 
sich  die  Oberfläche  des  Uniorwnsscrs 
unmittelbar  unter  oder  über  dem  Uadc, 
bei  Henscbel  bildet  das  nnsstrümemic 
Wasser  noch  eine  Säule  über  dem  Unter* 
Wasser.  Die  Jonvarsebe  Tuibinc  ist 
der  Fontaine’scbcn  ähnlich.  Die  Schau* 
fein  bilden  bei  allen  diesen  Turbinen 
windschiefe  Flächen.  Einen  wesciit* 
lieben  Vorzug  vor  den  Fourneyron'schen 
Turbinen  scheinen  dieselben  nicht  zu 
haben,  weshalb  wir  ihre  genauere  Theo* 
rie  hier  übergehen;  ebenso  die  der 
Schraubenturbinen,  die  den  Fourneyron* 
Bchen  ähnlich  sind , nur  weniger  Schau* 
fein  haben. 

Die  Turbinen  im  Allgemeinen  haben 
den  Vorzug  vor  verticalen  Wasserrädern, 
dass  sic  bei  Gefällen  bis  500  Fuss , die 
letzteren  nur  bis  50  Fass  anwendbar 
sind,  während  im  Allgemeinen  die  verti* 
calen  Wasserräder  den  grösseren  Wir- 
hnngsgrad  haben.  Ferner  wird  durch 
▼eräoderliches  Gefälle  der  Wirkungsgrad 
der  Turbinen  nicht  sehr  gestört,  dagegen 
Tcrhält  es  sich  umgekehrt  bei  Veräu* 
^ dernng  des  Aufschlagqnautams,  nnd  dies 

gibt  in  vielen  Fällen  den  verticalen  Rä* 

I dern  ein  entscheidendes  Ucbcrgewicht. 

{ • 

Fig. 


Bei  Turbinen  lassen  sich  aber  auch 
weit  schnellere  Umdrebungszabten  erzie- 
len, was  jedoch  nicht  in  vielen  Fällen 
gefordert  wird. 

Das  Prinzip  der  Roaciiunstuibincn  Ist 
übrigens  in  neuester  Zeit  auch  auf  ver* 
licalc  Wasscriäder  angewandt  worden. 

Weiteres  über  Turbinen  findet  man 
namentlich  in  Wcissbaeh's  Ingenieur* 
und  Maechinenmeelmnik , Bd.  2.  Das 
angeführte  W'erk  buben  wir  diesem  Ar- 
tikel zu  Grunde  gelegt. 

Wassersäalenmaschine  (Hydraulik). 

1)  Allgemeines. 

Die  Wassersäulenmascbincn  werden 
wie  die  Wasserräder  durch  eine  vorhan- 
dene Wasserkraft  in  Bewegung  gesetzt, 
jedoch  ist  diese  Bewegung  hier  keine 
rotirenüc,  sondern  eine  auf-  nnd  abge* 
bendc.  Das  Wasser  tritt  in  einen  Sam- 
melkastcn  A (Fig.  212) , von  da  in  die 
Einfallsröhre  AB  nnd  in  den  Stiefel  oder 
Treibcylinder  C,  wo  es  den  belasteten 
Treibkolben  K hebt.  In  dem  Commn- 
nicationsrohre  BC  befindet  sich  die 
Steuerung,  hier  ein  T förmig  durchbohr- 
ter Hahn,  welcher  abwechselnd  die  Ein- 
fallsröbro  verbindet  und  trennt.  Im  er- 
Steren  Falle  wird  der  Kolben  bewegt,  im 
letzteren  flieset  das  unter  dem  Treib- 
kolben befindliche  Wasser  in  das  Aus- 
gussrohr HDj  während  der  Kolben  nie- 
dergebt. Wird  dies  Niedergehen  bloi 
durch  das  Gewicht  des  Wassers  bewirkt, 
so  ist  die  Maschine  eine  einfach  wir- 

212. 
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kendc,  treibt  aber  der  Wasserdruck 
den  Kolben  herunter,  so  heisst  sie  dop- 
pelt wirkend.  Bei  der  letzteren  Art 
gebt  das  Wasser  erst  den  Weg  AHC 
(Fig.  213)  und  treibt  den  Kolben  nieder, 
wihrend  das  abgeschlossene  Wasser  un- 
terhalb des  Kolbens  auf  dem  Wege 
abfliesst;  dann  geht  das  Wasser 
auf  dom  Wege  A Ä,  C,  unterhalb  des 
Kolbens , und  das  Ober  demselben  be- 
Ondlieho  flieset  auf  dem  Wege  COI)  ab, 
zur  Kegelung  dient  hierbei  eine  dem 
Vierweghahn  einer  Damplmasrhine  glei- 
che Steuerung. 

Ferner  gibt  cs  ein-  und  zweicylindrige 
Maschinen.  Während  bei  den  letzteren 
(Fig.  214)  das  Dmckwasser  den  Kolben 
A'  aufwärts  schiebt,  gebt  Kolben  K^ 
nieder,  und  das  Wasser  unter  ihm  flieset 
auf  dem  Wege  C^B,'D  ab,  uud  während 
A',  aufgeht,  wird  das  Wasser  unter  dem 
niedergehenden  Kolben  K auf  dem  Wege 
CBD  entfernt. 


2)  Construction  der  Theila 
einer  Wassersäulenmaschine. 

Der  Sammel-  oder  Einfall- 
kasten  muss  möglichst  gross  nngefer- 
tigt  werden , damit  sich  das  Wasser  ab- 
klärcn  und  beruhigen  kann;  Rechen 
oder  Gitter  halten  fremdartige  Körper 
ab.  Sollte  das  Wasser  unrein  sein , so 
bringt  man  mehrere  Scheidewände  an, 
um  dem  Wasser  vermittelst  seiner  scblan- 
genförmigen  Bewegung  Gelegenheit  zum 
Absetzen  der  fremden  Körper  zu  geben. 

Die  Einfallsröhre  mUudet  min- 
destens 14  Fuss  Ober  dem  Boden  des 
Einfallkastens  und  3 bis  5 Fass  unter 
dem  Wassers|grgel , um  das  Eindringen 
fremder  Körper  und  das  Entstehen  eines 
Lufttrichters  zu  vermeiden , auch  lässt 
man  zuweilen  die  MOndnng  nach  unten 
gekrOmmt  sein.  Eine  Klappe  oder  ein 
conischcr  Zapfen  gestattet,  sie  mittels 
eines  Hebels  zu  vcrschlicsscn. 

Die  Länge  der  EinfallrOhrcn  beträgt  5 
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bis  8 Foss;  sie  hsbcn  | bis  1 der  Weite 
des  Trribcjflinders.  Die  Siirke  der 
Winde  ist  { bis  ) Zoll,  wobei  die  klei- 
nere Stirke  den  oberen,  die  grossere  den 
nntcren  KinfsllrObrcn  gegeben  wird. 

Ist  e die  Starke,  i/,  die  innere  Weile 
in  Zollen’,  p der  Wssierdruck  in  At- 
mosphären. so  kann  man  seuen: 

« = 00025 //(/,-f 0,75  Zoll. 

Die  einielnen  Tbeile,  aus  denen  die 
RObre  besteht,  sind  entweder  durch 
Muffen,  oder  durch  Krinsc  und  Schrau- 
ben verbunden. 

Der  Stiefel  od  er  Trei  hey  li  nder 
wird  aus  Gusseisen  o<ler  der  Politur 
wegen  ans  Kanonenmciall  gefertigt. 
Man  macht  ihn  mehr  lang  als  weit,  so 
dass  der  Kolbenhub  s 2^  bis  G mal  so 
gross  ist  als  der  Kolbendnrchmestcr  d. 
Es  ist  nlmlieh  eine  langsame  Bewegung 
(3  bis  6 Spiele  in  der  Minute)  su  er- 
siclen.  Die  mittlere  Qesehwindigkeit  des 
Kolbens  v ist  etwa  gleich  1 Fass  su 
nehmen,  damit  die  Kinfallsgcsehwindig- 
keit  des  Wassers  in  die  EinfsllrOhren 
nicht  XU  gross  ist  (etwa  6 bis  höchstens 
10  Fass).  Das  Verhlllniss  der  Einfalls- 
rOhrenweitc  d^  snr  Cylinderweitc  er- 
gibt sich : 

n d*  v = nd^'  e,, 

also : 


nno  wenn  man  e = l,  e,=6  nimmt: 
i/,=  0,408  <f. 


die  Ansahl  der  Ginge  in  der  Minute : 
GOr 

Die  Afizfthl  (1er  Spiele  it  ist  imtnrlU'li 
gleich  2«|.  Die  Wnndttärkc  Jor  Cylin- 
der  muss  gross  sein,  2 bis  3 Zoll,  ond 
wird  bestimmt  durch  dio  Formel: 

e = 0 002.5  p 1.25  Zull. 

Der  Treib  kolben  muss  genau  in 
den  Gelinder  passen.  Zum  rollkorome- 
nen  Abschluss  dient  eine  Liderung,  dio 
an  dem  Kolben  oder  dem  Cjrlinder  siut. 
Im  letztem  Falle  besteht  der  Kolben  aus 
einem  Gelinder,  der  gleich  lang  mit  dem 
Stiefel  ist,  und  wird  Munchs*  oder  Bra* 
mahkolben  genannt. 

Die  Kolbenstange  ist  vom  Treib* 
kolben  aus  entweder  nach  der  Mündung 
oder  nach  dem  Deckel  des  Gylinders  ge* 
richtet.  Im  erstcren  Falle  können  sie 
von  Holz  sein,  im  letzteren  muss  sie 
rund  ubgedreht  werden , aus  Eisen  oder 
Kanonenmetall  bestehen,  und  durch  eine 
Stopfbüchse  gehen.  Sei  d der  Treib* 
kolbcndnrchmesser,  p der  Wasserdruck 
für  einen  Zoll . so  ist  der  Druck  auf 
den  Kolben: 

4 

Ist  aber  d,  die  Dicke  der  Kolbenatang«, 
T der  Tragmodal  ihrca  Materials , so  ist 
ihre  Tragekraft: 

also : 


Das  Anfschlagsqnantum  in  der  Secunde 
sei  gleich  Q,  so  kann  man  fdr  eine 
doppelt  wirkende  oder  xweicylindrige  ein- 
fach wirkende  Maschine  setxen: 


also  die  Weite  des  Treibeylinders: 
J=U3|/|. 


dagegen  Tür  eine  einfach  wirkende: 


Q = 


n d‘  V 
~8~’ 


also : 

rf=l,60|/.^, 
und  die  Zeit  eines  Ganges; 


d,=d|/I. 

Han  hat: 

p = ^,  und  7=10000  Pfand  • 
für  Schmiedeeisen, 

also  auch : 

rf,  = 0,01  d Kp  = 0,00677  VÄ  Zoll. 

Die  Steuerung  ist  der  wichtigste 
Thcil  der  Maschine.  Sie  besteht  ans 
der  eigentlichen  Steuerung  (Huhn  oder 
Ventil  oder  Kolben),  welche  den  Wechsel 
der  Wasserrichtnng  veranlasst , und  der* 
jenigen,  welche  durch  die  Mascliinc  selbst 
die  Stellungen  dieses  Apparates  regelt, 
so  (lass  keine  fremde  Hülle  eiazugreifen 
braucht.  Die  eigcniliche  Steuerung  ist 
entweder  der  oben  beschriebene  Vier- 
weghahn, oder  eine  Kolbcnateuerung, 
ferner  eine  Ventil-  oder  Schieber« 
suueruDg. 
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FIr.  215 


Uer  Hahn  kommt  nnr  selten  noch 
and  nur  an  kleinen  Maschinen  vor.  — 
Die  K ol  bene  teue  rn  n g für  cincylin- 
drige  and  einfach  wirkende  Mnschinen 
besteht  aas  dem  Stencreylinder  B.  wel- 
cher den  Steaerkolben  K und  den  Gegen - 
kolben  L (Fig.  215)  cinschlicssu  Letz- 
terer dient  nar  dazu,  nm  durch  einen 
Gegendruck  die  Bewegung  des  Stcucr- 
kolbcns  zu  crlciehtem.  Bei  der  tieferen 
Stellung  I des  Stoucrkolbens  sind  Trcib- 
cylindcr  C und  EinfallrChft:  A , bei  der 
höheren  II  sind  Trcibcylindcr  C und 
Ausänssrohr  l)  in  Verbindung.  Bei  der 
doppelt  wirkenden  swoicylindrigcn  Ma- 
schine ist  die  Einrichtung  ganz  ähnlich 
(Fig,  216)'  G,  6',  sind  die  Commnni- 
cationsrObren  mit  beiden  Cylindern , A 
die  EinfallsrOhre , D,  I),  die  Ausguss- 
rohren. In  Stellung  I steht  das  ein- 
fliessendc  Wasser  mit  f*  in  Verbindung, 
das  ausflicssende  nimmt  den  Weg  C, 

In  Stellung  II  tritt  das  Wasser  in  C\ 


ein , uud  das  uustliessende  nimmt  den 
Weg  CDE.  Die  Steuerkolben  sind  eben- 
falls mit  einer  Liderung  rersehen.  Der- 
jenige Theil,  welcher  zunächst  die  Ab- 
sperrung bewirkt,  ist  conisch  zu  formen, 
damit  dieselbe  allmälig  statthnde,  und 
keine  Erschütterung  vor  sich  gehe. 

Die  Vontilsteuorung  besteht  ans 
dem  Einlassventil  F und  dem  Auslass- 
ventil y,  (Fig.  217),  jedes  in  einem  be- 
sonderen Steuercylinder  S und  Bei 
der  Stellung  I gelangt  das  Wasser  ans 
der  EinfallsrOhre  A durch  die  Ventil- 
Offnung  nach  .dem  Treihcylinder  C,  bei 
der  Stellung  II  ans  C nach  dem  Ans- 
tragsrohr EF.  Die  Gegenkolben  G und 
G , dienen  zur  leichteren  Bewegung,  auch 
setzt  man  den  Kaum  über  G durch  Rohr 
II  mit  dem  Commnnicationsrobre  B, 
und  den  lianm  über  G,  durrh  Rohr  II ^ 
mit  dem  Aiistrngsrohre  FF  in  Verhin- 
dung.  Ist  der  Querschnitt  dieser  Kol- 
ben nnlic  gleich  dem  der  Ventile,  so 


Fig.  216. 
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drfickt  da«  Wa««er  bainalie  gloicb  nach 
beiden  Richtungen,  und  eine  sehr  kleine 
Kraft  reicht  anr  Bewegung  der  Ventile 
ana. 

Die  S chie  b ertteuor  nng  (Fig. 
218)  iit  an  einer  liegenden  Maschine 
dargestellt.  Beim  Hingange  des  Trcib- 
kolbens  T fliesst  das  Wasser  aus  der 


Kinfallrührc  AB  in  die  tileuerkammer 
BDD,  und  von  da  bei  D durch  das 
Communicatiunsrohr  DE  in  den  Treib- 
cylinder.  Dann  wird  Schieber  S zuriiek- 
geseboben,  so  dass  der  Kanal  in  dem- 
selben über  der  Mündung  D des  Com- 
mnnicationsrohres  DE  und  über  der 
Mündung  G des  Austragerohres  GH  zu 
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Fig.  217. 


Fig.  21« 
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stehen  kommt,  so  dass  das  cmstrAmcndc 
Wasser  auf  dem  Wege  ÄUD^E^  r.um 
Trcibcylindcr  C|  gelangt  und  den  Treib- 
kolben zurückführt.  Das  aus  dem  Treib- 
cylindcr  C herausgedrückte  Wasser  ge- 
langt dann  durch  den  Schicbekanal  in 
das  Uohr  Gll  und  zum  Abflüsse. 

Der  Apparat  zur  Stellung  der 
Steuerung  ist  aus  dem  Grunde  com- 
plii'irter  als  bei  Dampfroaschincu , weil 
das  Wasser  keine  elastische  Flüssigkeit 
ist,  welche  wie  der  Dampf  sogleich  der 
Steuerung  folgt.  — Bei  doppelt  wirken- 
den Maschinen  wird  oft  die  auf-  und 
nhsteigendo  Bewegung  in  eine  rotirende 
verwandelt,  und  dann  ist  die  Steuerkol- 
bciistangc  derart  mit  den  rotirenden  Thci- 
Icn  der  Maschine  zu  verbinden,  dass 
sic  auf-  und  niedergeht,  wahrend  eine 
Kutaiion  vollendet  wird.  Damit  hierbei 
die  Bewegung  des  Trcibkolbcns  nicht 
gehemmt  wird,  ist  folgendcrmaassen  zu 
verfahren.  Entweder  wird  dem  Stcncr- 
kolben  eine  so  geringe  Höhe  gegeben, 
dass  er  beim  Dnrchgangc  durch  die 
Mündnng  des  Communicationsrohrcs  in 
den  Stcucrcylindcr  dieselbe  nicht  völlig 
vcrschliesst , also  über  und  unter  dem- 
selben Stcuercylindcr  und  Treibcylinder 
communiciren.  Dann  fliesst  während  des 
mittleren  Standes  des  Stcucrkolbens  eine 
kleine  Wussermcogo  von  der  Einlluss- 
rOhrc  unmittelbar  ins  Ausgussrohr,  und 
cs  wird  der  Maschine  Kraftwasscr  ent- 
zogen, oder  inan  führt  eine  Scitenröhre 
vom  Ausgussrohr  ins  Uiiurwusbcr,  deren 
Einmündung  durch  ein  nach  innen  zu 
öffnendos  Ventil  vcrscldosscn  ist  (Säug- 
ventil). Ferner  geht  eine  Scitenröhre 
ins  Einfallrohr,  und  versperrt  deren  Mün- 
dung ins  Communicationsrolir  durch  ein 
nach  aussen,  d.  h.  nach  dem  Scitenröhre 
zu  sich  ÖfTnendes  Ventil  (Stcigvcntil). 
Kommt  nun  der  Steucrkolbcn  beim  Aul- 
gang  an  die  Mündung  des  Coromuni- 
cationsrohres  in  dem  Stcuercylindcr,  so 
öffnet  sich  das  erste  Ventil,  und  cs  wird 
hinreichend  Wasser  aafgesaugt . um  den 
während  der  Absperrung  der  Mündung 
vom  Treibkolbcn  durchlaufenen  Raum 
auszurüllcn,  beim  Niedergange  dagegen 
öffnet  sich  das  zweite  Ventil,  und  das 
während  des  Verschlusses  vom  Treib- 
kolben  verdrängte  Wasser  gelangt  durch 
dies  Ventil  in  die  Einfallröhre. 

Bei  den  Maschinen,  welche  nur  auf- 
und  abgehen,  wird  die  Steuerung  bewegt 
entweder  a)  durch  ein  Gewicht,  welches 
von  der  Kolbenstange  bei  ihrem  Auf- 
gange emporgehoben  wird,  und  das  in 
dem  Augenblicke  hcrabfälU,  wenn  sie 
den  höchsten  Punkt  erreicht  hat  (Ge- 


wichtssteuerung), oder  b)  durch  eine  Fe- 
der, welche  während  der  Treibkolben- 
bewegung  gespannt,  und  am  Ende  der- 
selben losgelassen  wird  (Fcdcrsienerong), 
oder  c)  durch  eine  zweite  Wassersäulen- 
maschine, welche  wieder  von  der  Kraft- 
maschine gesteuert  wird,  derart,  dass 
die  Trcibkolbcnbewegung  der  einen  Ma- 
schine immer  der  Treibkolbcnbewegung 
der  andercD  entspricht,  und  durch  die- 
selbe bewirkt  wird. 

Bei  den  neueren  Maschinen  besteht 
die  Gewicbtsstcueruitg  in  einer  Hebel- 
vorrichtung verbunden  mit  Ventilen.  Die 
Kraftmaschine  bewirkt  das  Verscliliessea 
des  einen,  das  sinkende  Gewicht  das 
Oeffnen  des  andern  Ventils.  Die  Sperr- 
klinke ArA,  (Fig.  219),  welche  um  die 
horizontale  Axe  c drehbar  ist,  endet 
sich  in  den  Henkeln  b und  ä,,  darnnter 
befindet  sich  die  horizontale  Welle  d 
mit  Zahn  a und  den  Armen  e, 
darüber  Welle  d,  mit  Zahn  und  dco 
Armen  e,,  j|,  A|-  In  Stellnng  I greift 
in  den  Haken  a ist  Ober  6,  in 
II  ist  kein  Eingriff,  in  111  greift  a ia 
A,  n^  ist  über  A^.  Geht  nun  in  I a nie- 
der, so  wird  die  Sperrklinke  eine  Dre- 
hung erleiden,  also  sich  anshaken; 
geht  in  111  nieder,  so  erfolgt  die 
umgekehrte  Bewegung,  und  a hakt  aich 
aus.  An  den  Armen  d,  f und  d^, 
befinden  sich  nun  GewiÄte  C und  (i 
und  diese  drehen  ihre  Wellen,  je  nach- 
dem it  und  ausgcliakt  sind.  An  die 
Arme  d,  h und  d|,  A,  aber  sind  mittelst 
der  Stangen  kV  und  k^V^  die  Steuer- 
ventile angcichlosscn.  und  diese  w’crden 
durch  das  Nicderfallcn  der  Gewichte  ge- 
öffnet. Um  aber  die  Wellen  d und  dj 
nach  den  entgegengesetzten  Richtnngen 
zu  drehen,  dienen  die  Arme  de  und  d|C|. 
Wird  in  1 de  von  unten  nach  oben  ge- 
führt, so  geht  kV  nieder,  und  das  Ven- 
til V scbliesst  sich ; dano  wird  aber  auch 
a , frei . fällt  nieder  und  Öffnet 

T|.  W^ird  gagegen  in  III  d,  C|  nach 
unten  geführt,  so  steigt  k^V^,  schliesst 
sich,  a hakt  sich  aus,  Cr  fallt  und  hebt 
Ar,  öffnet  also  das  Ventil  V,  Das  He- 
ben und  Niederdrücken  der  Anne  de  und 
d|#|  aber  bewirkt  die  Stange  EF  (Steuer- 
Stange),  welche  mit  dem  Treibkolben 
zugleich  auf-  und  abgeht.  Diese  Mit- 
theilung  vcrmitieln  zwei  auf  entgegen- 
gesetaten  Seiten  an  dco  Enden  des  Kol- 
benganges angebrachte  Daumen  oder 
Knaggen  K und  F. 

Was  Hülfswassersäolenmaschinen  an* 
betrifft,  IO  ist  «ine  sokhe  nicht  nötbig, 
wenn  man  die  Waiterkraft  auf  awei 
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Fig.  219. 


gleiche  Kraftmafichinen  vcrthcilt,  von 
welchen  jede  die  andere  steuert. 

Der  Balancier  dient,  die  Bewegung 
des  Treibkolbens  nach  einer  Seite  hin 
an  nntersrütsen , nach  der  andern  aber 
au  hemmen,  um  eine  glcichmässige  Be* 
wegung  hervoraubringen.  Bei  gleich  be- 
lasteten awcicylindrigcn  Maschinen  be- 
steht der  Balancier  in  einem  gleicharmigen 
Hebel,  der  beide  TrcibkulbcnMtangcn  ver- 
bindet, ist  aber  nur  ein  Cylinder  vor- 
handen, so  dient  aU  Balancier  entweder 
ilas  Gewicht  eines  festen  Körpers,  oder 
der  Druck  einer  Wassersäule  (mechani- 
scher oder  hydranlischor  Balancier).  Der 
erstere  besteht  in  einem  doppclarmigen 
Hebel,  auf  der  einen  Seite  mit  Gewich- 
ten beschwert,  auf  der  anderen  mit  der 
Kolbenstange  so  verbunden , dass  jene 
dem  Gewichte  derselben  cntgcgcnwirkcn. 
Der  hydraulische  Balancier  besteht  in 
einer  Anzahl  Bühren,  welche  statt  des 
Ausgussrohres  vom  Stcuerrylinder  aus 
aufwärts  steigen,  so  dass  das  todto  Was- 
ser eine  Säule  bildet,  welche  beinahe 
das  Gewicht  des  Gestänges  compensirt, 
80  dass  dasselbe  mit  gemässigter  Ge- 
schwindigkeit niedcrgehi. 

Za  diesen  Vorrichtungen  kommen  noch 
einige  Stellbähne  oder  Ventile,  welche 
die  Wasserkraft  reguirren  , afso  wie  die 
Schütze  eines  Wasserrades  wirken. 


3)  Bc  i st  u II  g d c r Wa  8 s er  Bäu  1 en- 
m asch i n c. 

Sei  F der  Inhalt  der  Treibkolbcn- 
fläche,  der  des  Querschnitts  der  Ein- 
fallröhren,  d der  Durchmesser  des  Trcib- 
kolbens,  d,  der  der  Einfallröhren , d, 
der  der  AustragsrÖhrc,  A das  Gefälle 
vom  Wasserspiegel  im  Einfallkastcn  bis 
tu  dem  im  Ausgusskasten,  ä,  die  mitt- 
lere Druckhöhe  beim  Aufgange  des 
Trcibkulbcns , also  die  Tiefe  der  unter 
den  erstem  Wasserspiegel  gedrückten 
Kolbenflächc  beim  mittleren  Kolben- 
Stande,  A,  die  mittlere  Druckhöhe  beim 
Niedergänge,  d.  h die  senkrechte  Tiefe 
der  Kolbenflächc  unter  der  Ansgussmüir- 
dnng,  s der  Kolbenhub,  die  Länge 
der  Einfall* , /,  der  Austragrührenaxe, 
V die  mittlere  Kolhengcschwindigkeit, 
r,  die  mittlere  Wnssergesohwindigkeft 
in  der  Einfall-,  r,  in  der  Anstragröhrc. 

Möge  eine  einfach  wirkende  Ma- 
schine n Spiele  in  der  Minute  machen, 
und  dabei  ()  Cubikfuss  Aufschlagewasser 
in  der  Secunde  vcrbrauclicn;  y sei  die 
Dichtigkeit  des  Wassers.  Dann  ist  der 
mittlere  Druck  dos  Wassers  gegen  die 
Trcibkolbenfläehc  beim  Aufgange : 

Kr, 

and  die  Arbeit  ohne  Kiiekaicht  anf  Ne- 
benhindemisae  in  der  Minute: 


28* 
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n P,  f = aF»ll,y; 

aber  da  iit,  so  ist  die  Arbeit  in 

der  Seenndc: 

Beim  Rüekgang  des  Kolbens  wirkt  der 
Druck : 

P,  = Fk,y 

der  Bewegung  entgegen , consnmirt  also 
eine  entsprechende  Arbeit.  Daraus  folgt 
die  überschiessendo  Arbeit  Tiir  die  Se- 
conde : 

Diese  Arbeit  wird  durch  die  Hinder- 
nisse Tcrringcrt.  Betrachten  wir  aunächst 
die  K olbcnr  e ibun  g.  Ist  die  Lide- 
rung eine  hydrostatische,  und  e ein  Ele- 
ment der  LidernngsBirhe , so  sind  die 
entsprechenden  Reibungen  beim  Anf- 
nnd  Niedergange  bezüglich  i/eA^y  und 
tftkfY,  wo  !(■  der  Reibungscoefficient 
ist.  Es  ist  nun  die  Summe  aller  Ele- 
mente e zu  nehmen.  Sei  die  Breite  der 
Liderungsfl&chc  oder  der  beiden,  wenn 
Bwei  Liderungskränzc  vorhanden  sind, 
gleich  b,  also  ndb  die  Flüche  selbst, 
so  ist  die  Gesammtreibnng : 

R = tf  ndb (Jt ^-\-k y. 


Jo  grCsser  d.  h.  je  tiefer  die  Ma- 
schine unter  dem  Ausgusspunkt  steht, 
desto  grosser  ist  die  Kolbenreibnng. 

Die  Grosse  — ist  zwischen  0,1  und  0.2, 

a 

!f  ist  gleich  0,25  zu  setzen.  Ist  A,  sehr 
klein,  so  hat  man: 

L = {\-Af 

und; 

4y  -^  = 0,1  bis  0,2, 

so  dass  die  Kolbenreibnng  10  bis  20 
Procent  der  Arbeit  verzehrt. 

Es  findet  non  noch  eine  Reibung 
des  Wassers  in  den  Einfall-  und 
Austragsrühren  statt.  Sei  C der  Rei- 
bungscoeflicient,  so  erhalt  man  die  ent- 
sprechenden Dmckhühenvcrlosto: 


A —C—  — 


' 2, 


bezogen  auf  die  Einfall-  und  Anstrags- 
röhre.  Die  entsprechenden  Waaserqoan- 
ten  aber  sind: 


nd,  • 

IT 


fl 


nrf.* 

4 


»f 


Führt  man  Wassersünlen , welche  den 
Treibkolbenqnerschnitt  F als  Gmndflüche 
und  die  Hohen  A,  und  A,  haben,  als 
Maass  der  Reibung  ein,  und  berücksich- 
tigt, dass : 


also: 

also: 


F=^,  Ä,=FA,y,  Ä,  = FA.y 

ist,  so  kommt: 

A.=:4.,Aa„  A.=4./-J-A,. 

Es  ist  dann  die  mittlere  Kraft  beim  Auf- 
gang; 

P.  = F(A,-A,)y  = (l-4.y  -^)  FA,  y, 
und  der  Widerstand  beim  Niedergänge: 
P,  = F(A.-f  AJy  = (l-t-4.y  A)  Fk,y, 
also  die  mittlere  Leistung: 

= [l_4,,4(l.p2^»)pAy 

= (*-4yy  (*.  + *.)]  Qy- 


A k -t'**'**’’ 

<f,‘  2y’  d.»  2g- 

Sind  o,  und  e,  von  5 bis  10  Fass,  so 
ist  (=0,022  bis  0,020  zu  nehmen. 

Diese  Widerstande  zu  verringern,  sind 
die  Röhren  weit  zu  nehmen.  — Da  die 
Wassersaale  durch  den  Steuerkolben  vor 
vollbrachtem  Spiele  abgesperrt  wird,  wo- 
dnreh  Treibkolben  und  Wassersäule 
gleichzeitig  in  Rohe  übergehen , wird 
letzteren  die  Bewegung  nicht  vollständig 
mitgetheilt,  and  cs  geht  ein  Tbeil  der 

2g 

_/dy  _ nd,« 

ist  diese  Arbeit  gleich; 

nd*/, 

4d/">'2j’ 

also  die  mittlere  Kraft  wahrend  des  We- 
ges s: 


Arbeit 


verloren.  Wegen: 
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= ”jlh  y 'j: 


unü  der  Uruckhühcnvcrluet  beim  Aufgange  und  bceüglich  beim  Niedergange: 


k =i-i  = iL'.V 

’ Fy  d, • J 2j  ' 


Fy 

Ein  anderer  Arbeilsverlust  entsteht  ans  den  Riehtungs-  und  Quer- 
B eh  n i 1 1 a ä n d e r u n g c n.  An  den  Einfall-  und  Austragsröhren  sind  KniestUcke 
angebracht,  gewöhnlich  rechtwinklig  Ist  r die  halbe  Uöhrenweite,  n der  KrQm- 
niungshalbmcBser  der  Axe  ihrcB  Krupfcs,  so  kann  man  den  Widerstnndacoefficien- 
ten  aetecn: 

C. -0,131+1,847  (-i)^ 

und  es  ist  der  Druckhöhenrerlust  in  der  Einfall-,  bezüglich  Austragröhre : 

Beim  Eintritt  in  den  Steucreylindor  ist  ebenfalls  ein  Knie,  dem  ein  Dmekhöhen*’ 

V * 

verlast  entspricht,  wo  f,  =0,984  so  seUen  ist. 

Man  bat  also  beim  Eintritt  und  Austritt  des  Cylinders: 


Für  den  Uebertritt  aus  dem  Steuereylinder  ins  Communicationsrohr  kann  man 
setxen  {,  = 5,  und  für  den  ans  diesem  Bohre  in  den  Tylinder  (,  = Q4,5.  Sei  d, 
der  Durchmesser  des  Stenereylinders,  so  hat  man: 


Beim  Eintritt  in  den  Treibcylinder  ist  Cj  = 31,  beim  Austritt  (,=26,  also: 


*is-fi  2j’ 


Endlich  entstehen  noch  Verlnste  durch  die  Begulimngshkhne.  Die  Coefiieienten 
(, , (,  hingen  von  den  Stellwinkcln  derselben  ab  und  können  jeden  Werth  an- 
nehmen. (Vergleiche  den  Artikel : Ausfluss.)  Man  bat  dann  fUr  den  Hingang  und 
BBckgaug : 


Wird  nun  die  Stenemng  nicht  berücksichtigt,  ao  hat  man  beim  Aufgange  die 
mittlere  Kraft : 

P=[*i —(*,  + *,+  . . . +4i,)]P)'i 

und  die  Last  beim  Bflckgange: 

Pi=(*i  + *4+  • • • +*ii)Py> 
und  die  Leistung  während  des  Spiels : 

(P-P, )!=[*,-(*, + *,n-A.+  . . . +*,.)]P*)'. 

und  in  der  Seennde : 


L — (A,— Ä,— A,—  . . . 4|,)  gQ  . 


Setzt  man  noch: 


**“^^  ■*■  (^)  (t) 
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•0  ergibt  sich  noch: 

i = |a-(4-/-^(*^+/.,)+  [*,  (^)  + k,  (^)  ] ^)}  h ty. 

60 

Sei  die  Aufgangsreit  die  Nicdcrgangsrcit  = und  = — . 

gji  t,  rr  Hi  = H^  die  mittlere  Geschwindigkeit  des  ganzen  Spieles , so  sind  die 
I GO 

mittleren  Geschwindigkeiten  heim  Auf-  und  Niedergänge : 


und 

L 


■2k,’ 


ii-)'  {0-^  ..(i)'  g)l  ä 


Auch  kann  man  ..tt  Fs=Q  setzen,  und  da: 
ÜU 

2Q 


7td* 


lei: 

L = (*-[4.,  1 (A.-f  A,)+i  (7;^  + (^)  ]j 

Diese  Arbeit  ist  selbstvcrst&ndlich  zu  verdoppeln,  wenn  die  Maschine  eine  doppelt 
wirkende  ist. 

Die  Leistung  ist  im  Maximum,  wenn; 

kt  

•’i**',*  ~ »'j'd,*' 

Es  ergibt  sich  dies  durch  Differenziiren.  Man  hat  dann; 


1 + 


|/M.‘ 


Diese  Zahlen  geben  also  das  vortheil* 
haficstc  Vcrh&Uniss  zwischen  Aufgangs- 
und Niedergangszeit  an. 

Es  ist  jedoch  bis  jetzt  die  Steue- 
rung nicht  berücksichtigt.  Nehmen  wir 
an,  dass  dieselbe  aus  zwei  Kolben  be- 
stehe (Flg.  220).  Der  eine  Ä werde 
von  unten  mit  der  mittleren  DruckbÖbe 
A,,  von  oben  mit  gedrückt,  sei  e 
die  Höhe  des  Gcgcnkolhens  G über  5. 
also  der  Wasserdruck  unter  G gleich 
/i,— c,  die  über  G k^—e  t>der  A,— e, 
je  nachdem  das  Druckwasscr  zagelassen 
oder  abgesperrt  wird;  noch  sollen  d^ 
und  </,  die  Durchmesser  von  $ and  G 
sein.  Steht  die  Kolbenverbindung  oben, 
so  wird  die  Zulassung  des  Wassers  Über 
G ein  Niedergehen  bewirken,  also  die 
Differenz  der  Wasscidrucko  über  N und 
G und  das  Gewicht  tt  der  KolbenTer- 
bindung  grösser  sein,  als  die  Reibungen 
von  S und  G.  Die  Drucke  über  und 
unter  G sind  nun: 


•ff/  s 

-ir{l>t-r)y, 


-4-  (k,-e)y. 


Qbcr  und  unter  S: 
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iJjil  h V "'''’a  - 


Also  die  Dicdertreibendc  Kraft: 


*i  =«,+a=4«, 

und  das  in  einem  Spiele  verbrauchte 
Stcuerwusscr: 


nt/,  * 

"4“ 


= 71  rt  *, 


wo  das  Gefälle  k^  — h =h  Ist.  Die 
Kolbenreibung  ist  nun  proportional  dem 
Kolbenumfange  und  der  Differenz  der 
DnickhChen  zu  beiden  Seiten  des  Kol> 
bens,  also; 

i'  = yn  (</,+rf,)Ay, 

und  durch  Glcichsetzcn  beider  Werthe 
von  P ergibt  sich : 

Soll  aber  der  Kolben  nach  Absperren 
des  Wassers  Über  (i  emporsteigen , so 
muss  der  Ueberschuss  der  Kolbendmcke 
auf  S das  Kolbengcwicht  und  die  Hei- 
bang  öbertreffen,  da  die  Drucke  anf  (i 
sich  aufbeben.  Hieraus  ergibt  sich: 

Ans  den  beiden  letzten  Formeln  ist  J, 
und  d,  za  berechnen.  Mnn  erhält  mit 
Vemacblässigung  von  ft ; 

d,  = 4<,  (1+V2)  = 4v  -2,414, 

rf,=d,+4-/.  = 4'/  -3  414. 

Uie  Beobachtung  gibt  4'/ =0,1. 

Achnlicb  ist  bei  3 Kolben  (worunter 
ein  Wende-  oder  Hiilfskolben)  die  Rech- 
nnng  dnrchznfQhren. 

Das  znm  Stenern  nOthige  Wasser  be- 
dingt aber  einen  Arbeitsrcrlust.  Um  die- 
sen za  verringern,  ist  der  Durchmesser 
des  Oegenkolbens  und  der  Weg  der 
Steuerung  so  klein  als  möglich  zu  neh- 
men. Dieser  Weg  bängt  von  der  Höhe 
des  Stenerkolbens  und  der  Communi- 
cationsröhre  ab , welche  Stenereylinder 
und  Treibcjlinder  verbindet;  letztere  ist 
also  niedrig  und  breit  zu  nehmen.  Man 
macht  ihren  Querschnitt  also  rechtwinklig 
und  gibt  ihr  die  Weite  d des  Trcibcy- 
lindcrs.  Soll  ihr  Querschnitt  dem  der 
tünlallrCbre  gleich  sein , so  muss  man 
setzen ; 


wo  o die  Höhe  der  Commnnications- 
röhre  ist. 

Damit  der  Stcuerkolben  richtig  ab- 
schliesse,  nimmt  man  ihn  dreimal  so 
hoch,  als  diese  Kehre,  also  a,  = 3a,  und 
der  Steucrkolbenwcg  ist: 


und  bei  n Spielen  in  der  Minute  das 
in  der  Sccnnilc  verbrauchte  Stenerwasser ; 


der  Arbeitsverlust  in  der  Seennde  end- 
lich: 


n rf,  * 


hy  - 


desto  kleiner  also,  je  grosser  s ist. 

Durch  Versuche  findet  Jordan  bei  den 
Clausthalcr  Maschinen  den  Wirkungs- 
grad : 

»;  = 0,8284  bis  0,8527. 

Jedoch  sind  diese  Vcrsuclte  unsicher* 
WasscrsäulcninuM'hincn  sind  bei  sehr 
hohen  Gefdllcn  (aber  100  i'uss)  zweck- 
mässiger als  verlicülc  Wasserräder,  we- 
gen der  Abnutzung  der  letzteren.  Die 
horizontalen  ÜbertrcÖ'en  sie  in  diesem 
Falle  in  Bezug  auf  den  Wirkungsgrad, 
inUess  macht  cs  oft  Schwierigkeiten,  aus 
der  auf-  und  abgehenden  Bewegung  der 
Wasscrsäulcnmaschincn  eine  rotirendo 
herzustcllcii , w eshalb  sie  fast  nur  zum 
Wasserheben  verwendet  werden. 

Erfinder  der  Wasscrsäulenmaschine 
sind  wahrscheinlich  Winterschmidt  und 
Hüll  in  der  Mitte  des  vorigen  Jahr- 
hunderts. Ausfubrlicbcrcs  Über  dieselbe 
enthält  Weissbach:  Ingenieur-  und  Ma- 
schinenmechanik. 


Wasserschnecke  (Hydraulik). 

Eine  schraubenförmig gewundeneUOhre, 
deren  Axe  gegen  den  Horizont  geneigt 
ist,  und  durch  eine  Kurbel  um  dieselbe 
gedreht  werden  kann.  Taucht  dieselbe 
ins  Wasser,  so  bebt  sie  bei  jeder  Dre- 
hung eine  gewisse  Wassermenge  empor, 
welche  bei  wiederholter  Drehung  in  die 
höheren  Windungen  steigt,  und  zum  Ab- 
fln.^sc  gelangt. 

Vasserschranbe  (Hydranlik). 

Eine  Wasscrschnccke  mit  rechtwink- 
ligen Schraubenfiächen ; sie  ist  die  zwcck- 
mftssigste  und  gebräuchlichste. 

Wassenrelie  (Hydraulik). 

Die  Wellen  im  Wasser  sind  nach  den 
Untersnebungen  der  Gebrüder  Weber 
elliptisch  und  stehen  auf  der  Fortpflan- 
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zuDgsrichtung  senkrecht.  Es  steht  nicht  llfm  T ^‘*'1 

ganz  fest,  welche  Eonn  diese  Ellipsen  ~ L**~ \rf// 

haben,  nach  Uagen  gehen  sic,  wenn  der 

Grund  sehr  tiel  ist,  in  Kreise  über.  Massen  der  Elemente,  r 

Beide  Axen  der  Ellipse  nehmen  ab  mit  Entfernung,  ( die  Zeit,  a,  h,  c po- 
der  Tiefe,  weshalb  die  Wellenbewegung  sitive  Constanten  sind.  Das  Newton'sche 
in  grösseren  Tiefen  unmerklich  ist.  Wie  Gesetz  entspricht  also  dem  Kalle,  wo 
bei  den  Wellen  der  festen  Kür]>er,  der  l>  = c = 0 ist. 

Luft  und  des  Aethers  findet  sieh  auch  Dies  Gesetz  setzt  also  voraus,  dass 
bei  den  Wasscrwclicn  Hellcxion,  Re-  bewegte  Massen  sich  anders  als  ruhende 
fraction,  Bengnng  und  Interferenz.  Wei-  '''  Bezug  auf  ihre  Anziehung  gegen  ein- 
teres  enthält  Weber's  Wellenlehrc,  Ha-  «oder  verhalten,  und  widerspricht  also 
gen:  Seenfer-  und  Hafenbau.  den  bis  jetzt  in  Bezug  auf  die  Natur- 

kräfte  angenommenen  Voraussetzungen 
Wassenon  (Hydraulik).  (vergleiche  den  Artikel:  Electricität). 


Diejenige  Wassermenge,  welche  durch 
eine  kreisrunde  Oeffnung  von  1 Zoll 
Weite  flicsst,  wenn  der  Wasserspiegel 
1 Linie  über  der  obersten  Stelle  der 
Mündung  stebt.  Nach  französischen  An- 
gaben entsprechen  einem  Wasserzell  (alt 
französisches  Maass)  in  24  Stunden 
19,1953  Cubikmeter  Wasser,  also  in  der 
Minute  deren  0,01333.  Nach  Hagen  gibt 
ein  Wasserzoll  (prcussisch  Maass)  in 
24  Stunden  520  Cubikfuss,  also  in  der 
Minute  0,3611. 

Watt’scbes  Gesetz  (W&rmelebre). 

Das  bekannte  Gesetz,  wonach  die 
Summen  der  latenten  und  freien  Wärme- 
mengen eines  Dampfes  bei  jeder  Tem- 
peratur constant  sind.  Dic.s  Gesetz  wi- 
derspricht insofern  der  neueren  Wärme- 
lehre, da  cs  hierbei  auch  auf  den  Druck 
ankommt,  welchen  der  Dampf  bei  seiner 
Bildung  zu  überwinden  hat  (vergleiche 
den  Artikel:  Wärmelehre). 

Watt'sches  Parallelogramm  (Maschl- 
neulebre). 

Siehe  die  Artikel;  Balancier  und  Gra- 
defühmng,  auch  Dampfmaschine. 

Weber'sches  Gesetz  (Mathematisebe 
Physik). 

Dasjenige  Gesetz,  durch  welches  We- 
ber gewisse  Erscheinnngen  der  elcctri- 
Bchen  Einwirkung  erklärt,  welche  das 
Newton'schc  Attractionsgesetz  nicht  voll- 
ständig beweist.  Nach  dem  Weber'schen 
Gesetze  ist  nämlich  die  Anziehung  zweier 
Stromelcmcntc  auf  einander  nicht  allein 
von  ihrer  Entfernung,  sondern  auch  von 
der  relativen  Geschwindigkeit,  mit  der 
sie  sich  einander  nähern  (oder  ron  ein- 
ander entfernen),  ja  sogar  vom  Diffc- 
reozialtjuotientcn  derselben  abhängig  und 
durch  die  Formel  gegeben; 


Wechsel  (KaufinSnnische  Rechea- 
kaust). 

Eine  in  bestimmten  gesetzlich  vorge- 
schriebenen Formen  abgefasste  Schuld- 
verschreibung, welche  dem  Besitzer  ge- 
wisse Rechte,  namentlich  schleunigeres 
und  gewisseres  Rechtsverfahren  sichert. 

Die  Wechsel  sind  entweder  trockene, 
d.  h.  solche,  wodurch  der  Aussteller 
selbst  Schnldncr  wird , oder  gezogene 
(trassirte),  worin  eine  dritte  Person  ver- 
anlasst wird,  den  Wechsel  zu  bezahlen. 
Diese  Letztere  wird  erst  Schuldner,  in- 
dem sie  den  Wechsel  durch  Namens- 
unterschrift anerkennt  (acceptirt).  Fer- 
ner sind  die  Wechsel  entweder  in  einem 
Exemplar  ausgestellt  und  heissen  dann 
Solawechsel  oder  auch  Primawechsel, 
der  erstcro  Name  wird  jedoch  gewöhn- 
lich nur  für  trockene  Wechsel  gebraucht, 
oder  sie  werden  in  zwei , selten  drei 
Exemplaren,  die  dann  Prima-,  Seconda-, 
Tertia-Wechsel  heissen,  ansgestellt.  Die 
Seennda  wird  nur  dann  bezahlt,  wenn 
die  Prima  nicht  bezahlt  ist,  ebenso  die 
Tertia,  wenn  weder  Prima  noch  Seconda 
bezahlt  sind.  Zweck  ist,  den  Nacbthei- 
len  znvorztikommcn,  welche  durch  Ver- 
nichtung oder  Verlust  des  einen  Exem- 
plars entstehen. 

Wird  ein  Wechsel  nicht  zur  Vcrfall- 
zcit  bezahlt,  so  muss  er  durch  eine  Ge- 
richfisperson  oder  einen  Notar  protestirt 
werden,  d.  h.  die  Nichtzahlnng  mnss  in 
gesetzlich  vorgeschriebener  Weise  fest- 
gestellt  werden,  damit  der  Wechsel  seine 
Wcch.'iclcigcnschaft  nicht  verliere. 

Die  Wechsel  vermitteln  Zahlungen 
nach  fremden  Städten  und  Ländern  und 
dienen  überhaupt  statt  des  boaren  Gel- 
des zum  Vcrkebrsaustausch.  Wenn  z.  B. 
A ans  Berlin  von  B ans  London  Eisen 
bezieht , so  wird  er  für  diese  Summe 
statt  des  Geldes  einen  Wechsel,  etwa 
nach  3 Monaten  zahlbar,  cinschicken. 
Diesen  Wechsel  gibt  B an  C,  ebenfalls 
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in  London  ansässig,  gegen  baaro  Zah- 
lung weiter,  und  dieser  schickt  ihn  an 
D in  Berlin  für  empfangene  Wolle,  wo- 
rauf D denselben  an  A zur  Zahlung 
präsentirt.  Es  ist  auf  diese  Weise  das 
Hin-  und  Hergehen  einer  Summe  und 
die  damit  verbundenen  Kosten  vermie- 
den. Es  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise 
Wechsel  oft  durch  verschiedene  Hände 
und  nach  verschiedenen  Orten  kommen, 
ehe  sie  zur  Zahlung  gelangen.  Je  nach 
Angebot  und  Nachfrage  der  Wechsel, 
auch  nach  der  Lebhaftigkeit  des  Pro- 
dnctengcsehlfts  zwischen  verschiedenen 
Orten,  sind  also  die  ersteren  einem  Courso 
unterworfen.  -Wenn  also  z.  B.  viele 
Färiser  Kaufleute  in  London  Zahlung  zu 
leisten,  also  Waaren  von  London  em- 
pfangen haben , so  haben  Londoner 
Wechsel  in  Paris  einen  hohen  Conrs. 

Ans  dem  Wechselverkchr  gehen  ver- 
schiedene Bcchnungcn  hervor,  die  man 


als  Wcchselrechnung  zusammenfasst.  Die 
Wcchselrechuung  zorlällt  in: 

1)  Wechso  1 r cd  uc  ti  on  , d.  h.  Be- 
stimmung des  Werthes  von 
W ec  h so  l sum  m e n jo  nach  Cours 
und  auch  mit  Berechnung  der 
Spesen. 

Beispiel. 

Hamburg  sendet  einen  Wechsel  über 
590  Uueaten  nach  Leipzig,  wo  er  mit 
12|  Proc.  Agio  (1  Uueaten  = 3 Thaler) 
verkauft  wird.  Der  Betrag  wird  in 
einem  Wechsel  zu  1451  Thir.  (145|  Thir. 
= 300  Mark  Uambnrgisch)  nach  Ham- 
burg remittirt.  Hamburg  berechnet 
1 Proc.  Spesen , Leipzig  Proc.  Wie 
viel  Mark  Banko  hat  Hamburg  wieder 
erhalten? 

Auflösung. 

Der  Ansatz  geschieht  nach  der  Ketten- 
regel : 


d.  b.: 


X Mark  = 590  Uueaten, 

1 Uueaten  = 3 Tblr.  Gold, 

100  Thlr.  Gold  = 1121  Thir.  Silber, 

100  Thlr.  ohne  Spesen  = 101  Thlr.  mit  Spesen, 
1451  Thlr.  = 300  Mark, 

100  Mark  ohne  Spesen  = 971  Mark  mit  Spesen, 
590-3  - 225-101-300  - 587  -2 
100- 100  - 291- 100  - 2 - 6 ’ 

31481937  .„K,,,,,,  „ . 

* = - 7;e0-  = 405billJ  Mark. 


2)  Berechnung  des  Gewinnes  nnd  Verlustes  beim  Wcchsel- 
b a n d e 1. 

Beispiel. 

Genua  kauft  einen  Wechsel  von  6000  Mark  Banko  auf  Hamburg  zu  1881, 
wobei  1 Proc.  Courtage  gezahlt  wird,  und  sendet  solchen  zum  Verkauf  nach  Paris, 
um  f&r  den  Betrag  nach  Abzug  der  Spesen  Papiere  auf  Madrid  zu  kaufen.  Paris 
berechnet  das  Hamburger  Papier  zu  1%1,  kauft  das  Madrider  zu  15,30,  rechnet 
1 Promille  Spesen.  Uas  Madrider  Papier  wird  zu  378  verkauft  und  1 Promille 
Courtage  bezahlt.  Wieviel  hat  Genna  gewonnen  oder  verloren? 


Auflösung. 

Die  Valuta  der  verschiedenen  Conrse  sind  ans  dom  Ansätze  zu  ersehen: 
1)  Ausgabe: 

X Lire  = 6000  Mark  Banko, 

1 Mark  Banko  = 188j  Centesimi, 

100  Centesimi  = 1 Lire, 

1000  Lire  = 1001  mit  Courtage, 

_3  - 753-  1001 
100-2  ’ 


^1259 
° 200' 


= 11306  Lire  3 Cent. 
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2)  Einnahme : 

X Lire  = 6000  Mark, 

100  Mark  = 186j  Francs, 

100  Francs  = 99  Francs  (mit  Si>oscnabsng), 

15,3  Francs  = 1 Düblon, 

1 Doblon  = 4 Pesos, 

1 Peso  = 378  Cent, 

100  Cent.  = 1 Lire, 

1000  Lire  = 999  Lire  (mit  Courtage-Berechnung). 

_ 6000  • 373  • 99  • 4 • 378  • 999  ■ 10 
100-100-153-100-100()-2  ’ 

also  nachdem  gehoben  ist: 

_373  • 11-  189-999 
■*“  17  - 25 -1000  ’ 

X = 10936  Lire  82  Cent. 

Der  Verlust  beträgt  also  369  Lire  48  Cent. 

3)  VV  c ch 6 el  a rbi  t rngcre  ch n nng  lehrt,  wenn  mehrere  Wege  zur  Zafalnng 
gegeben  sind,  den  vortheilbaftesten  zu  finden. 

Beispiel. 

Zu  einer  Zahlung,  die  Paris  in  Amsterdam  zu  leisten  hat,  sind  die  Wege 
über  London  oder  Wien  offen.  Die  Conrso  stehen: 

in  Paris  in  Amsterdam 

London  24J  Fr.  37J  /!1  vis, 

Wien  255  Fr.  136i  Proc. 

Wie  hoch  kommt  auf  jedem  Wege  die  feste  Valuta  von  3 Francs  zu  stehen? 

a)  Uber  London: 

z Fl.  = 3 Fr., 

24i  Fr.  = 1 L,  St. 

1 L.  St.  = 37{  vis. 

10  ^1  vis.  = 3 Fl. 

x — \ Fl.  Stuv. 

b)  über  Wien  ; 

j Fl.  = 3 Fr. 

255  Fr.  = 100  FI. 

100  Fl.  österr.  = 136^  Fl.  nicdcrl. 

_ 3 • 273  _ 819 
■'“2  - 255  ~765’ 
x=l  Fl.  ItV  Stüv. 

4) Wcchsclcommissionsrcchnung. 

Sic  tritt  dann  ein,  wenn  Jemand  beauftragt  wird,  zu  einem  vorgcschriebeneo 
Coursc  zu  verkaufen  und  einzuknufen  , d.  1».  für  den  Ertrag  des  verkauften  F*- 
piores  eines  gewissen  Fiatzes  Rimessen  in  vorgesrhriebener  WcchscUri  zu  machen, 
liabcn  sich  nun  bei  Ankunft  des  Auftrags  einer  oder  beide  Coursc  gc&odert,  so 
tritt  die  hier  zu  lösende  Frogc  ein,  ob  die  Ordre  ohne  Schaden  des  Auftrag* 
gebors  auszuführen  sei,  d.  h.  ob  eine  Coursveründerung  die  andere  wieder  aus- 
gleiche. 
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Amsterdam  erhalt  von  Uambarg  den 
Auftrag,  Pariser  Papier  zu  56j  zu  kau- 
fen, und  den  Betrag  im  Conrs  von  35,10 
auf  ihn  ohne  Sjiesen  zu  trassiren.  Die 
Pariser  Wechsel  sind  jedoch  nur  zu 
zu  haben.  Zn  welchem  Conrsc  muss 
er  die  Tratte  auf  Hamburg  verkaufen 
können,  wenn  er  ohne  Ueberschreitung 
des  limitirten  Courses  noch  | Proc.  Spe- 
sen machen  will? 

Auflösung. 

Sei  X der  gesuchte  Conrs  der  Tratte, 
so  ist: 

56(  : 564  = 35,1  '• 
und  wegen  der  Spesen: 

100:  1004  = *:y, 

also  : 

_1004  • 35,1  -564 
564 

y = 35,432. 

WechMldncaten  (Manzrechnnng). 

Eine  Bpanische  Beebnungsmünze  von 
375  Maravedis. 

1 Mark  CCln.  = 9,320  WechseUIncatcn. 

Wechselwinkel  (Geometrie). 

Je  zwei  Winkel  von  denen,  welche 
entstehen , wenn  zwei  Grade  von  einer 
dritten  geschnitten  werden,  dieanf  vcrschie* 
denen  Seiten  der  schneidenden  Linie 
liegen,  beides  äussere  oder  beides  innere 
aber  keine  Nebenwinkel  sind. 

Weia^sgroschen  (Münzrechnang). 

Böhmische  Rcchnungsmünzc.  1 Schock 
böhmische  Groschen  = 2 Ucichsthuler 
Tim  20‘Guldenfuss),  = 3 Ueirh.«guldcii, 
;=  60  Böhmen,  = 77j  Weissgrosehen, 
= 180  Kreuzer,  = 540  Weisspfennig. 

Welle  (Maschinenlehre). 

Gleichbedeutend  mit  Walze  und  Cylin- 
der.  Vergleiche  den  Artikel : Bad  an 
der  Welle. 

Wellenlehre  (Mathematische  Physik). 

Die  Wellenlehre  findet  ihre  vollst'an* 
dige  Auseinandersetzung  in  der  miithc- 
inatischcn  Optik,  mit  der  sic  abgesehen 
von  den  physiologischen  Kigensebaften 
des  Lichtes  als  identisch  zu  betrachten 
ist.  Vergleiche  daher  den  Artikel:  Licht. 
Was  die  Wellen  der  Luft  und  die  Wel- 
lenbewegung in  festen  elastischen  Kör- 
pern aobctrih't,  so  sind  die  Artikel: 


Schwingungen  und  Akustik  zu  ver^ 
gleichen. 

Wendepunkt  (Geometrie). 

Derjenige  Punkt,  wo  eine  Corvo  vom 
Concaven  zum  Convexen  fibergeht,  also 
ihre  Krümmung  das  Zeichen  ändert. 
Der  Winkel  /,  welchen  ihre  Tangente 
mit  der  Axe  der  x macht,  muss  dann 
offenbar  ein  Maximum  oder  Minimum 

sein,  und  da  ist,  so  ist  die 

dx 


Oleichnog  die  Bedingung  eines 

dx 

Wendepunktes  (vergleiche  den  Artikel: 
Analytische  Geometrie). 


Werst  (Metrologie). 


Gleichbedeutend  mit  russischer  Meile. 
Ein  Werst  enthält  1500  Arschinen,  und 
gehen  104,30  Werste  auf  einen  Grad  des 
Aequator. 


Widder  — hrdranlischer,  auch  Stoss- 
heber  (Hydraulik). 

Instrument  zum  lieben  des  Wassers 
auf  m&ssigc  Höhen.  Dies  Instrument 
ist  1796  von  Montgolfier  erfunden.  Der 
Kasten  HA  (Fig.  221)  nimmt  das  Auf- 
schlngewasser  auf,  er  steht  dnreh  Röhre 
ABC  mit  Windkessel  !l  in  Verbindung, 
in  welchen  wieder  die  Steigrohre  OE 
mündet,  deren  Mündung  E in  den  Kasten 
LH  taucht,  welcher  das  gehobene  Was- 
ser anfnimmt.  Bei  der  Mündung  C der 
Leitungsröhrc  befindet  sich  ein  zu  öff- 
nendes Ventil  W (Steigvcntil),  bei  B ist 
eine  kurze  Köhrc  BK  mit  einem  nach 
unten  zu  öffnenden  Ventil  T (Sperrven- 
til) angebracht.  — Seien  K und  \V  an- 
fiinglirh  ver.^ichlosficn , die  Röhren  ABC 
und  /)E  mit  Wasser  gefüllt,  im  Wind- 
kessel B möge  sich  Wasser  und  Luft 
befinden.  Wird  nun  V niedergedrückt, 
nlso  Mündung  K geöffnet,  so  fliesst  hier 
Wasser  aus,  und  aus  AH  Wasser  nach. 
Der  Druck  auf  P j‘st  dann  von  unten 
grös.«cr  als  von  oben,  das  Ventil  scbllcsst 
sich  also  bald,  was  eine  Störung  in  der 
Bewegung  des  Wassers  zur  Folge  hat. 
Dasselbe  steigt  aus  AB  empor,  öffnet 
das  Ventil  IF  und  steigt  in  den  Wind- 
kessel ff,  drückt  daselbst  die  Luft  zu- 
sammen, wodurch  in  E ein  Ausguss  er- 
folgt. Dadurch  kommt  das  Wasser  in 
AB  zur  Ruhe  und  in  Folge  des  grösse- 
ren Drucks  vom  Windkessel  her  in  die 
umgekehrte  Bewegung,  so  dass  sich  W 
schlicsst.  Das  Nachfliossen  aus  D hört 
nnn  auf,  und  der  Ueberdrnck  der  At- 
mosphäre Uber  den  Wasserdruck  in  B 
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wird  wieder  kergestellt , so  dass  sich 
wieder  Ofifnot,  and  das  Spiel  von  Menem 
beginnt.  — Der  Widder  hebt  also  dnrch 
Stoss  unmittelbar  einen  Theil  des  Auf- 
scblagewassers.  Gewöhnlich  nimmt  man 
zwei  Windkessel,  einen  innerhalb  des 
anderen,  um  mittels  der  darin  einge- 
schlossenen Lnft  die  nachtheiligen  Wir- 
kungen des  Stosses  ahzoschwächen. 

Ueber  die  Leistung  des  Stosshebers 
bat  Eitelwein  Versuche  angestellt. 

Sei  Q die  dnrch  das  Sperrventil  abge- 
schlossene Wassermenge,  die  empor- 
gefOrderte,  h das  Geralle  OK  bis  zur 
Ansmiindnng  K des  Sperrventils,  A,  die 
Förderhöhe  OL,  so  ist  der  Wirkungs 
grad: 


and  Eitelwein  findet  durch  Versuche: 

, = 1,12- 0,2 

Wenn  das  Verhältniss  ^ von  1 bis  20 
h 

wächst,  so  nimmt  danach  der  Wirkungs- 
grad von  0.9  bis  0,2  ab.  Die  verbrauch- 
ten Wassermengen  verhalten  sich 

nngerähr  wie  die  Quadrate  der  Durch- 
messer d der  Leitungsröhien,  also  die 
Weite: 

Zoll, 

21 

wenn  Q und  Q,  für  die  Minute  in  Ku 
bikioll  gegeben  sind. 


Die  Länge  der  Leitimgsröhre  soll 
sein : 

/=A,+^  Fnsi. 

Die  Weite  der  Steigrohre  wird  gleich 
d genommen,  der  Sperrmündnng  der 
nerschnitt  der  Leitangsröhre  gegeben. 
Beide  Ventile  sind  möglichst  nahe  zu 
rfleken , dem  Windkessel  der  Fassungs- 
ranm  zu  geben,  das  Sperrventil  kann 
auch  unter  Wasser  stehen. 

Widerstand  (Mechanik). 

So  wird  bei  Masehinen  jede  der  be- 
absichtigten Bewegung  entgegengesetzte 
Kraft  genannt.  Soll  also  z.  B.  eine 
Last  gehoben  werden,  so  wirkt  das  Ge- 
wicht derselben,  d,  h.  die  Schwere,  als 
Widerstand , beim  Verkleinern  ist  die 
Festigkeit  u.  s.  w.  als  Widerstand  zu 
betrachten. 

Im  engeren  Sinne  kann  als  Wider- 
stand jede  Kraft  bezeichnet  werden,  wel- 
che, ohne  selbst  jemals  Bewegung  her- 
vorznbringen , der  beabsichtigten  immer 
entgegenwirkt.  In  diesem  Sinne  sind 
die  wichtigsten  Widerstände:  Reibung 
und  Widerstand  der  Flüssigkeiten , na- 
mentlich der  Luft.  Mit  Bczng  anf  beide 
ist  anf  die  betreffenden  Artikel  zn  ver- 
weisen. Dergleichen  Widerstände  sind 
oft  schwer  der  Rechnung  zu  unterwerfen, 
da  die  Gesetze  derselben , oftmals  auch 
ihre  Ursachen  nicht  völlig  bekannt  sind. 
Man  betrachtet  sie  in  der  angewandten 
Mechanik  oft  als  üindernisse,  welche  die 
theoretische , d.  h.  ohne  Rücksicht  anf 
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die  berechnete  Arbeit  verkleinern.  Denn 
wird  gewöhnlich  in  Bezug  auf  die  Itech- 
nung  in  folgender  Weise  verfahren.  Zu- 
nächst wird  das  Arbeitsquantum  Q ohne 
Rücksicht  auf  die  Widerstande  fcstge- 
slellt  (theoretisches  Arbeitsquantum) ; da 
das  sich  wirklich  ergebende  nun  geringer 
ist,  BO  wird  dasselbe  gleich  gesetzt, 
wo  a ein  echter  Bruch  ist,  und  « durch 
Versuche  gefunden.  Die  inr  Ueberwin- 
dang  der  Widerstände  verbrauchte  Ar- 
beit ist  dann  gleich  (1  — n)y,  und  1 — « 
kann  als  Widcrstandscocflicicnt  bezeich- 
net werden. 

Widerstand  der  nossigkeiten  (Me- 
eksiik). 

Der  von  der  Undurchdringlichkeit  und 
Elasticität  der  Flüssigkeiten  herrOhrendo 
Widerstand  gegen  eine  in  der  Flüssigkeit 
bewegte  Masse.  Tropfbare  und  elastische 
Flüssigkeiten  scheinen  hierbei  denselben 
Gesetzen  zu  gehorchen. 

Newton  hat  versucht,  dies  Gesetz  durch 
Anknüpfen  an  die  Theorie  des  Stosses 
zu  ermitteln.  Die  Methode  dieser  Un- 
tersuchung ist  in  dem  Artikel;  Stoss  (Ab- 
schnitt 7)  mitgethcilt,  und.  wir  geben 
hier  nur  die  Resultate  derselben  sowie 
anderer  Beobachtungen. 

I)  Der  Widerstand  erstreckt  sieh  über 
den  ganzen  Theil  der  Oberfläche,  wel- 
cher die  Flüssigkeit  verdrängt,  also  z.  B. 
wenn  eine  Kugel  sich  ohne  Rotation 
bewegt,  anf  diejenige  Halbkugel,  welche 
sich  der  Flüssigkeit  entgegenbewegt. 
Allgemein  ist  dieser  Theil  der  Oberfläche 
so  zu  charakterisiren , dass  die  nach 
anssen  gerichtete  Normale  mit  der  Bewe- 
gnngsrichtnng  einen  spitzen  Winkel  bil- 
det. Die  Richtung  des  Widerstandes  ist 
dann  die  der  nach  unten  gerichteten 
Normale-  Sonach  zerfällt  der  Wider- 
stand, wenn,  wie  hier  allgemein  ange- 
nommen werden  soll,  der  bewegte  Kör- 
per ein  fester  ist,  in  einen  Theil,  der 
die  fortschreitende  Bewegung  hemmt,  und 
in  einen , der  die  rotirende  hemmt  oder 
hervorbringt,  letzteres  selbst  dann,  wenn 
ursprünglich  keine  solche  vorhanden  war. 
Eine  solche  Umdrehungsgeschwindigkeit 
findet  nach  dem  eben  Gesagten  in  dem 
Falle  nicht  statt,  wenn  der  Körper  ein 
homogener  oder  homogen  geschichteter 
UmdrehnngskOrper  ist,  welcher  sich  pa- 
rallel seiner  Rotationsaxe  im  homogenen 
Mittel  bewegt.  Denn  cs  wird  sich  dann 
um  die  Rotationsaxe  hemm  der  Wider- 
stand gleicbm'ässig  verhalten , also  die 
anf  der  erstcren  senkrechte  Componentc 
verschwinden  und  nur  eine  solche  ent- 
stehen, die  der  Aze  gleich  gerichtet  ist, 


also  durch  den  Schwerpunkt  gebt.  Bei 
einer  nicht  rotirenden,  aus  homogenen 
Schichten  bestehenden  Kugel  findet  dies 
also  immer  statt,  da  jeder  Durchmesser 
eine  Rotationsaxe  ist. 

Es  möchte  nach  dem  Obigen  sogar 
scheinen,  dass,  wenn  eine  Rotation  um 
die  Umdrrhungsa.xc  nnränglich  stattfindet, 
diese  durch  den  Widerstand  nicht  modi- 
ficirt  werden  kann.  Die  Erfahrung  be- 
stätigt dies  jedoch  nicht  vollständig.  In 
der  That  nämlich  findet  bei  dieser  Be- 
wegung eine  Einwirkung  ausser  der  hier 
hingestelltcn  statt,  welche  als  Reibung 
des  Projectils  gegen  die  Flüssigkeit  be- 
trachtet werden  kann , also  der  Rotation 
parallel,  und  deshalb  um  die  Axe  herum 
nnglcichmässig  ist,  weil  die  Theile  der 
Flüssigkeit,  welchen  die  Bewegung  ent- 
gegen gerichtet  ist,  dichter  sind  als  die 
übrigen.  Im  Allgemeinen  ist  allerdings 
diese  Rotation  nicht  sehr  gross.  Es 
muss  auch  bemerkt  werden,  dass  selbst 
bei  einer  fortschreitenden  Bewegung  der 
Theil  der  Flüssigkeit,  welchen  die  "Be- 
wegung nicht  verdichtet,  eine  Einwir- 
kung ausübt,  und  zwar  aus  dem  Grande, 
weil  die  nnchdrängende  Flüssigkeit  gegen 
das  Frojcctil  drückt,  jedoch  ist  diese 
Einwirkung  gering  gegen  die  oben  hin- 
gestellte. 

II)  Die  auf  Verminderung  der  fort- 
schreitenden Bewegung  wirkende  Kraft, 
welche  durch  den  Widerstand  hervor- 
gebracht wird,  ist  gegeben  durch  die 
Formel ; 

IV 'LW  (1  + ,)  fcoBlt  df, 

m a/ 

wo  (>  die  Dichtigkeit  ist,  i eine  Con> 
stante,  die  von  der  Elasticität  des  Mit- 
tels herrührt,  (gewöhnlich  wird 
geseUt) , m die  fortbewegte  Masse, 
df  das  OberAächenelemcDt,  k der  Win- 
kel der  nach  aussen  gerichteten  Normale 
mit  der  Bowegungsrichtung,  e die  Ge- 
schwindigkeit, //  eine  zu  bestimmende 
Function  derselben,  welche  Newton  gleich 
V*  nimmt.  Das  Integral  ist  auf  den 
Theil  der  Oberfläche  zu  erstrecken,  wel- 
che der  Flüssigkeit  sich  entgegen  be- 
wegt 

Die  BewegungsgrOsse  mIF,  welche 
hieraus  sich  ergibt,  erhält  man  durch 
Multiplication  mit  m,  also: 

m ir  = pr*  (1 -f- f)  J*coaP  df. 

Für  einen  homogenen  UotntionskOrpcr, 
der  sicli  der  Umdrehungsaxe  parallel  be- 
wegt, erhält  man,  wenn  letztere  Axe  der 
X ist: 
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m»F=:2Tpr’(l +f)^  y <<y. 

WO  Jer  Anf^m;;^|>nnkt  der  CoorJinatcn 
durch  den  Sihwcrjmnkt  gcltl,  und  wenn 
(fs  das  Buj^cnclotncnt , y die  Ordinnfc 
der  Cu  ne.  deren  Hoialion  die  OberlUehe 
hervorhringl » a der  jirossfe  Werih  von 
y ist.  Für  die  Kugel  mit  Hadius  r er- 
gibt sich: 

m B ^ 7 r*  (1  +*)  »■*. 

Ist  a die  Diehtigkrit  der  Kugel,  so  ist; 


also: 


«I  =•  i 7 r*  ff. 


Borda  findet  durch  Versuche: 


Man  ihut  daher  wohl,  den  Ausdruck 
l + *r=«  als  Krrahrnngszahl  zu  behan- 
deln , und  deren  Bestimmung  der  Beob- 
achtung zu  überlassen. 

Für  einen  Cvlinder  mit  rechtwinkliger 
ebener  Basis  ist  X = 0,  und  cs  erstreckt 

sich  J Qosl*  ttf  auf  die  ganze  kreisför- 
mige Basis.  Man  hat  also,  wenn  r de- 
ren Radius  ist ; 

wi  lV  = (i  r*  (1-f-O  ^ '■*» 
so  dass  die  Kugel  nur  den  halben  Wi- 
derstand des  ('ylinders  erleiden  würde. 

Untersucht  man  Kfirper , die  einander 
ulinlich  sind,  so  werden  in  denselben 

die  Ausdrücke  ^ cos  k^tlf  proportional 

den  homologen  Querschnitten  oder  auch 
den  Quadraten  homologer  Strecken  sein, 
man  kann  also  für  solche  Projeciiic 
setzen : 


**  \rtj/  m 

oder  richtiger: 


Ii=i„v 


$11  ^ 
m * 


wo  I einen  Erfahrmigscocfficienton,  der 
von  der  Form  des  Projcctil«  und  den 
gewühlten  Kinheiicn  abhängig  i.'st,  o 
eine  beliohige  Strecke  des  Projectils,  /?, 
die  Itumologc  für  ein  ähnliches  von  be- 
kannten Dimensionen,  welches  als  Ein- 
heit zu  hetrachtcii  ist.  i«,  m,  die  Massen 
beider  Projectilc,  7 (r)  die  Function  der 
Geschwindigkeit,  welcher  der  Luftwider- 
stand proportional  ist.  bedeutet.  Was 


den  AViderstand  der  Luft  anbetrifft,  so 
seien  noch  p und  p^  Baromeleralände, 
p.  p,  die  zugehörigen  Dicbtigkciien  der 
Luit,  und  /,  die  Temperaturen,  dann 
ist : 

L - 

WO  rt  = O.fK.l3G0  ist,  wenn  man  Centeti- 
malgrade  vttrniisscizt,  also  wenn: 

gesetzt  wird  : 

„ _ »’  2Li 

/<,  (1  + n»)  n,>  m ■ 

Ist  das  Projeciil  ein  Kotationskörper,  so 
kann  man  für  a den  ]la<liiiH  oder  Durch- 
messer des  grössten  Querschnittes  neh- 
men. Dieser  Fall  findet  bei  gezogenen 
Geschossen  statt. 

Wir  entnehmen  einige  auf  diese  sich 
beziehenden  Zahlcnwcrthc  der  Schrift: 
„Die  Ballistik  der  gezogenen  Geschütze 
von  M.  Prehn,“ 

Hiernach  sind  die  Durchmesser  der 
grössten  Querschnitte: 

für  den  gezogenen  preussischen  24-Pfün- 
der : 

« = 5,82", 

für  den  12-Pfündcr: 

« = 4,70  ", 
für  <lon  G-Pfünder: 

« = 3,60" 

Die  Massen  m können  in  Gewichts-Ein- 
heiten gegeben  werden,  und  zwar  ist  das 
Gewicht  des  Projectils  fCir  den  24-P/ün- 
der: 

m = 54.3  Pfund, 
für  den  12-Pründer: 

« = 29  Pfund, 
für  den  6-Pfünder: 

« = 13,8  Pfund. 

Setzt  man  den  mittleren  Burometerstainl 
/;=p,=28  Pariser  Zoll,  und  eine  Tem- 
peratur von  15®  Heaumur  = 18.75  Cen- 
tcsimalgrad  voraus,  so  ergibt  sich  für 
V’ersuciie  mit  dem  24-Pfünder,  wenn 
man  nach  Newton  y(r)  = r*  setzt,  nach 
Ki  fahrungsrcsulintcn  : 

ir  = 0.0000248ii*. 

Nimmt  man  dessen  Gewicht,  also  54.3 
Pfund  als  Einheit,  und  beginnt  die  Tem- 
peraturen von  18,75®  zu  zählen,  so  Ut 
in  dem  Werthe  von  IV: 

p,=p,  < = 0,  m,=rm.  « = «, 
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zn  setzen,  also : 

^ = 0,0000248. 

Für  beliebige  Projcctile  von  Ähnlicher 
Form  gibt  dann  der  Werth  von  ic  das 
Nöthige , wenn  fQr  f der  UcbrrsrhuHS 
über  18,75°  genommen  wird.  Man  er- 
hüll  übrigens,  wenn : 

a,°  m 

gesetzt  wird,  nach  den  hier  gegebenen 
Zahlen ; 

für  den  12-PrOnder: 

^,=0,0000309, 

(ar  den  6-Pfünder; 

//,  = 0,0000505, 
and  kann  allgemein  setzen : 

;>i(l+nO 

Uebrigens  gibt  die  Newton'schc  An* 
nabmef  dass  = ist,  nicht  immer 
mit  den  Versnehen  übereinstimmende 
fiesaltate.  Für  sehr  geringe  Geschwin- 
digkeiten, wie  dieselbe  z.  B.  bei  Pcndcl- 
schwingnngen  stattünden,  ist  namentlich 
die  Annahme  I dass  der  Widerstand  der 
Geschwindigkeit  proportional  sei , ge- 
nauer. Untton,  dem  wir  sehr  genaue 
Experimente  hierüber  verdanken , scUt 
für  die  Kogel: 

«•  (m  t>* -fnr-hv). 

wo  P das  specitischc  Gewicht  der  Flüs- 
sigkeit, r üer  Kadins  der  Kugel,  g die 
Beechleunignng  der  Schwere  ist.  Durch 
Experimente  tindet  er: 

m = 0,00003028, 

« = -0,0071666, 

9=03. 

Dnrch  diese  Formel  wnrdcn  für  Ge- 
schwindigkeiten von  600  bis  1800  Fuss 
gute  Beenitate  erhalten.  Dagegen  nimmt 
Hntton  für  Geschwindigkeiten  von  1 bis 
100  Fuss  an,  dass  der  Widerstand  der 

Grosse  proportional  sei. 

TidürsUDdshfihe  (Hydraulik). 

In  der  Hydraulik  drückt  man  oft  die 
Arbeilsvcrmindernng,  welche  dnrch  Wi- 
derstünde erfolgt,  dnrch  die  Hohe  einer 
der  Bewegung  entgegen  drückenden 
Wassersäule  aus , welche  Widerstands- 
hOhe  heisst. 


Wiege. 

Im  mechanischen  Sinne  ein  von  einer 
Cylinderfl&chc  begrenzter  unregelmässiger 
Körper,  welcher  sich  rollend  auf  einer 
horizontalen  Ebene  bewegt,  und  nur 
durch  einen  Änfangsstoss  und  die  Schwere 
angegriffen  ist. 

Wigtje  (Metrologie). 

NiedcrlAndischcsHandclsgcwieht,  gleich 
1 Gramm. 

Winde  (Maschinenlehre). 

Eine  stehende,  meist  transportirbare 
Welle,  welche  von  Menschen-  oder 
Thierkrüften  bewegt  wird. 

Hydranlische  Winde  ist  eine  Art  hy- 
draulischer Presse,  welche  zur  Hebung 
und  zum  Forlschichcn  von  Lasten  ver- 
wendet wird. 

Windfang,  anch  nogelrad  (Maschinen- 
lehre). 

Apparat  zur  Erzeugung  einer  gleich- 
furmigen  Bewegung,  welcher  jedoch  we- 
gen der  grossen  Arbeitskraft , die  er  in 
Anspruch  nimmt,  nur  bei  Bewegungen, 
die  kurze  Zeit  dauern , in  Anwendung 
kommt,  z.  B.  bei  den  Schlagwerken  der 
Uhren.  — Auf  einer  Welle  BC  (Fig. 
222)  mit  zwei  ebenen  Flügeln  f',  F in 


Fig.  222. 


der  Ebene  der  Umdrehungsaxe  befindet 
sich  ein  kleines  Getriebe  oder  stark  an- 
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steigendes  Schraubengewi ndo  A,  in  wcl- 
clies  ein  Zahnrad  ADE  greift,  das  durch 
eine  Feder  oder  ein  Gewicht  in  Umdre- 
hung versetzt  wird.  Der  Luftwiderstand 
gegen  die  Flügel  wüchst  dann  sehr 
schnell  mit  lier  zunehmenden  Geschwin- 
digkeit, und  wenn  dieselbe  eine  gewisse 
Grösse  erreicht  hat,  eompensirt  er  die 
Umdrehungskraft.  so  dass  die  Bewegung 
gleiehmässig  wird. 

Sei  F der  Inhalt  beider  Flügelflächen, 
y die  Dichtigkeit  der  Luft,  { ihr  Wider- 
standseocfRcicnt,  r die  Geschwindigkeit, 
/ die  Entfernung  der  FIQgelmittc  von 
der  Axo,  und  der  Luftwiderstand  pro- 
portional dem  Quadrat  der  Geschwin- 
digkeit, so  ist  das  Drehungsmoment  des 
Widerstandes: 


Sei  /’  die  Umdrehungskraft  nach  Abzug 
der  Ueibnng,  r der  Hebelarm  dieser 
Kraft,  so  ist : 

Pr=Qi, 

also : 


Wächst  P um  eine  kleine  GrCssc  p 
etwa  in  Fol^^c  einer  Aenderung  in  den 
KcibungsvcrhAltnisscn,  nnd  möge  r um 
t 7.unchmcnt  so  erhält  man  durch  DifTc- 
renziiren : 


also  wenn  die  Kraft  Innerhalb  der  Grcn- 
icn  P—p  und  P+p  schwankt,  wird  die 
Geschwindigkeit  io  den  Grenzen : 

sich  befinden.  Uebrigens  ist  { nicht  völ- 
lig constant , sondern  wenn  die  Flächen 
rechtwinklig  sind : 

C=l,254(l+W-). 

WindmOhle  (Haschinenlebre). 

Siche  Windrad. 

Windrad  (Pnenmatik). 

1)  Einrichtung  der  Windräder- 

Ein  durch  die  bewegte  Luft  in  Um- 
drehung versetztes  Kad  zur  Vermittelung 
von  Arbeitsleistungen  wird  Windrad  ge- 
nannt , das  Gebäude , welehes  dnsselhe 
UDterstOtzt  und  ausserdem  die  damit 
verboodene  Zwischen-  nnd  Arbeitsma- 


schine anfnimmt,  heisst  Windmühle,  — 
Das  Windrad  muss  so  construirt  sein, 
dass  der  Wind  nicht  von  beiden  Seiten 
gleich  stark  stOsst,  weil  sonst  das  Rad 
still  stände,  und  dies  unterscheidet  banpt- 
sächlich  Wind-  und  Wasserräder.  Er- 
sterc  betiuden  sich  nämlich  gana  in  der 
Luft,  während  Wasserräder  nnr  thcil- 
wcisc  oder  wenigstens  nicht  gicichmässig 
dem  Wasser  ausgesetzt  sind.  — Das 
Windrad  kann  in  einem  S e h a u fei  r ade 
bestehen,  dessen  eine  Seite  dnreh  einen 
festen  Mantel  vor  dem  Winde  geschützt 
ist,  oder  die  Schaufeln  sind  an  Angeln 
so  nufgehängt , dass  sie  sich  auf  einer 
Seite  mit  der  breiten  Fläche  dem  W'inde 
cntgegenstclien , auf  der  anderen  aber 
demselben  die  schmale  Seite  darbieten. 
Solche  Räder  laufen  in  Uorizontalebenen, 
um  sie  nicht  stellen  zu  müssen.  Häu- 
figer aber  werden  Flügelräder  ange- 
wandt, deren  Axen  dem  Winde  entgegen, 
also  mehr  horizontal  gerichtet  sind,  nnd 
deren  wenige  Arme  (gewöhnlich  vier) 
breite  Flächen  (Flügel)  tragen,  welche 
unter  einem  schiefen  Winkel  dem  Winde 
entgegenstehen.  Diese  Windräder  heissen 
auch  Verticalräder.  Dieselben  ver- 
richten mehr  Arbeit  als  die  ersteren,  da 
alle  Flügel  gleichzeitig  arbeiten,  sic  lei- 
sten ungefähr  das  Vierfache  der  Arbeit 
als  die  Schaufelräder,  und  sind  daher 
hier  aniscbliesdiich  zu  betrachten. 

Ein  Flügelrad  besteht  ans  einer 
starken  Welle  von  Holz  oder  Guss- 
eisen , 5 bis  15*  gegen  den  Horizont 
genei^.  Kopf  heisst  die  Stelle  der 
Welle,  wo  die  Flügel  anfsitzen.  Halt 
der  dahinter  liegende  abgerundete  Theih 
Ein  Transmistionarad  an  der 
Welle  dient  zur  weiteren  Mittheiinng 
der  Bewegung,  der  Zapfen  hinten  an 
der  Welle  ist  nOthig,  um  das  Rad  völlig 
zu  unterstützen.  Die  Stärke  des  Halses 
ist  1^  bis  2 Fast  bei  hölzernen,  | bis 
J Fuss  bei  eisernen  Wellen 

An  den  Windflügeln  sind  zu  un- 
terscheiden: Die  Windruthen,  vom 
Wellenkapfa  nuslaufcndc  Arme  von  etwa, 
30  Fnss  Länge , deren  jeder  einen  Flü- 
gel trägt.  Die  Anzahl  ist  4,  selten  5 
oder  6,  sie  sind  an  der  Welle  1 Fass 
dick,  9 Zull  breit,  am  äusseren  Ende 
G Zoll  dick,  4^  Zoll  breit.  Ihre  Be- 
festigung ist  verschieden.  Bei  Holzwellen 
steckt  man  2 Ruthen  rechtwinklig  dnreh 
den  Kopf,  bei  gusseisernen  Wellen  wen- 
det man  Schrauben  nn.  Sprossen 
oder  Scheiden  sind  hölzerne  Quer- 
arme  , welche  dnreh  die  Ruthe  gesterkt 
sind,  die  letztere  ist  daher  in  Abständen 
von  IJ  bis  1]  Fuss  dnrchlocht.  Die 
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iontnte  Sproise  iit  | bi(  | der  Änn- 
l&nge  Tom  Wellenmittcl  entfernt,  und 
ihre  Länge  ist  etwa  gleich  diciein  Ab- 
Itande;  die  inaierate  hat  ^ bia  j der 
ArmUnge.  OewOhnlirh  iat  die  Ruthe 
nicht  in  der  Mitte  der  Flügel,  ao  daaa 
die  grötaerc  Fläche  dem  Winde  zu  ge- 
richtet iat,  dieaelbc  iat  mit  Segeltuch 
oder  Holl  (Windthüren)  bedeckt.  Den 
■cfamalercn  Tbeil  umgibt  daa  aogenannte 
Windbrett.  Die  Flügel  können  oben, 
windicbief  oder  bohl  aein.  Bei  den  er- 
Bteren  aind  aämmtliche  Sproaacn  gleich 
12  bia  18°  gegen  die  Umdrehungicbcno 
geneigt,  bei  windachiefen  Flügeln  wei- 
chen die  inneren  Sproaien  etwa  24,  die 
laueren  6*  von  dicacr  Ebene  ab.  Bei 
hohlen  Windflügeln  aind  krumme  Wind- 
mthen  und  Sproaacn  anzuwenden.  — 
Die  Inaaercn  Enden  der  Scheiden  aind 
dnreh  Saumlatten  verbanden,  anaaerdem 
oft  Zwiachenlatlcn  cingeaetzt.  Eine  Holz- 
bedecknng  beatebt  ana  4 ThUren,  die  aua 
dUnnen  Holzbrettchen  znaammengeaetzt 
nnd  durch  Riegel  am  Flflgelgerippc  bc- 


feitigt  sind.  — Die  Segeltnchdecke  wird 
durch  Sehlingen  nnd  Haken  befeatigt. 

Die  Axe  dca  Rades  muaa  immer  in 
die  Richtung  dea  Windca  geatcllt  wer- 
den, ihre  Unterstützung  mnsa  also  um 
eine  verticale  Axe  drehbar  aein.  Je  nach 
der  Art  dieser  Drohung  unterscheidet 
man  zwei  Klassen  von  Windmühlen,  die 
deutsche  oder  BockmQhle  und  dio 
holländische  oder  Thnrintnühle. 

Die  BockmUhle  ist  ganz  nnd  gar 
um  eine  feste  Säule  (Ständer  oder  Haus« 
banm)  drehbar,  die  Thurmmühls 
steht  fest  und  nur  das  Haupt  (Haube) 
mit  der  Welle  wird  gedreht. 

Da  der  Wind  ungleiche  Oesehwindig- 
keit  hat,  so  sind  besondere  Regulimngs- 
mittel  nütbig.  — Die  Bremse  oder 
derPressring  umgibt  die  obere  Hälfte 
des  Transmissionsradea,  und  wird  auf- 
gedrückt,  wenn  der  Oang  desselben  zu 
mässig  ist,  auch  kann  die  Flügelbe- 
deckung  vermindert  und  vermehrt  wer- 
den, durch  Auf-  und  Abwickeln  des  Se- 
geltuchs, oder  Wegnehmen  nnd  Auflegung 


Fig  223 
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der  Holüthttren.  Auch  gibt  e«  Wind- 
räder, die  «ich  durch  Vcrgröfscrung  and 
Verkleinerung  der  Siossflächc  selbst  rc- 
guiircn.  Bei  dem  Cubit’schen  b lü- 
ge! r »de  ist  A die  hohle  Flügelwelle 
(Fig.  22.'$),  BC  ein  durchgehender  Me- 
tnllslah,  l'O  eine  Zahnstange,  welche  in 
r so  mit  BC  verbunden  ist,  dass  sie 
nur  an  der  Bewegung  der  Axe  an  der 
3)rchung  um  die  Axe  theilnimmt.  Die- 
selbe greift  in  das  Zahnrad  und  dies 
aitr.t  mit  Uolle  F auf  einer  Axe,  die 
mittels  des  Gewichtes  fV  gespannt  wird. 
Die  Flügclbcdcckung  besteht  aus  dünnen 
Holz-  oder  Blcchkappcn  bc,  t,c,  . . ., 
welche  durch  die  Arme  ac,  «,e,  um  die 
Axen  c,  e,  . . . drehbar  sind.  Diese 
Arme  sind  durch  Stangen  ne,  n,c,  . . . 
mit  einander,  und  durch  Arme  de,  d,e, 
mit  Zahnrädchen  d,  d,  . . , verbunden, 
BO  dass  die  Drehung  der  letzteren  die 
Klappenstcllung  regulirt.  Endlich  sind 
Hebel  BL,  BL,  angebracht,  welche  sich 
um  die  Axen  K,  K,  drehen,  auf  der 
einen  Seite  mit  BC,  auf  der  anderen 
mit  Zahnstangen  LM,  L,M,  Zusammen- 
hängen, deren  Zähne  in  die  Uüdehen  d, 
d,  cingreifen.  Der  Wind  strebt  nun, 
die  FlUgcldeckung  zu  offnen,  das  Ge- 
wicht ff.  sic  zu  schliessen.  Acndcrt  sich 
die  Windgeschwindigkeit,  so  wird  die 
Klappenstcllung  verändert,  und  somit 
auch  die  Stossiläche  verringert  oder  ver- 
grössort. 

Zur  Ermittelung  der  Windgeschwin- 
digkeit hat  man  eigene  Apparate,  Ane- 
mometer (vergleiche  den  entsprechenden 
Artikel). 

2)  Leistung  der  Windräder. 

Wir  theilen  die  Flügelfläche  in  schmale 
Längcnclemente.  Man  kann  wegen  des 
grossen  Inhalts  der  Flügelflächen  anneh- 
men , dass  der  darauf  stossendo  Wind 
parallel  der  Flügelfläche  abgelenkt  wird. 
Sei  c die  Windgeschwindigkeit,  c die 
FlUgelgcschwindigkeit,  Q die  Windmenge, 
welche  in  der  Secunde  auf  ein  Element 
trifft,  y die  Luftdichtigkeit,  n der  Win- 
kel der  Windrichtung  mit  dem  Element, 
so  ist  der  Normalstoss  des  Windes; 


sin  <r  Qy, 


vorausgesetzt,  dass  der  Flügel  parallel 
dem  Windstosse  sich  bewegt. 

Sei  G der  Querschnitt  des  Stroms,  F 
der  Inhalt  des  Elements,  also  G = Faina. 
G aber  nimmt  die  ganze  Stossfläebe  ein, 
nnd  es  ist  daher; 


da  die  Fläche  mit  Geschwindigkeit  » 
ausweicht.  Man  hat  also  : 


A'  = ('  sinnGy 
3 

_(c^* 

3 

Ausser  diesem  Stossc  gegen  die  Vorder- 
fläche aber  findet  noch  eine  Wirkung 
gegen  die  Ilimerfläche  des  Elementes 
statt,  da  ein  Thcil  des  am  Umfange  der 
Fläche  vorbeigehenden  Winde»  in  Wir- 
bel geräth,  und  dabei  den  der  relativen 
Geschwindigkeit  (c— e)sinn  cntsprechen- 

(c— r)» 

den  Druck  — ***  verliert. 
£3 

Durch  Vereinigung  beider  Wirkungen 
erhält  man : 

A’  = 3^‘-,  sin a’Fy. 

2j 

Indess  bewegt  sich  der  Flügel  BC  (Fig. 
224)  nicht  in  Bichtnng  AR  des  Windes, 


Fig.  224. 


sondern  in  Richtung  AP  senkrecht  da- 
rauf. In  iV  ist  also  v durch  Geschwin- 
digkeit i4  e , = V , zu  ersetzen,  mit  wcldier 
der  Flügel  in  Rücksicht  auf  die  Wind- 
richtung ausweicht.  Ist  v die  Umdre- 
hungsgeschwindigkeit, so  hat  man : 


V,  = c cotn. 


also : 


N = ^ (csin  r<— e cos  «)’  Fy. 


Man  zerlegt  N aber  in  zwei  Seiten- 
kräfte, P in  der  Umdrehungsrichtong, 
R in  der  Axenrichtung,  also: 


P = ^ (csin  «— c coso)*  coso  Fy, 

£3 

3 

Rz=  — (csina— V cos  o)*  sinn  Fy, 
£3 


Q = C(c-e), 


nnd  man  erhält  die  Leistung: 
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L=  Pv  = ^ (c sin«—® cos  «)’  rcos  n Fy. 
Damit  L nicht  verscbwindc,  masa: 

c8in«>rcos«  nnd  cos«>0, 

also: 

tga>^  nnd  «<90 


üm  die  grda>tc  Loiatnng  an  finden,  ist  ^ = 0 r.u  setzen;  cs  kommt: 

da 


(c sin«— ®cos«)  sin « = 2 cos« (rcos n+r  sin«), 


tg«*— 3—  tg«  = 2, 
c 


da  die  negative  Wnrzcl  der  obigen  Bedingnng  widerspricht. 

Da  für  die  entfernteren  Elemente  v grosser  ist , so  muss  für  diese  auch  der 
Btosswinkcl  « grösser  sein,  also  sind  die  Flügel  windschief  zu  machen. 

Berechnet  man  ans  der  leuten  Formel  ®,  nnd  setzt  in  die  Leistnngsfonnel 
ein,  so  kommt  die  Maximallcistnng: 

, 4 c*  3sino*— 2 

~~q  ^ ^ sin«»  ■ 

Sei  jetzt  die  Umdrehungszahl  u für  die  Minute  gegeben,  so  ist  die  Winkelge- 
schwindigkeit: 

0)  = ^ =0,104711. 

Theilt  man  etwa  die  Windmthenlüngc  in  7 Theile,  nnd  liest  den  Flügel  im  ersten 
Theile  anfangen,  so  dass  seine  redneirte  Linge  ff  ist,  berechnet  dann  die  7 
Werthe  von  « mittels  der  Oleicbnng  für  tg«,  indem  man  setzt: 
ul  _w2f 

— yi  »I— "Y"!  • ■ •’ 

sind  dann  i,.  i,  die  durch  diese  Thcilpnnkte  zu  legenden  Flügelbreiten,  so 
gibt  die  Simpson’scbc  Regel  aus  den  Werlhen; 

3sin  « ’ — 2 

4. 

sin«^-  s, 

einen  Mittelwertli  k nnd  die  Leistung  ist: 


Bei  ebenen  Flügeln  ist  « constant,  nnd  der  Mittclwerth  k,  zu  nehmen  ans  den 
Werthen: 

•’s  's 

(sinn cos«)*  — cos «4  , 

' c ' c » 

L = 3ykilt 

Die  beiden  Werthe  von  L sind  dann  noch  mit  der  Anzahl  der  Flügel  zn  mnl- 
tipliciren. 

Die  Reibung  am  Halse  verzehrt  aber  einen  bedeutenden  Arheitstheil. 

Nehmen  wir  an,  dass  das  ganze  Gewicht  des  Flügelrads  am  Halse  unterstützt 
sei,  nnd  lassen  wir  den  Druck  am  Zapfen  unberOcksiebtigt,  in  der  Voranssetzung, 

29* 
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dass  die  beiden  hier  gemachten  Meinen 
Fehler  sich  eompensiren.  Es  erfolgt 
dann  die  Reibung  >/f»,  und  wenn  r der 
Halshalbmesser  ist,  der  Arbeitsanfwand : 

7Cwr  = 0, 1047wv  = y 

wo  c die  Umfangsgeschwindigkeit  des 
Bades  ist.  Die  cffective  Leistung  ergibt 
sich,  wenn  man  diesen  Werth  von  L 
abzieht. 

Versuche  über  die  Leistungen  von 
Windmühlen  haben  Smeaton  und  Cou- 
lomb angestcllt.  Ihre  Resultate  stim- 
men ziemlich  mit  den  hier  angeführten 
theoretischen.  — Näheres  über  diesen 
Gegenstand  enthält: 

Weissbach  : Handbuch  der  Bergmaschi- 
nen-Mcchanik, 

Coriolis : Tratte  du  ealcul  de  Teffet 
des  mackinet, 

Winkel  (Geometrie). 


^knng  (Djnamik). 

So  wird  oft  d.ts  Wort  Action  über- 
setzt (siehe  diese). 

Wirkungsgrad  (laschinenlehre). 

Das  Vcrhältniss  der  factischen  Lei- 
stung einer  Maschine  zur  theoretischen. 

Wittwenkasse  (Rentenrechnnng). 

Ueber  die  ihnen  zu  Grunde  liegenden 
Prinzipien  vergleiche  den  Artikel : Rente. 

Woche  (Zeitrechnnngi. 

Ueber  die  Zeit  der  Einnihrnng  dieses 
siebentägigen  Zirkels  und  das  Prinzip, 
welches  ihm  zu  Grunde  liegt,  ist  nichts 
Bestimmtes  bekannt.  Wahrscheinlich 
spielen  dabei  die  vier  Mondviertel , wel- 
che etwas  ober  sieben  Tage  dauern,  eine 
Rolle. 

WBlbnng  (Statik). 

Siehe  GewOlbe. 


Das  Ebenenstück  zwischen  zwei  sich 
schneidenden , vom  Schnittpunkt  nach 
einer  Seite  ins  Unendliche  gehenden  Li- 
nien. Ueber  das  Messen  der  Winkel 
vergleiche  den  Artikel : Raumlehre. 

Winkelgeschwindigkeit  (Dynamik). 

Bei  rotirender  Bewegung  der  in  der 
Zeiteinheit  zurückgelegtc  Rotntionswin- 
kel,  wenn  die  Bewegung  gleichmässig, 
und  das  Vcrhältniss  des  in  unendlich 
kleiner  Zeit  zurückgcicgten  Winkels  zu 
dieser  Zeit,  wenn  sie  ungicichmässig  ist. 

Sei  r die  Geschwindigkeit  eines  Punk- 
tes, r seine  Entfernung  von  der  Drch- 
axe,  IC  die  Winkelgeschwindigkeit  in 
Bogenthcilen,  so  ist  offenbar: 

©=  I*  IT. 

Vergleiche  noch  den  Artikel;  Rotation. 

Wlnkelhebel  (Haschinenlehre). 

Ein  Hebel,  dessen  beide  Arme  in 
einem  Winkel  zusammenstossen. 

Winkelrad  (Maschinenlehre). 

Gleichbedeutend  mit:  conisches  Rad. 
Vergleiche  den  Artikel:  Rad. 

Winter  (Chronologie  nnd  mathema- 
tische Geographie) 

Die  Zeit  vom  Eintritt  der  Sonne  in 
den  Wendekreis  des  Steinbocks  (Solsti- 
Rum)  bis  zu  dem  in  den  Widderpunkt 
oder  ins  FrOhlingsäqninoctium. 


WOrfel,  Cnbns  (Stereometrie’. 

Ein  von  sechs  gleichen  Quadraten  be- 
grenzter Körper. 

Würfelspiel  (Wahrscbeinlichkeitsrech- 
nnng). 

Ueber  die  Wechseirälle  dieses  Spiels 
vergleiche  den  Artikel:  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. 

Wnrfbewegnng  (Dynamik  ud  Balli- 
stik). 

A)  Ohne  Be rOcks  i ch  ti  g u n g des 
Luftwiderstandes. 

Die  Theorie  der  frei  geworfenen  Kör- 
per ist  sehr  einfach,  wenn  man,  wie 
dies  allerdings  nur  bei  sehr  langsamen 
Bewegungen  statthaft  ist,  den  Luftwider- 
stand vernachlässigt. 

Denken  wir  uns  die  Axe  der  x hori- 
zontal durch  die  Anfangslage  des  Schwer- 
punktes des  geworfenen  KOrpers,  den 
wir  als  Anfangspunkt  nehmen,  gelegt, 
nnd  mit  der  Anfangsgeschwindigkeit  in 
einer  Vcrticalebcne.  Die  Axe  dery  sei 
vertical  nach  oben  gerichtet.  Die  An- 
fangsgeschwindigkeit c mache  mit  beiden 
Axen  spitze  Winkel,  und  zwar  Winkel 
</  mit  der  Axe  der  x.  Der  Winkel  7 
heisst  Elevationswinkcl.  Sei  g die  Be- 
schleunigung der  Schwere , so  hat  man : 


wo  X nnd  y die  Coordiiiaten  des  Sebwer- 
pnnktes  sind.  Die  erste  Gleichung  gibt; 
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— = CCOt‘f,  JC  = C<COS'/, 

wo  die  Grenzbedingnngen  ( = 0,  j;  = 0, 

— = ccosy  beiücksichtigt  Bind.  Aus  der 

zweiten  erhalt  man,  da  für  t=iO,  y = 0, 
dy 

— ^ = c8in'/  ist; 
dl  ' 

du 

y = — ^ 5 I*  -|-  et  sin  </. 

Durch  Elimination  von  I aus  den  Wer- 
tben  von  x und  y kommt  dann: 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Fara  bei. 

Will  man  noch  die  Rotation  des  ge> 
worfenen  KOtpers  beriieksiebtigen,  so  ist 
dieselbe,  auf  die  drei  durch  den  Schwer- 
punkt gelegten  Hanptaxrn  zu  beziehen, 
und  da  durch  den  Schwerpunkt  auch  die 
einzig  wirkende  Kraft  der  Schwere  geht, 
so  ist  diese  Rotation  ganz  unabhängig 
von  der  letzteren , also  wie  die  eines  im 
Schwerpunkt  festen,  durch  einen  An- 
fangsstoss  und  keine  continnirlichen 
Kräfte  in  Bewegung  gesetzten  KOrpers 
zu  behandeln,  eine  Aufgabe,  die  sich 
mit  Hülfe  der  elliptischen  Functionen 
vollständig  lösen  lässt.  Vergleiche  den 
Artikel:  Rotation. 

B)  Mi  t Be  rü  ek  si  cb  t i gung  des 
Luftwiderstandes. 

Die  Theorie  der  wirklichen  Bewegung 
geworfener  Körper  Bndet  ihre  Hanptan- 
wendung  in  der  Ballistik  oder  der  Theo- 
rie des  Scbieiaens.  indess  ist  diese  Auf- 
gabe von  der  grössten  Schwierigkeit,  zu- 
nächst weil  das  Gesetz  des  Luftwider- 
standes nicht  fOr  nlle  Fälle  genauer 
bestimmt  werden  kann , jedenfalls  aber 
ein  sehr  complicirtes  ist,  und  diese  Com- 
plicirtheit  winl  noch  gesteigert  dadurch, 
dass  die  Rotation  des  Projectils,  welche 
sogar  eine  Aenderung  der  Verticalebene 
mit  sich  bringt , in  Betracht  kommt. 
Auch  Thermometer-  und  Barometerstand, 
die  Richtung  und  Stärke  des  Windes, 
selbst  die  Abweichung  wegen  der  Rota- 
tion der  Erde  würden  bei  genauen  Be- 
stimmungen in  Betracht  kommen  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Widerstand  der 

Flüssigkeiten).  Es  scheinen  jedoch  diese 
Kebennmstände  nur  einen  geringeren 
Einfluss  ausznüben , wenn  die  Anfangs- 
geschwindigkeit eine  grosse  ist  und  einen 
kleinen  Winkel  mit  dem  Horizont  macht. 


Auch  die  Botation  bringt  nur  eine  ge- 
ringe Abweichung  hervor , wenn  ange- 
nommen werden  kann,  dass  das  Projectil 
ein  Rotationskörper  ist,  und  die  Drehung 
um  die  Botationsaxe  erfolgt.  Diese  An- 
nahmen sollen  bei  gezogenen  Schussrohren 
der  Wahrheit  nahe  kommen  (vergleiche 
Frchn , die  Ballistik  der  gezogenen  Ge- 
schütze). 

Newton  leitet  aus  der  Theorie  des 
Stosses  (vergleiche  die  Artikel;  Stoss 
und  Widerstand)  ab,  dass  der  Luftwider- 
stand proportional  der  der  Luft  entge- 
genbewegten Fläche,  dem  Quadrate  der 
Geschwindigkeit,  selbstverständlich  der 
letzteren  entgegengesetzt  gerichtet  sei. 
Der  eben  angeführten  Schrift  zufolge  soll 
bei  den  Anfangsgeschwindigkeiten,  welche 
bei  gezogenen  Geschützen  in  Betracht 
kommen  (etwa  500  bis  1200  Fuss  in 
der  Seennde) , dies  Gesetz  ausreichende 
Resultate  geben,  dagegen  nimmt  Hutton 
selbst  bei  Anfangsgeschwindigkeiten  von 
100  Fuss  die  Fotenz  2,01  der  Geschwin- 
digkeit als  dem  Luftwiderstand  propor- 
tional an.  Für  sehr  kleine  Geschwin- 
digkeiten ergeben  sich  gute  Resultate, 
wenn  man  den  Widerstand  der  Geschwin- 
digkeit selbst  proportional  setzt.  Alle 
diese  Annsbmen  können  nur  als  Erfah- 
rungszahlen und  Annäherungen  dienen. 
Wir  wollen  jetzt  das  Newton’sche  Gesetz 
zu  Grunde  legen. 

Demgemäss  ist  der  Luftwiderstand  sei- 
ner Grösse  nach  zu  setzen  gleich 
wo  die  Zahl  a durch  Erfahrung  zu  be- 
stimmen ist.  In  der  angeführten  Schrift 
von  Prehn  ist  gesetzt: 

für  den  6-Ffünder: 

«=0,0000505, 
für  den  12-Ffündcr: 

« = 0,0000309, 
für  den  24-Pfünder; 

«=0,0000248. 

Möge  wieder  x horizontal,  y vertical  sich 
in  der  Wurfebene  befinden,  der  Anfangs- 
punkt durch  die  anfängliche  Lage  des 
Schwerpunktes  des  Projectils  geben,  c 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  ^ ihr 
Winkel  mit  dem  Horizont  sein,  s ferner 
die  Bogenlänge,  so  ist  für : 

t = 0.  * = y = s = 0, 

dx  du 

-j-  = ccos'/,  .^  = csin7'. 

dt  ’ dt 

In  Richtung  der  Axe  der  y wirken  die 
Kräfte  : 

. j „dtdy 

— o nnd  — n u' -f-=  — « -T7T-» 


Digitized  by  Google 


W arf  bewvgUDg. 


454 


WarfbeweguDg. 


und  in  der  Richtung  der  Axc  der  x: 

dx  dtdx 

__  «T  «X  — ^ — fl  - ' ■. 

dt  df> 

Man  bat  also  die  Bewegungsgleichnngen : 

d'x  . didx 

1) 


d(i+“  dl> 


2) 

Die  erste  Gleichung  lässt  sich  integriren: 

lg^+o«  = lg(ccoe»). 


also: 

3) 


dx 

— = c cos  y e 
d t 


Um  die  Bahngicichung  zu  finden,  kennen  wir  aus  2)  und  3)  dt  eliminiren: 

4)  c*  cosy  • d dx=0, 

oder,  wenn  man  den  Winkel  i der  Tangente  mit  der  Axe  der  x cinfbhrt,  also: 

^=tgl,  dx  = cosldt 
dx 


c'cosy*  jje^**d»  = 0. 


setzt: 

5) 

Durch  Integration  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Gurre,  wenn  man  Bogenlänge 
und  Tangcntcnwinkcl  als  Coordinaten  nimmt  (vergleiche  den  Artikel : Transfor* 
mationscoordinaten) : 

c’costi*  r sinl,  , (n  , I W , 9 -«•  . 
und  da  man  / = >/  iur  s = 0 bat : 

In  verschiedenen  Artikeln  dieses  Wörterbuchs  (siehe  z.  B.  den  Artikel : Trans- 
formutionscoordinaten)  ist  auf  die  Wichtigkeit  der  zwischen  Bogenlänge  und  Tan- 
gentenwinkcl  stattfindenden  Gleichungen  aufmerksam  gemacht  worden.  Die  Glei- 
chung 6)  gibt  die  Wurflinie  in  dieser  Weise,  und  kann  daher  zur  Ermittelung  der 
Eigenschaften  derselben  angewandt  werden.  Zur  graphischen  Constmetion  der- 
selben kann  schon  die  Gleichung  5)  dienen. 

Da  nämlich  für  Izxif  auch  s = 0 ist,  so  kann  man  mittels  des  Ansdrnckes: 

. c.’coso’dl  —SOS 
ds  ^ ^ “jj  c » 

geoii* 

fdr  jeden  kleinen  Zuwachs  der  beliebig  consunt,  etwa  gleich  ^ zn  nehmen 
ist,  die  zugehCngc  kleine  Bogenlänge  d$  ermittelt  werden,  und  in  der  Exponent 
tialgrÜBse  rechts  ist  dann  fUr  s die  Summe  aller  bis  dahin  gefundenen  Elemente 

dt  zu  setzeu.  Uebrigeus  hat  ~ gleiches  Zeichen  mit  ->cos/,  der  Bogen  wird 

a > 

also  bei  abnehmendem  Tangentcnwinkcl  I so  lange  zunehmen,  bis  dieser  Winkel 
— 90*  erreicht  hat,  wenn  y ein  spitzer  Winkel  ist,  wie  dies  ja  immer  angenommen 
werden  kann.  Nach  Gleichung  6)  würde  aber  sx.co  diesem  Worthe  von  l ent- 
sprechen, woraus  sich  dann  ergibt,  dass  die  Curve  sich  asymptotisch  der  Richtung 
der  Schwere  nähert,  wenn  die  Flugbahn  unbeschränkt  ist,  d h.  der  Boden  nicht 
berührt  wird,  ln  der  That  findet  dies  annähernd  bei  Geschossen,  die  von  hohen 
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Bergen  ansgesendet  werden,  offenbar  statt.  Für  den  höchsten  Funkt  der  Bahn 
ist  7=0  zu  setzen,  Gleichung  6)  gibt  dann  : 

ins  2aA  , , c’ cos»’ « r sin  y ,,  , in  , i/ XI 

Was  die  Geschwindigkeiten  anbetrifft,  so  haben  wir; 


8) 

dx  —OS 

jj=CC08i/«  , 

9) 

du  dx  , ^ , — «s 

^ tgZ=ccoB?  tg/e  , 

10) 

dt  dx  1 _ c cos  tfi  _—as 

dl  ~ dt  cos  l~  cot f 

Setzt 

man  noch  den  Werth  von  e*'"'  ans  6)  in  5)  ein,  so  kommt: 

dl 

c’  cos 

2n 

oder 

wenn  man  lieber: 

^ g , tc’cos?* 
*"2«‘''  2 ’ 

also : 

setzt: 

11) 

di 

c*  COS  7»* 

är 

cos 

/•  |?-f«c’cos?>  [k-^-lgtg(lL+  ^)]| 

12) 

dx 

c*  cos  7* 

cos  /’  {s-f  nc’  cos  [t-^~,-lg  tg  (-^  + -^)]} 

13) 

c’  cos?’  sin  1 

•“  cosP  jj-l-ac’cosv’  [A-i^-lg,g(|-f  ^)]} 

Die  Ausdrücke : 

c*  cos  ff  * di 

J 'f  + 4)11 

c*  cos  V * sin  Idi 

coai*  {s+«e*cos,,’  [*-^_lg  tg(^  + |)]} 


lassen  sich  zwar  nicht  in  geschlossener  Form  entwickeln.  Kommt  cs  jedoch  dar- 
auf an,  X und  y genau  in  Tafelform  zu  entwickeln,  so  gibt  die  mechanische  Qua- 
dratur hierzu  vollständigen  Anhalt,  llanptsichlich  kommt  es  hierbei  auf  den- 
jenigen Funkt  an,  in  welchem  das  Projectil  die  durch  den  Anfangspunkt  gehende 
Horizontale  wieder  schneidet,  wo  also  y = 0 ist.  Ist  « = 0 also  im  luftleeren 
Baume,  fflr  den  sich  übrigens: 

x= cos?’  (tg/— tgo), 

9 

_ c’  cos  ? ’ / 1 1 \ 

2j  \cos  1’  cos?’/ 
ergibt,  so  wird  für  diesen  Funkt: 
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Im  InfterlQllten  R«am  ist  — l dagegen  grösser  als  >/.  Indcss  würden  die  auf  die 
angerührte  Weise  berechneten  Tafeln  übereinstimmend  mit  der  Erfahrung  ergeben, 
dass  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  die  oben  angeführten  Grenaen  nicht  über- 
schreitet und  « nicht  gross,  also  das  Gewicht  des  Projectils  nicht  allznklein  ist,  —I 
noch  immer  klein  bleibt.  — Uebrigens  lassen  sich  auch  x nnd  y in  Reihen  nach 
ganxen  positiven  Potenzen  von  l entwickeln,  oder  noch  besser,  wenn  man  / = y— X 
setzt,  nach  Potenzen  von  X.  Die  Nenner  in  den  Integralen  werden  nämlich  ent 

dann  mehrdeutig  und  discontinnirlich , wenn  1=^  ist,  was  ja  erst  fUrt  = <=:ao 

stattfindet.  Setzen  wir  demnach  f=y— X,  so  ist: 

. ein  f , L sin(>/— X)  , . , '/— A 


_ 2X  _ 

C08f/  * COS 

wie  man  durch  successives  DiffereuKÜren  erhält,  ferner: 
c*  cos  y * 


3 sin  V ^ (4—3  cosy  •)  A* 
cos  ff  • 


5+«c*  eo. , .[*_-^-lgtg  (^-  + 4)] 


c*  cosy  • 


[j  «£*  / 2A  3 sin  ff  i» 
g VeosTi  cos#/* 


4- 


(4— 3cos#/*)A* 
cos  7 * 


- ■■] 


_c>cos7“rj  oc’  / 2X  3sin  y X*  4— 3cos 

5 L ^ Vcos  <f  cos '/  * ' cos  7 • / 

+ f[!£!  ( _ 3«i°  '/  ü’y  «‘c*  / 2x  yi 

j’  \COS7.  COS7’  / 5*  NCOS  7/  J’ 

wenn  man  sich  auf  die  Potenzen  von  X bis  einschliesslich  zur  dritten  beschränkt. 
Man  erhält  durch  Vereinfachung: 

c*cos7>  |*j  2o  c*  X /3rec*  sin  7' ^ 4n*c*  \ 

g L geosg  \jc0s7’  p’cos7*/ 

/rrc*(4— 3cos7*)  12n*c*sin7  8o*c* 

' 0C08  7*  a’cos7*  ^o*cosa*/  J’ 


Um  ^ zu  bilden,  ist  dieser  Ausdruck  mit 


freie  Glied  wird  dann  — 


c*  cos  7* 
g cos  f * 


-ß  zu  mnitipliciren.  Das  von  X 


Die  übrigen  Glieder  mnitipliciren  wir  mit: 


—(cos/)  =~[co»(7— i)J  ' = — C0S7  *-)-2c087  '*  singX  — x^ 

2 cos  7 * 


+ . . . =-C0S7.  * (l-2tg7X+?2^;^  *x), 


und  hieraas  folgt  dann ; 

dx c’ cos  7’  2 c*  «X  c*ft  /.  4ic*\ 

dl  9Cos/*  7*co8  0’  a*cos  7*  \ ^ q ) 


14) 


Da  man  hat: 


gcosl'  ' j*cos7  ff'cos7‘  \ ■ g 

c‘«  / 20c’  n sin7  8c*  n*\ 

+ i 113-  10 cos  7’-^ 1 1 — Ix*. 

J*COS7*\  ' ^ g ^ gt  J 


’fy  . idx 
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so  ist  das  erste  Glied  rechts  in  der  obigen  Kntwickelnng  14): 

c’  cos»/  ’ sin  l 
cos  i* 

Dia  bbrigen  sind  zu  multipliciron  mit: 

• . / . l'sin»/ 

•g(7-i)  = tg»,--—  + ..i 

es  ergibt  sich : 

15)  ^ £1«»  + 2c‘  « si^X  _ 

dt  9 cos/'  j’coB»/*  j'cüs»/'  \ 9 ' 

t ®*“  »i  • . i/\  • . . 4«c>  . 20nc’  . , , 8«*c‘  . 

+ r (4  8:no+10sinu*H 1 sin»/’H i—  sin»/)  X*. 

j«cos»*'  ^ g g j’ 

Durch  Integration  der  Gleichungen  14)  und  15)  folgt  dann,  da  x = y = X=0  für 
/ = »/  ist: 


16) 


17) 


c’cosu'SinX  c‘nX*  c*o  /.  4ac>\,. 

X = 5— I sm <f IX* 

ycos(yi  — X)  y*cos»f  3j*  cos  »/•  \ g / 

®‘“  /iQ  in  .1  ‘10c*rtsin»/  8c*<r’\,. 

- 1— ; ; 118-10  cos  «*H i-H ^1  X‘, 

4j*cob»/*  \ ^ g S’  •' 

_c*  / cos»/*  \ c*nsin^X*  c*«  / ^ 

\ cos(</  — X)V  5* cos»/*  3j’cos»/*\  ^ 

4oc*sin»/\  e*n  /.  . . . ,,4«c* 

+ -I  X*—  : T I4sin  7+10  sin  »'H 

g / 4y*  cos »/  ‘ V ' ^ 9 

20ac*  . Sn'c'sinyA 

+ — *'"7  + ii— >1^  • 

In  dieser  Form  schliessen  sich  die  Gleichungen  für  x und  y am  genauesten 
an  die  Werthe  im  luftleeren  Baume  an,  mit  denen  sic  für  n = 0 übereinstimmen, 
doch  gilt  dann  nicht  die  Convergenz  fflr  jedes  X.  Dies  findet  immer  statt,  wenn 
man  — und  dies  ist  im  Allgemeinen  genauer  — auch  die  ersten  Glieder  nach 
Potenzen  von  X entwickelt.  Es  ist: 


c*  cos  7 sinX  _ 
y cos  (»/—X)  “ 


c*  cos  7 


('-ö 


, X sin  7 X*  COS7  X*  sin  g\ 

1+  ^ ~ ö ~ e ) 

geotif  2 cos  7 6 cos  7/ 

^ 7 ^ ^ + T + T “ t)*  “ ^‘  **  ’ *] 

= j(x-x*  tg7,  + ^ + X*tg-/*  + ^^^-X‘tg7*). 

g (>-  (— lo  _‘o 

= J [21  tg  7 -X*  lg 7 +g-8  (X  tg  7- j ^ tg  7)' 

+4(ltg7  -^y-5X‘tg7‘j=  ^(2Xtg7-X’-8X*tg7*+lX*tg7+4X*tg7* 

2X*  5X*tg7«\ 

3 COS  7*  /’ 

Hieraus  ergibt  sich: 
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16  a) 


A Bin  ^ 


10  c>«  20c‘«’iinf 


coa  7‘ 


4j*  cos^* 

l‘+  ■ . . 


17  a) 


'*' 5>  coa  7 */  ^ J V 3 4sco8  7*  ig 

8c«o»  \ 
4s*co6  7*/ 

. = (hI«7-  + ^ S)*-+  ^ 

2c*o  c’ßtg7  4c«  n»  tgy\  ,,  > ^7*  i *’** 

'*’  3jco87*  Sycoay  37*0087»/  7 \®  »cob7»'*'7C< 


5c»otg7* 


5c*  ß*  lg7*  2c*  ß*  tg7 


I ~ r ^ L HI '?  ^ 

■'  27CO87  7*  coa  7*  7»co87»  7*co87 


i*+  . • 


Hiernach  iat  8.  B.  ffir  den  bdchaten  Punkt  der  Bahn  (Culmination),  wo  1 = 7 
zu  nehmen  iat: 

c*  7c’/.  c'ß  \ 

*=-7-7V‘8’^+F^h’+  ••  ■' 

c*  cg  7 ®’  /■  1 1.  I I *6V  \ 1 . 

j,  = _p7-_(*+i,g,.+  — — j7*+-  ••. 

9 * 

alao  wenn  man  7*  vemachUaaigt  und  demzufolge  tg7  mit  7,  0087  = !— g 
identificirt: 

0*7/«  c»ß7\  c*7* 

JC  = — ^F*  y = -<5^' 

ff  ^ ff  ' 

F&r  den  Inftleeron  Baum  ergeben  sich  auB  16)  und  17),  wenn  man  a = 0 seut: 

C*  C08  9>8iD^ 


c»  . , 

y = _,.n7*  = 


>»> 


29 


woraua  folgt,  daaa  die  durch  den  Lnftwideratand  herbeigeführt«  Abnahme  der 
EleTation  erat  mit  7*  proportional  iat,  und  die  zugehörige  Abaciaae  «ich  im  Ver- 

bültniaa  1-^-^  verringert. 

7 

Soll  auch  für  die  Culmination  da«  Vermindcrangaverhältniaa  beatimmt  werden, 

(W  * 

80  iat  noch  7*  za  berückaichügen.  Setzt  man  tg7  = 7+-^,  ao  kommt; 


y= 


c*7*  c*7*  c*ß 


2c* 


29 


r7‘+-^7* 


d.  h.: 


c»7»  c*ß 

Die  Verminderung  ron  y findet  alao  im  VerhMtniBse: 


i-i'. 


9 


gtatt« 

Für  den  Punkt,  wo  daa  Projectil  die  Horizontale  wieder  achncidet  (Schnis- 
weite)  iat  yz;0,  alao  wegen  17  a): 

tg»-  (l+4‘8'f’+y  • • =®' 

alao  in  erater  Hähemng,  indem  man  1*  und  7’  vemachläasigt; 
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i=2r- 

Dieter  Aiudruck  gilt  auch  für  den  luftleeren  Raum.  Berücksichtigen  wir  aber 
noch  i’,  80  kann  natürlich  in  17  a)  überall  für  1’  noch  4’/’  geschrieben  werden. 
Wir  erhalten: 


also : 


2^+ 


i = - 


16  c> 

3j 


1,2c*« 

IH 7* 

9 


•=2t+V  — 7*. 


, , i.c*“  . 

/ = 7.-i=-7.-y  — 7*. 

Die  VergrOiserung  des  Winkels  l gegen  den  im  leeren  Raum  erfolgt  also  im 
V erhältnisse : 


1 , ,, 

ff  • 


Der  gefundene  Werth  von  i ist  in  16  a)  einiusetzen,  wo  wir  7*  und  1*  vernacb- 
lissigen.  Wir  erhalten : 


_ 2 c*  71  2«  c*  71’ 

so  dass  die  Verminderung  stattfindet  im  VerhUtnisse: 


1 iC’“»' 

Man  kann  aber  auch  unmittelbar  eine  Gleichnng  zwischen  y und  a tuchen. 
Gleichung  4)  gibt  n&mlich  durch  Differensiiren : 


c*  COS7*  2oy  I 


las  d$ 


Die 


ans  4)  hierin  einsetzt: 


nnd  wenn  man  e 
18) 

Diese  Gleichung  lässt  sich  nochmals  integriren.  Sei 
(ix  dx*  dx  * 


so  kommt: 


d*y  _ die 
dx*  ~ dx 


»die 


d»  = 2«  V(l+«i*)dii, 


durch  Integration: 

18a)  » = « (My(14-H»)+lg  [u+V(l+M>)])  + *. 

Ans  Gleichung  4)  folgt  für  1 = 0: 


also: 


cos  f*  ’ 


« = tg7, 


k=  — 


Um  aber  weiter  zu  integriren,  muss  bereits  zu  Hihernngswertben  gegriffen  wer- 
den. Da  bei  flachen  Bahnen  y nur  klein  ist , läge  cs  am  nächsten , x nach  Po- 
tenzen von  y zu  entwickeln.  Dies  wäre  indess  insofern  nicht  angemessen,  als  zu 
jedem  y zwei  Werlhe  von  x gehören,  übrigens  auch  die  Formel  ihr  den  Wurf 
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im  ln/tl<erGn  Baume  y als  ganae  Function  von  x ergibt,  und  der  Veigleich  dieser 
Bahn  mit  der  im  Infterfallten  Baume  also  die  Entwickelung  von  y nach  Potenzen 
von  X erfordert.  Wenngleich  x eine  sehr  bedeutende  GrCsse  annchmen  kann,  so 
ist  doch  von  vornherein  einzuaehen,  dass  die  Entwickelung  io  ziemlich  grossen 
Grenzen  convergiren  wird.  Denn  setzen  wir: 

p=«y>  ? = “*t 

so  wird  Gleichung  18): 

>»> 

Es  ist  aber  wegen  des  kleinen  a:  p = ax  nur  .klein,  und  wird  daher  eine  Ent- 
wickelung von  q nach  Potenzen  von  p,  d.  h.  von  y nach  Potenzen  von  x in 
ziemlich  ansehnlichen  Grenzen  gerechtfertigt  sein.  Es  lässt  sich  sogar  nnter  ge- 
wissen Bedingungen  eine  untere  Grenze,  worin  diese  Entwickelung  convergirt, 
ohne  Schwierigkeit  Anden. 

Zn  dem  Ende  wollen  wir  die  Gleichung  19)  in  ein  System  von  3 Differea- 


zialgleichungcn  verwandeln. 

Sei: 

dp 

Tq=f" 

dp^ 

so  hat  man  das  System: 

20)  ^ = 

m 

II 

^ = 2V(i+P,')  Pr 

Diese  Gleichungen  sollen  noch  so  nmgestaltet  worden,  dass  fdr  f = 0 die  abhän- 
gigen Variablen  verschwinden.  Es  ist  für ; 


y = 0,  p = 0,  p,  = tgq, 
Setzen  wir  also: 


- JL  ils  - g 

'~o  dx’ ” nc*cosy*' 


so  wird  lör  y = 0: 


p=ff  = p"=i0, 


und  die  Gleichungen  20)  verwandeln  sich  in: 


21) 


dp  , 


» 3 

dq  ac*  coay** 


!^'=2(p" ^ — j)  Vl-Hp'+tgv)*. 

dq  \ ac’cotq'/ 


In  dem  Artikel:  Quadraturen  — ZurückfOhrnng  der  totalen  Differenzial- 
gleichungen auf  — ist  nun  folgender  Satz  bewiesen  (Abschnitt  27): 

„Ist  gegeben  ein  System  von  m Differenzialgleichungen: 

^ = w,  a'  . . .), 


dk 


= f,  (z,  »,»'...) 


bleiben  f,  f,  ...  eindeutig  nnd  continuirlich,  so  lange  die  Module  von  z,  u,  h'  . . . 
nicht  grösser  als  p,  r,  r'  . . . sind,  sind  ferner  M,  M'  . . . die  grössten  Mo- 
dale, welche  f,  f'..,  auf  dem  Integrationswege  annehmen,  so  bleibt  die  Ent- 
wickelung von  H,  u'  . . . nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z gültig,  so  lange 
der  Modul  von  z nicht  die  Grenze : 
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Überschreitet,  wo  fÖr  . die  kleinsten  Werlhe  von  r,  . bezüglich 

IHf  M ^ , za  nehmen  sind.  Vorausgesetzt  ist,  dass,  wie  hier,  für  s = 0: 

ar«'  . , . =0  wird.“ 

In  unserem  Falle  sind  s,  w,  u'  . . . mit  Pt  p'  • • • vertaaschon.  Da 
die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  21)  i = g gar  nicht  enthalten,  so  ist  (i^ao  za 
nehmen,  and  es  wird : 

Ä.e)’ 

d.  h.: 

n_  r, 

“(m+l)»,' 

Da  die  beiden  eraten  Qleicbungen  21)  reehta  lineare  Gröaaen  enthalten,  ao  kann 
sich  r, , nnr  auf  die  dritte  Gloichnng  und  r,  auf  p’  belieben , da  der  erate 
Factor  in  deraelben  auch  immer  continuirlich  und  eindeutig  iat. 


ist  aber  eindentig,  so  iange: 

raod(p'+tg</)<l. 

In  unserem  Falie,  wo  p'  nnd  tg>,  reell  sind,  kann  man  den  Modul  durch  die 
Grösse  selbst  ersetzen.  Es  ist  also: 


P'+‘67<1.  = 1-'B7 

die  bezeichnete  Grenze. 

Es  ergibt  sich  dann,  da  m = 3 ist; 

l-tg7 


R=r 


8p.V(l+f>.-)’ 


Nimmt  man  nun  an,  dass  die  Bahn  nnr  flach,  also  = ^ nnr  klein  sei,  so  kann 
man  /j,  gegen  1 vernacliiksaigen.  Es  ist  aber; 


1 d'y  1 

'’*  = VS^  = T"’ 


ond  wegen  Gleichnng  18s): 


g siny 

A cos  7 * cos  g 

V 


"•«‘«(t  + t) 


P.  =n  y(l+»»)+lg[«^-y(l+«•)]-- 

ein  Ansdrnck,  der  fSr  kleines  «=^  sich  — r — ; nühert.  Die  bezeichnete 

dx  c*RCos«' 

Grenze  ist  also; 


n o(l-^7)c«cosv> 

^ 

(Das  Zeichen  von  fl  ist  natürlich  stets  positiv.)  Die  Convergenz  von  y,  nach 
Potenzen  von  x entwickelt,  findet  also  unter  der  gemachten  Voranssetznng  noch 
bis  (oder  wenigstens  nabe  bis)  znr  Grenze; 

* = (l-tg7) — 

statt.  Hier  kann  man  noch  im  Allgemeinen; 

tg  7 = 0,  cos  7=1 
setzen,  nnd  es  wird  diese  Grenze; 
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Sie  würde  alio  gelten  bii  in  einer  Abiciiie,  die  etwa  den  %Oten  Tbeil  dei 
Qnadratca  der  Anfangigesehwindigkeit  betragt  (Fasse  nnd  Secnnden  als  Einheit 
der  Icteteren  voraiisgcsetst) , jedoch  ist  vorntisgesctit,  dass  t/'  in  diesen  Grenzen 
nur  klein  sei.  V'crglcirlit  man  diesen  Werth  mit  dem  oben  gefundenen : 

‘~~S  3s'  ' 

so  sieht  mnn,  dass  Convcrgeni  der  Reihe  für  die  ganze  Wurfbahn  bei  kleinem 
9'  Btattfindet.  In  der  That  ergibt  sich,  mit  Vernachlässigung  von  y': 

2c»./  c»  , 

Da  der  Winkel  hier  in  Thcilen  von  n gegeben  ist,  so  wird  er  in  Graden : 

iS 

betragen , nnd  bis  zu  dieser  Grenze  kann  man  unbedenkiieh  die  Reihe  für  y, 
welche  nach  ganzen  Potenzen  von  z fortschreilet,  für  den  ganzen  hier  zu  be- 
trachtenden Tbeil  der  Bahn  anwenden.  Setzen  wir  daher: 


V = 0,  z-t-a,  z»-t-o,  z* -l-rt,  z‘. 


so  ergibt  sich: 


dl 


= Oj-|-2o,z-l-3a,z»  -f  4a4Z», 


Jy 

nnd  da  für  z = 0:  ^ = tgw  ist: 
dx 


^=2a,-f6o,  z-f  12a,z», 
dx* 


und  da  für  xrO:  -j-z  = — = 

ox*  c*  cos  7 ■ 


ist: 


f 


n- 


»~  2c*  COS'/»' 

= Vl-f(a,-l-2n,z)»::  V'H-tg  »>  f 2a,  ztg./. 


indem  wir  nns  auf  die  erste  Potenz  von  x bescliränken,  also: 

1 


Oleichnng  18)  gibt  nun; 

6 a,-f  24a,  z=2n(2a,-b6a,z)  -|-  (^^^+“s  »i”  »*) 

4 a,  o /12  a,  a \ 

= — + I ' — H4a,‘nsin/Iz, 

cos  <f  \ cos./  / 

d.  h.: 

a,»  asiny. 


«s  = l 


_ _ ».«  . 
“» -o—  : + ■ 


cos  y> ' * 2 cos  ^ 

oder  mit  Berücksichtigung  des  Werthes  von  a,: 
_ J«  _ 5«’ 


3c»  cos  7 »’ 


6c»  cos./»  "^24c*cos7*' 


6 

j»  nsin</ 


also  schliesslich : 


y = ,,g„ £f! g . . . 

’ " 2c»cos7i»  3c»cos7*  6c*  cos/*  \ 4c» 
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Die  Anfangigeiehwindigkeit  e kann  durch  Verancfae  ermittelt  werden.  In 
dem  Artikel : Sloss  ist  geieigt  worden , wie  dies  z.  B.  mittels  des  ballistischen 
Pendels  geschehen  kann.  Kür  kurze  Ladungen  (ährten  wir  daselbst  das  Erfab- 
rungsgesetz  an,  dass  sich  unter  übrigens  gleichen  Umstünden  die  Quadrate  der 
Anfangsgeschwindigkeiten  wie  die  Ladungsgewichte  verhielten,  also  die  Ge- 
schwindigkeiten selbst  wie  die  Potenzen  j der  Gewichte.  Für  preussisches  Pnlvcr 
wirf  indess  diese  Potenz  =0,56  angenommen , was  allerdings  nur  wenig  von 
obigem  Gesetze  abweichl.  Die  theoretische  Berechnung  wird  hier  folgen. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  andere  Entwickelung  von  y als  Function  von  x 
geben. 

Da  a sehr  klein  ist,  ebenso  wie  y,  so  kann  in  erster  Näherung  der  in  Glei- 
chung 18)  mit  a innltiplicirtc  Ausdruck ; 


als  constant  betrachtet,  und  somit  mit  identificirt  werden. 

COS  yi 

d*y  _ 2a 
dx^  cos  tf)  dx*' 
also  durch  snccessives  Integriren  : 


Dies  gibt: 


2ax 


d'y  _ ge 


COS 


</x'  c*  cos  y * 

9 ,.coa<r 

dx  2nc*cos«  )+^'/i 


sy. 

2ax 
cos  g 2ax 


g , cos  g 2ax  , , . 

y-~2 — r~  (e  ^ l)-fxtg®. 

4 «*  c cos  y-  ' ^ ^ 


Uro  eine  zweite  Näherung  zu  finden,  entwickeln  wir  ^ nach  Potenzen  von  x. 

dx 

Es  kommt: 

‘'y _ 9 ( I 

dx  2» c*  COS  y-  \ cos  y-  * * 

Wir  betrachten  jedoch  nur  das  von  a freie  erste  Glied ; 

^+tgy 

c*  cosy*^^’ 

und  setzen  dasselbe  in  Gleichung  18),  indem  wir  die  höheren  Potenzen  von  a 
ausser  Acht  lassen,  also: 

l/l+7W=  = 

f \dx/  f c*cosy  * cos  y c*  cosy  *’ 

indem  wir  die  höheren  Potenzen  von  ^ weglassen.  Die  Differenzialgleichung 
wird  dann; 


also  durch  Integration: 


^!y_  g»»iny  \ 

dx‘  ~ <(x*\cosy  c*  cos  y’/’ 


2ax  y o x'  sin  y 
c’  cos  y * 


_ ye*”»y 

dx’  ~ c*  cos  y * ’ 

oder  mit  VernachUlssignng  der  höheren  Potenzen  von 
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«<*y  9 gar*  sin //\ 

dx*  ~ f*  008  7 * V c*  cos  7 * / 


008  // 


9 / , y «i°  7 ?fL5l£iüv\ 

dx  2«r*cü87  \ 2ffc*  c*  " c*co87*  / 


2ox 
cos  7 


o 9 sin  «\ 

S*  (i^9«’UL\+rte.i g-  (i  I ^ 

^ 2«c*co8  7 \ 2n  c*  / ^ 4rt*c^  \ 2ffC^  c*  < 


schliesslich : 


X sin  7 
' cos  7 


2ffx 


^crx^  sm 


i?_v\,co«  <f  9 /,  ^»in<r\ 


COB 7 ■ 

Man  konnte  die  Näherung  noch  weiter  fortscteen.  Bei  der  Complicirtheit  der 
Formel  lohnt  dies  aber  kaum  der  Mühe. 

Schliesslich  wollen  wir  annehmen,  die  Anfangsgeschwindigkeit  wäre  sehr  ge- 
ring, nnd  deshalb  der  Widerstand  derselben  proportional,  eine  Annahme,  die  übri- 
gens Geschwindigkeit  von  höchstens  einigen  Zull  in  der  Secunde  vurausseut,  also 
nie  bei  Geschossen  Anwendung  findet.  Die  Bcwcgnngsgleichungcn  sind  dann: 

die  erste  integrirt  gibt,  wenn  man  den  Anfangszustand  berücksichtigt: 
dz 

— =:cco8  7 —aXf 
d f 

aus  der  zweiten  Gleichung  aber  folgt : 
dv 

^,+«y+s  *=«•'"  7- 

Um  diese  zu  Integriren,  setzt  man  bekanntlich: 

y = «e, 

nnd  erhält: 


CC0S7,-  — nf, 

r= i(l-e  ), 


udv  vdu 

7» 


Also  wenn  man  it  durch  die  Gleichung  bestimmt: 


du 

rt+“-=0’ 


— nt 


so  kommt: 


—ul  dv 

* ^,+y*=c*'"7- 


’=(- 


+c  siny— 


)v- 


-l-conet. 


« \ ff  fl*/ 

erthen  von  x und  y noch  I zu  climir 
Man  bekommt: 

y = _*_  (.  riU7  -i-M  + -—)■ 

^ CCO87  ^ * ff/  «•  V coos  7/ 


Hier  ist  aus  den  Werthen  von  x und  y noch  I zu  climiniren , um  die  Bahn- 
glcichung  zu  erhalten.  Man  bekommt: 
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Es  sind  hieran  noch  einige  Worte  Aber  die  theoretische  Berechnung  der  An- 
fangsgeschwindigkeit und  über  den  Rücklauf  su  knüpfen.  Da  die  Kraft  des  cx- 
plodirenden  Pulvers  nach  allen  Seiten  gleichmäasig  wirkt,  so  wird  sic  nicht  allein 
das  Projectil  vorwärts,  sondern  auch  das  Rohr  rückwärts  treiben.  Man  kann 
diese  Bewegung  als  ausgehend  von  einer  abstossenden  Kraft  betrachten,  die  r.wi- 
seben  Bohr  and  Projectil  wirkt. 

Sei  m die  Masse  der  Kugel,  M die  der  Kanone,  die  Laffete  mit  einge- 
schlossen. Nehmen  wir  an , dass  sich  dos  Pulver  sehr  schnell  und  vollständig  in 
Oas  verwandle,  sei  « die  Länge  der  Ladung,  R der  Druck  des  Gases ; setzen  wir 
constante  Temperatur  voraus , so  kann  man  das  Mariotte'sche  Gesetz  anwenden, 
und  es  wird  sein: 


wo  k eine  Constante,  ui  der  Durchschnitt  der  Ladung  oder  die  Oeffnung  des 
Rohres,  r der  Abstand  der  Kugel  vom  Zündende  des  Geschützes,  also  die  Län- 
genansdehnnng  des  Gases  ist.  Sind  noch  x>  und  V die  Geschwindigkeiten  von 
Rohr  nnd  Kugel,  so  ist: 


dv  k<ua  ,,dV  kua 

m—  zz , JB-— = , 

dl  r ’ dt  r ’ 


aUoi 


ine=  —MV, 


V= 

M 


Offenbar  ist  auch,  wenn  die  Bewegung  beider  KOrper  in  einer  Graden  erfolgt: 

d r 

also  wenn  man  die  erste  Gleiehung  mit2o,  die  zweite  mit  2V  moltiplicirt  nnd 
addirt: 

mdv'‘-\-  MdV*  =2ir(ua</lg  r, 

nnd  mit  Berücksichtigung,  dass  für  o = K= 0 anch  r = a ist : 

me’-(-Af  K*  =2Äoo)  Ig-^, 
a 

also  mit  BennUnng  des  ersten  Integrals: 


ikaiaMlg  — 


2lb  auim  lg  — 


K«  = - 


m(W-|-m)  * Jlf(M4-m) 

Ist  l die  Länge  des  Rohres,  v,,  K,  die  an  der  Mündung  stattfindenden  Werthe 
von  V und  V,  so  ist  also  auch: 

2ka  mlUlg  — 

« 

*'*  m(M+m) 

ist  die  Wurfgcschwindigkeit,  welche  im  Obigen  mit  c bezeichnet  worden 
ist,  sie  kann  also  auf  diese  Weise  berechnet  werden.  Sucht  man  diejenige  La- 
dnogslänge,  welche  unter  tonst  gleichen  Umständen  die  grösste  Geschwindigkeit 
gibt,  so  muss  man: 

setzen.  Dies  gibt: 

lg  -^-  = 1, 

O 

Debrigens  kann  im  Nenner  des  Werthes  von  e*  natürlich  M+m  mit  M ver- 
Unscht  werden.  , 

Um  noch  die  Constante  k zn  bestimmen,  sei  D die  Dichtigkeit  des  Pnlvers 
vor  der  Explosion,  also  die  Masse  der  Ladung  gleich  Daa,  das  Verhältniss  ihres 

Oewirbtes  zn  dem  der  Kngel  (gewöhnlich  nimmt  man  s = 3),  also: 

80 


Digitized  by  Google 


Wurfbewegung. 


also  ; 


*■  = 


466 

m = < D u n, 
iDt,' 


Warfbewegung. 


•2  (lg  /-lg  e)- 

Sei  !t  der  atmosphitrifiehe  Dmrk  auf  die  Flächeneinheit  heiogen,  k die  Barometer- 
hfihe,  fi  die  Dichtigkeit  des  Quecksilbers,  so  ist : 

n-gfih. 

Ist  A der  Modul  der  Briggischen  Logarithmen: 

lg  an  — = i = /i  lg  — , 

« « 

so  ist: 

k f A D 

71  2kg  fih  ' 

Man  hat  nun  bei  18*  Temperatur; 

/)  = 0,8335,  = 13,548,  s = 9«>,8089G,  A = 0“>,76,  .4  = 0,4342945,  e = 3, 

woraus  sich  ergibt : 

— = 0,0053761^. 

n k 

Man  nimmt  gewöhnlich  ffir  den  glatten  (französischen)  24-Fffinder: 

J_  1368 

o 


also; 


k = 1142  n. 


Für  den  glatten  12-Pfdnder  ist; 


r = 493"S  - = 4 = 1187  n. 

« 99 

Im  Mittel  kann  man  also  nehmen: 

*=1165  71. 

Die  Gewichtseinheit  von  tx  und  somit  die  von  k ist  beliebig.  Durch  die  obige 
Formel: 

2 * a (ü  lg  — 

t>,’= 

m 

wo  M+m7zIU  gesetzt  ist,  erhält  das  oben  aufgestellte  Gesetz,  dass  sich  nnter 
gleichen  Umständen  die  Quadrate  der  Anfangsgeschwindigkeiten  nahe  wie  die 
Gewichte  der  Ladungen  verhalten,  seine  theoretische  Begründung , denn  diese  Ge- 
wichte sind  mit  o proportional;  es  ist  aber,  wenn  c,  c,  Anfangsgeschwindigkeiten, 
a,  et,  die  zugehörigen  Ladnngslängen  sind  : 

1 " 

c»  “*1 


1 «I 

“.•By 

wenn  man  nun  er,  =ncr  setzt,  so  ist; 

Ig^=l6  j+lß». 

Da  nan  Ig-y  für  kleines  y sehr  gross  ist,  so  kann  Igis  gegen  lg ssmach- 
lässigt,  und ; 

c*  « 


gesetzt  werden. 
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Wir  kommen  sehlieeelich  anf  eine  der  wichtigsten  Fragen,  welche  sich  in 
Beeng  nnf  die  Gcschütec  stellen  lassen.  Dies  ist  die  Ermittelung  der  grössten 
Wurfbahn,  welche  sich  bei  einer  gegebenen  Anfnngsgesehwindigkeit  crreielieii 
lässt.  Offenbar  ist  diese  von  der  Elevation  des  Gcsehüt7.cs  abhängig.  Kömito 
der  Widerstand  vernachlässigt  werden,  so  gäbe  die  Formel: 


wenn  man  y = 0 sctit: 


also : 


2c’  siny  cos  </  = c’  sin  2'/? 


also  für  das  Maximum  von  x: 


dx  2c> 

— = — cos  2'/, 

d,f  g 


co8  2'/=0,  7=45®, 

als  diejenige  Elcvntion,  welche  der  grössten  Schussweite  entspricht,  wenn  der  zu 
treffende  Gegenstand  sich  in  gleicher  IlOhc  mit  dem  Geschütze  befindet. 

Soll  jedoch  der  Luftwidcrstnnd  berücksichtigt  werden,  so  wird  die  Auflösnng 
sehr  schwierig,  und  möchte  die  Analysis  wohl  nicht  die  dazu  nöihigen  Mittel 
vollständig  geben.  TVir  begnügen  uns  hier  daher  mit  einigen  F.rfahrungs- 
resnltaton. 

Borda  findet  für  den  24-Pfünder  von  5,444  Pariser  Zoll  Durchmesser; 


Zum  weitesten  Wurfe  gehörige : 


Geichwindigkeit  in  Fariier  Fuss 

Elevation 

300 

42*  W 

600 

36  30 

1000 

33  0 

1200 

31  40 

1500 

30  10 

Ü-OO 

28  50 

3000 

28  10 

Hntton  berechnet  für  Kugeln  verschiedenen  Kalibers  folgende  Tafel,  wo  p das  Ge- 
wicht der  eisernen  Kngci  in  Pfun<len,  l)  der  Durchmesser  derselben  in  Zollen, 
f^:=178  Endgeschwindigkeit,  A die  zu  letzterer  gehörige  Fallhöhe  im  luft- 

leeren Kaume,  i die  zu  der  letzteren  gehörige  Zeit  des  freien  Falles  ist: 


P 

D 

c 

A 

t 

1 

1.923 

247 

948 

1,12 

3 

2.773 

297 

1371 

9,28 

6 

3,494 

333 

1724 

10,41 

9 

4,000 

356 

1970 

11,12 

18 

5,040 

400 

2488 

12.50 

24 

5.546 

419 

2729 

13,09 

32 

6,106 

440 

3010 

13,75 

48 

6,988 

470 

3444 

14,67 

Itt  dann  c die  Anfangageschwindigkeit, 

7 der  Elcvationswinkel  für  die  grösste 

Wurfweite,  «e  diese 

Wurfweite 

selbst,  so 

ist : 

c 

c 

IC 

e 

1 

T 

r 

T 

T 

0,691 

44*  0' 

0,4110 

2,719 

38*  0' 

2,0379 

1,198 

42  30 

0,8176 

3,226 

36  30 

2,4447 

1.705 

41  0 

1.2244 

3.733 

35  0 

28515 

2,211 

39  30 

1,6312 

4,240 

33  30 

3.2853 

4,747 

32  0 

3,6650 

wo  t>  und  k nOthigenfalls  durch  Interpolation  der  obigen  Tafel  zu  entnehmen  sind*). 


*)  Das  wichtigste  Work  über  diesen  Gegenstand  ist;  Otto,  ballistische  Tafeln,  1857* 

80* 


) 
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Wnnel  (ilgebra). 

Im  engem  Sinne  «te  Wurzel  nus  «, 

n 

(yn),  jeder  Ausdruck  j,  welcher  die  Glei- 
chung x"  = a erfOllt,  wo  n eine  gegebene 
ganze  Zahl,  a beliebig  ist;  iin  weiteren 
Sinne  jeder  Ausdruck  x,  welcher  die 
Gleichung  f{z)  = 0 errüllt,  wo  /■  eine  be- 
liebige Function  von  x ist.  Ist  f(x) 
ein  ganzes  Polynom,  so  ist  die  Anzahl 
der  Wurzeln  dem  Grade  desselben  gleich, 
(vergleiche  den  Artikel  i Quadratischer 
Factor),  also  hat  jede  Zahl  auch  «Wurzeln 


vom  nten  Grade.  Ueber  das  Anfiinden 
derselben  siehe  den  Artikel : Quantität. 

Die  wirkliche  Berechnung  reeller  Wur- 
zeln geschieht  entweder  durch  Logarith- 
men, oder  wenn  viele  Stollen  verlangt 
sind,  durch  die  Verbindung  der  loga- 
rithmischen  Rechnung  mit  der  Newton- 
schen  Nähcrungsmclhode.  Ueber  die 
Anwendung  des  binomischen  Lehrsatzes 
auf  diese  Aufgabe  siehe  den  Artikel: 
Reihen. 

Ueber  die  spccicllen  Methoden  zur 
Berechnung  der  Quadrat-  und  Cubikwur- 
zcln  vergleiche  die  betreffenden  Artikel. 
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Xanthicns  (Chronologie). 

Uer  seebete,  später  dritte  Munat  im  Macedunibchen  Kalender. 
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Y. 


Yard  (Metrologie).  ^ 

Kiiglisthc  Kilo  = 3 Fcci  (Kuss)  zu  12  Inche»  (Zoll),  1 Fcel  = 0, 3047915 
Meter. 

Teziegeridisches  Jahr  (Chronologie). 

Das  alte  Peraiaeho  Jahr  zu  365  Tagen,  also  ohne  Sehaltjahr. 


z. 


XihUpparat  (laschinenlehre). 

Siebe  Dynamometer, 

Uhler  (Arithmetik;. 

Beim  Breche  diejenige  Zahl,  welche 
anadrhckt,  wieviel  gegebene  Tbeile  der 
Einheit  an  nehmen  sind.  Da  Bmch  nnd 
Quotient  identisch  sind,  so  ftllt  der  Zah- 
ler mit  dem  Dividendns  ausammen. 

Zahl  (Arithmetik). 

Ueber  den  Begriff  der  Zahl  vergleiche 
den  Artikel:  Quantität. 

Zahl  (ideale). 

Siehe ; Ideale  Zahl. 

Zahlenlebre  (Arithmetik). 

Im  engeren  Sinne  wird  so  die  Lehre 
von  den  ganaen  Zahlen  genannt. 

Verschiedene  Theile  dieser  Theorie 
bednden  sich  in  einzelnen  Artikeln  die- 
ses Wörterbachs , a.  B.  Quadratische 
Form,  Quadratischer  Rest  (worin  auch 
die  Theorie  der  Congruenaen  enthalten 
ist).  Quadratische  Gleichung,  Kreisthei- 
lang,  Kettenbrnch,  Unbestimmte  Auf- 
gabe u.  s,  w.  Wir  geben  hier  die  ein- 
fachsten Satze  der  Zahlentheorie  als 
Einleitung  in  diese  verschiedenen  Ar- 
tikel. 

I)  D e fini  t ionen. 

Einfache  Zahl  oder  Primzahl  heisst 
eine  solche  ganze  Zahl,  welche  sich  nicht 
in  zwei  ganze  Factoren  zerlegen  lasst, 
deren  keine  der  Einheit  gleich  ist. 
Jede  andere  Zahl  heisst  zusammen- 
gesetzt Durch  Zerlegen  der  Factoren 
einer  ganzen  Zahl  lasst  sich  dieselbe 
schliesslich  in  lauter  einfache  Factoren 
tbeilen. 


Eine  Zahl , die  au^  einer  gegebenen 
durch  Multiplicatiun  mit  einer  ganzen 
Zahl  entsteht,  heisst  Vielfaches  der- 
selben. 

Relativ  einfache  oder  relative 
Primzahlen  sind  solche,  welche 
nicht  Vielfache  derselben  Zahl  sind. 

II)  Sätze. 

Satz  A)  Um  alle  Factoren  der  Zahl 
a zu  bestimmen,  braucht  man  nur  die 
zu  finden,  welche  kleiner  als  oder  gleich 
ya  sind. 

Denn  sei: 

a = bc, 

und: 

C>V(I, 

so  ist: 

6 = ^<V«, 

also  jedem  Factor,  der  grösser  als  \a 
ist,  entspricht  ein  zweiter , der  kleiner 
als  \a  ist.  Hieraus  folgt  noch: 

Satz  B)  Hat  eine  Zahl  keinen  Fac- 
tor, der  kleiner  als  oder  gleich  \a  ist, 
so  ist  sie  eine  Primzahl. 

Satz  C)  Sind  zwei  Zahlen  a und  b 
Vielfache  einer  dritten  c,  so  ist  auch 
ihre  Summe  nnd  Differenz  ein  Viel- 
faches von  c. 

Denn  es  ist  dann: 

a=me,  6c=iic, 

also : 

a + i = (m-f-n)  C,  n— 4 = (m— n)c, 
also  die  Summe  das  m-|-n fache,  die 
Differenz  das  m— nfache  der  gegebenen 
Zahl. 

Zusatz. 

Die  Zahlen  a nnd  a— 1 sind  relativ 
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oinfacb.  Dctid  hätten  sie  einen  Factor 
h,  so  wäre  n-(a-l)=I  durch  densel- 
ben tbeilbar: 

III)  Aulgabe  und  Sätze. 

Aufgab  e. 

Den  grössten  gemeinschaftlichen  Factor 
zweier  Zahlen  zn  finden. 

Anfl  Osn  ng. 

Seien  a und  b die  Zahlen,  a>b , so 
ist : 

fl  = /A-|-c, 

wo  / und  c durch  Division  so  bestimmt 
werden  können,  dass  c kleiner  als  b ist. 
Indem  man  so  fortrährt,  erhält  man : 
azzlh+c,  bzzme+H,  c=nd+e  , . ., 
f=P9+l<,  ff  = 9*. 

Kommt  man  schliesslich  auf  eine  Zahl  A, 
von  der  die  vorletzte  g ein  Vielfaches 
ist,  so  ist  A der  gesuchte  Factor. 

Denn  zunächst  sind  a und  b 
Vielfache  von  A,  denn  g ist  ein  Viel- 
faches von  A,  wegen  fzzzpg+h  ist  auch 
f ein  Vielfaches  von  A u.  s.  w. , wegen 
b~mc-^d  ist  dann  6,  und  wegen 
a = lb-i-c  auch  a ein  solches.  — Es 
gibt  aber  auch  keinen  grösseren  gemein- 
schaftlichen Factor  von  a und  b als  A. 
Denn  sei  t ein  solcher,  also  A>A,  so 
ist: 


da  ein  solches.  Fährt  man  fort,  so  ist 
schliesslich  a ein  Vielfaches  von  6.  — 
Hieraus  folgt : 

Satt  E)  Eine  Zahl,  die  auf  irgend 
eine  Art  in  Primzahlen  zerlegt  ist,  kann 
kein  Vielfaches  einer  anderen  darin  nicht 
enthaltenen  Primzahl  sein. 

Denn  sei  A^abcd  . . . die  Zahl,  wo 
a,  b,  c,  d ...  Primzahlen  sind,  womnter 
jedoch  auch  gleiche  sein  können.  Wäre 
nun  ne  ein  Vielfaches  von  tn , also 
bed  ...  ein  solches , aber  b kein  Viel- 
faches von  m,  also  cd  , ein  solches 

n.  s.  w. , so  dass  schliesslich  der  letzte 
einfache  Factor  von  A ein  Vielfaches 
von  m sein  mösste,  was  unmöglich  ist. 

Hieraus  folgt  endlich  der  wichtige 
Satz; 

Satz  F)  Jede  Zahl  lässt  eich  nnr  auf 
eine  Art  in  einfache  Factoren  zerlegen. 

Denn  ist: 

A = abc  . . . A,  c,, 

o, A,cund  a,.A,,C|  einfache  Factoren,  so 
muss  nach  dem  vorigen  Satze  s,  einem 
der  Factoren  a,b,c  — gleich  sein,  also 
z.  B.  gleich  a,  dann  wäre; 

Ac  . . . = A,  c,  . . ., 

also  A,  gleich  einem  der  Factoren  A,  c, 
etwa  gleich  A n.  s.  w. 

Scholion. 


a — lb  — c,  b—mcz:d,  . . . f—pgzzh, 
a=qh, 

also  ivegen  der  ersten  Oleichnng  c ein 
Vielfaches  von  k,  wegen  der  zweiten  ist 
auch  d ein  solches,  und  wegen  der  vor- 
letzten auch  A.  Dies  ist  unmöglich,  da 
A kleiner  als  k ist. 

Zusatz. 

Ist  A=l,  so  sind  a und  A relativ  ein- 
fache Zahlen. 

Satz  D)  Wenn  ein  Product  zweier 
Zahlen  na  ein  Vielfaches  von  A,  aber 
a zu  A relativ  einfach  ist,  so  muss  a 
ein  Vielfaches  von  A sein. 

Beweis. 

Nach  dem  Obigen  ist: 
azzlb-kc,  bzzme-^d  . . . f — pg-^\ 

da  A=1  ist.  Multiplicirt  man  nun 
sämmtlichc  Gleichungen  mit  a,  so  ist; 

ca  = aa—lba,  da  = ba—mca  . . ., 
azzfn-pgn, 

also  da  aa  und  /An  Vielfache  von  A 
sind,  auch  cn  ein  solches,  folglich  auch 


Es  lässt  sich  somit  jede  Zahl  auf 
eine  und  nur  eine  Art  in  der  Form 

a”  b^  </  . . .,  wo  o,  A,  c Primzahlen, 
n,  ß,  y beliebige  ganze  Zahlen  sind,  dar- 
stellen. Indcss  ist  die  Zerlegung  der 
Zahlen  noch  nicht  geendet,  wenn  man 
den  Begriff  des  Complexen  in  die  Zah- 
lenlcbre  einfügt.  Der  Ausdruck  n-|-A  Y—1 
wird  complexe  ganze  Zahl  genannt,  wenn 
a und  A ganze  Zahlen  sind.  Eine  com- 
plexc  Zahl,  die  sich  nicht  in  zwei  com- 
plcxe  Factoren  derselben  Art  theilen 
lässt,  heisst  complexe  Primzahl.  Eine 
reelle  Primzahl  braucht  deshalb  keine 
complexe  zu  sein.  Hat  eine  reelle  Prim- 
zahl jedoch  einen  Factor  a-f-AV  — 1,  so 
muss  sie  auch  einen  Factor  a—b  ^—1 
haben,  denn  wenn: 


= c+dV-l, 


a-l-A  V-1 

so  ist  offenbar  auch : 


also  die  Zahl  n auch  durch  a— A V~1 
theilbar.  Ist  also  die  reelle  Primzahl  n 
keine  complexe,  so  bat  sie  die  Form: 
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n = (a+A  V-l)(a-6  V-l)  = o*+6*. 

Eine  reelle  Zahl,  welche  eine  complexe  Prioiiabl  ist,  kann  nicht  die  Summe 
xweier  Quadrate  tein.  £•  lässt  sich  seigen  (vergleiche  den  Artikel;  Quadratische 
Form),  dass  jede  Primsahl  von  der  Form  4n-f-l  sich  in  die  Summe  xweier  Qua- 
drate xerlegen  lässt,  eine  solche  von  der  Form  2n-(-3  aber  nicht.  Die  letzteren 
sind  also  complexe  Frimxahlen,  x.  B.  3,  7,  11  u.  s.  w. 

Man  betrachtet  auch  complexe  Zahlen  von  der  Form ; 

a-l-Aii-l-co*-)-  . . ., 

wo  a eine  nte  Wurzel  der  Einheit,  auch  wohl  die  nte  Wurxel  irgend  einer  an- 
deren Zahl , oder  selbst  die  Wurzel  einer  gegebenen  irrednctiblen  Gleichung  ist. 

Sei  X.  B.  n = yi,  so  kann  man  eine  gegebene  Zahl  A in  der  Form  auidräcken; 
A =(«-)-4«-l-cn’)(a-i-Ao’-|-cn*) 

=(a-(-4rt-)-co  •)  (a -1- Aa’ -1-ca). 

Es  muss  dann  A sein  von  der  Form: 

jl  = o*-(-A*-j-c’— aA— ac— Ac, 
wie  sich  durch  Mnltiplication  ergibt. 

Bei  diesen  Zerlegungen  findet  der  Satx,  dass  jede  Zahl  sich  nur  aul  eine 
Art  in  Factoren  xerlegen  lässt,  nicht  mehr  statt,  und  um  eine  solche  Zerlegung 
dennoch  xn  bewerkstelligen,  hat  Kummer  ein  neues  Element;  Die  idealen  Fac- 
toren in  die  Zahlentheorie  eingelBhrt  (vergleiche  den  Artikel:  Idealer  Factor). 

IV)  Sätze  und  Aufgaben. 

Satz  G)  Da  alle  einfachen  und  zusammengesetzten  Factoren  der  Zahl 

A=  a“  . . . von  der  Form  sind;  a"*  A^'  c^‘,  wo  Oj,  y,  nicht  grosser 

als  bexOglich  a,  fl,  y so  sind  diese  Zahlen  alle  1 und  A selbst  enthalten  in 
der  Entwickelung  von: 

(l  + a+a'-f  . . . -|-a")a-t-i4-i’-|-  • • ■ +i^’)((l-f c-fc*-f  . . . +c^)  . . . 
Es  ist  somit  die  Anzahl  derFactoren  von  ^gleich; 

(a-H)  (/J-H)(y-fl)  . . . 

Ferner  ist  ihre  Summe  dem  obigen  Froducte  gleich,  also  gleich; 

„“+»_!  oy+'-l 

a-1  A-1  c-1  ■ ■ 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  die  Summe  der  gleichnamigen  Fotenxen  dieser 
Factoren  bestimmen. 

Aufgabe. 

Die  Anzahl  der  Zahlen  zu  bestimmen , welche  kleiner  als  und  zu  A relativ 
einfach  sind. 

Auflösung. 

Von  den  Zahlen,  die  kleiner  als  A sind,  werden  durch  a theilbar  sein: 
a,  2a,  3a  . . . — a,  im  Ganzen  — , also  durch  a nicht  theilbar  A =A\l — 

<1  A A \ A / 

Durch  A sind  theilbar:  A,  2A,  3A  ...  -pA,  von  diesen  sind  auch  durch  a nicht 

O 

theilbar,  alle,  bei  denen  dies  der  erste  Factor  1,  2 ...  -p  nicht  ist,  also  im  Gan- 

0 

zen  ^ Zahlen,  also  durch  a und  A sind  nicht  theilbar; 

Auch  durch  c nicht  theilbar  sind  hiervon,  wie  sich  in  derselben  Weise  ergibt, 
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A ^1  — —^  ^1—  ^1—  — ^ Zahlen  n.  s.  w.,  so  dass  die  Anzahl  der  au  A 

lativ  einfachen,  welche  wir  mit  '/  (A)  beseichnen  wollen,  ist : 


= a“  \a-l)b^~'  (A_i)e>'~‘(c-1)  . . . 
Diesen  Aasdruck  kann  man  nach  Dirichlet  auch  auf  folgende  Art  finden.  — 

1)  Alle  Zahlen  von  1 his  A sind: 

1,  2,  3 ...  A, 

2)  alle  darunter,  welche  einen  Frim-Factor  a,  b,  c . . . mit  A gemein  haben: 


o,  2a  ...  — o,  b,  2b  ...  ^b 
d o 

3)  olle,  welche  2 Factoren  mit  a gemein  haben : 


ab,  2ab  ...  — ab,  ac,  2ac  , . . — ac  . . . 
ab  ac 

u.  s.  w.  Jede  Zahl  nnn,  die  zu  A relativ  einfach  ist,  kommt  nur  einmal  in  1) 
vor,  jede  Zahl  r,  die  h Factoren  a,  b,  e mit  A gemein  bat,  kommt  vor : 

in  1)  einmal,  in  2)  Amal,  in  3)  i,mal,  in  4)  A,  mal  u.  s.  w., 
wo  A,,  Aj  . . . die  Anzahl  der  Combinationrn  zn  2,  3 . . ■ ans  A Elementen 
sind.  Nnn  ist: 


1 — A+Ä, — Aj-f“  ...  — (1  — 1)  —0,  1 + A,+A4+  • . • — ‘ 
d.  h.  r kommt  so  oft  in  1,  3.  5 . . ■ znsammen,  als  in  2,  4,  6 ■ ■ ■ vor. 


Zieht  man  also  von  der  Gesammtzabl  der  Glieder  in  1,  3,  5 


2,  4,  6 


die  in 


ab,  so  hat  man  alle  zu  A relativ  einfachen  Zahlen,  nnd  diese  ist: 


,.^.AAAA  1 1,1,1,  \ 

<f'  (A)  — A p-| — , . , —All — — j-H-  — i-  . . .1 

~ ab  ac  \ a b ab  ac  / 


Diese  Entwickelung  hat  den  wesentlichen  Vorzug  vor  der  vorigen,  dass  sich  auch 
die  Summen  von  Functionen  der  Zahlen,  die  zu  A relativ  einfach  sind,  hnden 
lassen.  Ihre  Summe  ergibt  sich  leicht  aus  der  Betrachtung,  dass  je  zwei  dieser 
Zahlen  sich  zu  ergänzen  gleich : 

Die  Summe  ihrer  Quadrate  ist  offenbar: 

0=l*+2>+  . . . +.<5-fl>(l>+2>4-  . . . +^)-  !>'  (l*+2«+  . . . +^) 
- . . . +«.4*(l«  + 2>+  . ..  +^)+  ... 


Nun  ist: 

it^  k 

l*+2>+  . ..  +A-.g-+2+^, 

also: 


Ist  n die  Anzahl  der  Factoren  a,  b,  e,  so  ist  der  Coefficient  der  mit  A*  mulii- 
plicirten  Glieder  gleich: 
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l(l-"i  + «j-»«+  • • •)  = (>. 


also: 


Znsätzc,  ^ 

Ist  A eine  Primzahl,  so  ist  offenbar: 

,,{A)-A-X, 

jedoch  für  A=1  bat  man: 

y(l)  = l. 

Ist  A Potenz  einer  Primzahl  gleich  o",  so  ist: 

</(«)=«  («-!)• 


Sind  i>  und  q relativ  einfach,  so  ist: 

'l(P>  9)  = 'l  (f>)  9 (?). 

alles  dies  ergibt  sich  sogleich  aus  der  Form  von  y (.4). 

Satz  H)  Bestimmt  man  alle  Divisoren  D von  A,  cingcscblossen  1 und  A 
und  die  zugehörigen  Functionen  7,  so  ist: 

Beweis  1). 

Es  ist  jedenfalls  D von  der  Form : 

/>  = a"‘ 

y(D)  = y c^*  . , v y v • ■ • 

Alle  Werthe  von  */(/))  aber  erhält  man,  wenn  man  alle  Werthe  von  o”*,  wo 
«Tj^cf  ist,  mit  allen  von  /9,  n.  s.  w.  verbindet.  Es  i&t  also  wie  in  Satz  G): 

.F  7 (fl)=r7  (l)+7  (<■)  + '/(«»)+  • • . +'/(«'')]  [('/(l)+7W  + 'f(i*)+  • • • 

+ '/  (4'’)]  [7  (l)+7  W+7  («■)+  • • • +'/•  [(«’')]  • ■ • 

= [l+(a-l)  + («-l)<i+  . . . +(«-l)»"~‘][l+(*-l)+(*-l)*+  • • • 

+(4-1)4'*-']  . . . [l+(c-l)+(c-l)e+  . . . (c-l)c>'-‘j  . . . 

= (l  + a"-l)(l+4'*-l)(l  + c>'-l)  . . . =a"4'*c>'...  zzA, 
was  za  beweisen  war. 

Bei  der  Wichtigkeit  dieses  Satzes  geben  wir  noch  einen  anderen  Beweis. 
Beweis  2). 

Sachen  wir  die  Zahlen  der  Beihe  1,  2 • * . A , welche  mit  A den  grössten 
Theiler  D gemein  haben. 

Den  Theiler  D überhaupt  haben  die  Zahlen  D,  20  . . . ~ D.  Der  grösste 
Theiler  ist  D bei  denjenigen,  wo  deren  erster  Factor  zu  ^ relativ  einfach  ist, 
und  die  Anzahl  dieser  Zahlen  ist  if  ^ Theiler 

von  A,  so  erhalt  man  anch  alle  Zahlen  von  1 bis  A,  und  also 


Digiti 


by  Google 


Zahlenlcbre, 


476 


ZahlenleLre. 


Für  jeden  Worlh  von  D'=.  ^ gibt  cs  nun  einen  und  nur  einen  Werth  von 
D,  so  dass: 

ist. 


Sati  nnd  Scholion. 

Satx  J)  Die  Anzahl  der  Primzahlen  ist  unbegrenzt. 

Beweis. 

Angenommen,  es  wäre  ft  die  letzte  Primzahl,  so  müsste  jede  Zahl,  die  grösser 
als  p ist,  sieb  in  einfacbo  Factoren  zerlegen  lassen,  die  nicht  grösser  als  p sind. 
Betrachten  wir  nun  die  Zahl: 

• Ä=1  -2-3  . . . p+1. 

Es  ist  K — 1 >2  • 3 . . . ;>  = 1.  Da  nun  das  zweite  Glied  jeden  Factor  q bat,  der 
kleiner  als  p ist , so  muss  derselbe  auch , falls  ihn  K hat , in  1)  enthalten  sein, 
was  unmöglich  ist. 

Scholion. 

Diesem  Satz  lässt  sich  eine  wichtige  Erweiterung  geben. 

„Jede  arithmetische  Beihe,  deren  erstes  Glied  und  Differenz  relativ  einfach 
sind,  enthält  anendlich  viel  Primzahlen.“ 

Der  von  Dirichlct  gegebene  Beweis  soll  hier  als  Anhang  folgen.  Er  geht 
von  denjenigen  Betrachtungen  aus,  welche  Dirichlct  mit  so  vielem  GIQcke  in  der 
Theorie  der  quadratischen  Formen  (vergleiche  den  entsprechenden  Artikel)  einge- 
führt  hat. 

Die  Primzahlen  lassen  sich  auf  folgende  Weise  in  Klassen  theilcn.  Sei  A 
irgend  eine  gegebene  Zahl , nnd  p eine  nicht  darin  enthaltene  Primzahl , so  ist 
jedenfalls : 

pzznA-^r, 

wo  r kleiner  als  A gemacht  werden  kann,  nnd  mit  A keinen  Factor  gemein  hat. 
Sei  z.  B.  A = 10,  so  kann  r nur  =1,  3,  7,  9 sein;  alle  Primzahlen  mit  Aus- 
nahme von  2 und  5,  zerfallen  in  Klassen  von  der  Form : 

10«+ 1,  10»+3,  10»+ 7,  10«+9. 

Ist  A = 4 , so  kann  r nur  gleich  1 und  3 sein,  alle  Primzahlen  mit  Ausnahme 
von  2 zerfallen  also  in  die  Klassen: 

4n+l,  4» + 3, 

von  denen  die  letzteren,  wie  oben  gezeigt,  anch  complexe  Primzahlen  sind. 

Den  einzelnen  Thcilen  der  Zahlcntheorie , von  der  wir  hier  die  allerersten 
Elemente  gegeben  haben,  sind  specielle  Artikel  gewidmet.  Die  wichtigsten  Lehr- 
bücher über  diesen  Gegenstand  sind: 

Le  Gendre,  Theorie  des  nombres. 

Gauss,  Disquisiliones  arilhmeticae. 

Dirichlet,  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  (herausgegeben  von  Dedckind). 
Anhang. 

Beweis  des  Satzes,  dass  jede  unbegrenzte  arithmetische  Progression,  deren 
erstes  Glied  und  Differenz  relativ  einfach  sind,  unendlich  viel  Primzahlen  enthält. 

A)  Ein  1 ei  ten  de  Be  trachtun  g cn. 

Der  hier  zu  gebende  Beweis  dieses  schwierigen  Satzes  ist  von  Dirichlet  (ver- 
gleiche Abhandlungen  der  Berliner  Aradcmic,  Jahrgang  1S37). 

Sei  fl  eine  ungrade  Primzahl,  c eine  primitive  Wurzel  derselben.  Es  werden 

L •> 

somit  die  Reste  der  Potenzen  c®,  c*,  c*  . , . c * nach  p in  anderer  Ordnung 
die  Zahlen  1>  2,  3 . . . p^l  ergehen  (vergleiche  den  Artikel:  Quadratischer 
Rest).  Ut  ferner: 
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y<p—\,  nml  c^=m  modp, 

SO  nennt  man  y den  Index  von  n (Ind  n).  Derselbe  erfüllt  die  der  Grundeigen- 
BchAft  der  Logarithmen  analoge  Congrucnz: 

Ind  = Ind  A-f'Ind  b mod  p — 1. 


Es  ist  ferner : 


lndl=0,  Ind(p-1)=£^, 

ferner  Ind  n grndc  oder  nngrnde,  je  nachdem  n quadratischer  Rest  oder  Nichtreit 
von  p ist  (siehe  den  erwähnten  Artikel). 

Sei  nun  <u  irgend  eine  Wurzel  der  Gleichnng: 


1)  (u'’“'-l=0, 

g eine  von  p verschiedene  Primzahl,  s eine  positive  beliebige  Zahl,  die  grosser 
als  1 ist,  so  ist  offenbar: 


2) 


1-ü)'  - 


1-  yl.Syl,  3yl 

r=i  + " -j+"  — 


In  dieser  Gleichnng  soll  jetzt  yaslndy  gesetzt,  für  q alle  von  p verschiedenen 
Primzahlen  genommen  , und  die  entsprechenden  Gleichungen  mit  einander  mnlti* 
plidrt  werden.  Man  erhält  dann  als  allgemeines  Glied: 


Sei  ferner: 


m,  Ind  9|  + mj  lnd9,+  . • . 


sm,  sm« 

?i  *?■  * 


m,  fl 
7i  ' 9. 


= ». 


wo  IS  also  nicht  durch  p theilbar  ist,  so  hat  man: 


m,  Ind  »»,  Ind y,  = Ind (j,"*  j,”*’  . . .)  = Indn  modp— 1, 

das  allgemeine  Glied  ist  also : " — . Also  wenn  unter  II  das  Product  der 

n* 

entsprechenden  Pactoren  verstanden  wird; 


Das  Zeichen  n geht  an!  alle  Primzahlen  q,  dio  von  jf>  verschieden  sind,  das  Snm- 
menieichcn  an!  alle  Zahlen  n,  die  nicht  durch  p theilbar  sind. 

s kann  hierin  alle  Werthe  zwischen  -f-2  und  oo  haben.  Diese  Bedingung  ist 
der  Convergenz  der  Entwickelnng  wegen  nöthig.  Denn  sei  V — 1 das  Pro- 

duct der  m ersten  Factoren  von  L.  Diese  m Factoren  mögen  allen  Grössen  q 
entsprechen,  die  kleiner  als  h sind,  wo  h irgend  eine  ganze  Zahl  rorstellt. 

Sei  dann  L = der  Werth  der  in  3)  gegebenen  unendlichen  Reihe,  so 

ist  offenbar; 


ffi  tu 


wo  die  Summe  rechts  nur  Ausdrucke  n,  die  nicht  kleiner  als  h sind,  enthält. 
Also  ist: 


f — I und  g — ^ 1 — 

“ "•  *’  (*-M)‘  (A-f2)’ 


ein  Ausdruck,  der  unter  jede  Grenze  sinkt,  wenn  h wachsend  genommen  wird, 
jedoch  nur  dann,  wenn  s>l  ist.  Dann  ist  also  = Reihe 


Digitized  by  Google 


Zahlenlchre. 


478 


Zahlenlehre. 


convcrgirt  in  der  That,  Man  kann  aber  t auch  gleich  1-j-p  setzen,  nnd  p jeden 
noch  so  kleinen  positiven  Worth  geben.  Es  fragt  sieh,  was  wird  ans  /. , wenn 
p unendlich  klein  wird?  ITierhci  ist  jedoch  auf  die  versehiedenen  Werihe  von  L 
Rücksicht  zu  nehmen.  Den  p — 1 Wenhen  von  w,  nämlich; 

P- 

wo  s eine  primitive  Wurzel  der  Einheit  ist,  entsprechen  die  Werthe  von  L: 

4)  L = L,,  L = L^  . . . i = 

nnd  hierin  ist; 


(«  = 1, 


-1 


in  setzen.  Wir  suchen  zunächst  den  Werth  von  i,,  der  s*  = l entspricht. 
Betrachten  wir  zunächst  die  Reihe ; 

S — I 

WO  k eine  positire  ganze  Zahl  ist. 

Setzt  man  in  die  Formel: 


für  k der  Reihe  nach  k,  t+1,  t+S  . . • und  addirt,  so  erhält  man ; 
abtrahirt; 

V r(l+p)  r(l+e)  J o Vx/  ’ 

80  erhält  man: 

*= T + f(ü ,)  /;  {ra  - -0|"'  (i) 

Das  zweite  Glied  nähert  sich  für  unendlich  kleines  p der  Grenze: 


Addirt  man  — und  snbtrahirt; 

e 


Nehmen  wir  nun  die  Reihe ; 


+ T^+-'-=- 


+ • 


(i  + nj'+l’  (i  + 2a)'+P  ' ' 

1 


1 1 


(±+2)'+r 


+ . • 


i 


SO  ist  diese  = — —+'/ (p),  wo  sieh  p(p)  einer  endlichen  Grenze  nähert.  Nun 
besteht  t,  aus  p — 1 Pariialreihen  von  der  Form; 


1 


+ 


1 


+ 


„'+1-  (p+m)‘+y  (7p+m)»+e 
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wo  man  für  m : 1,2...  p— 1 geticn  hat,  also : 

6)  . 

WO  Tür  ancniUich  kleines  g einen  endlichen  Werth  Annimmt.-  Also  wird 

L„  Tür  ^ = 0 00,  so  dass  L,— ?! — ^ endlich  bleibt. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  allgemeine  Reihe  L so  geordnet,  dass  n wachsend 

fortschreitet,  so  ist  für  unendlich  kleines  g die  Reihe  gleich  £ was  fdr 

andere  Ordnung  nicht  nOthig  w&re.  Denn  sei  k irgend  eine  ganze  Zahl , so  ist 
die  Snmmo  der  ersten  Glieder  gleich: 


wo: 


y 

f(x)  = iu^'  x+iu^*jr’+  . . . +w  ^ 

I>t  non  (ü  nicht  gleich  1,  so  ist  —f(,x)  durch  1— x theilbar,  denn  man  hat:  . 


^(x)  = ai^‘  + o»^‘+ 


-hüj 


• = l+(u+ia>+  . . . +(/*  - = 0. 


Befreit  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  unter  dem  Intcgralaelchen  von  die- 

sem  Factor  1— x,  so  wird  derselbe:  . I nnd  m sind  Po> 

l-hx4-x*-h  , . . 

Ipnome  mit  reellen  Cocfficienten.  Seien  nnn  T und  U die  grSssten  Zahlcnwcrthc 
Ton  ( und  u zwischen  den  Grenzen  0 nnd  1,  so  sind  der  reelle  und  imaginäre 
Theil  des  zweiten  Integrales  bezüglich  kleiner  als: 


nnd ; 


(Ap  + 1) 

U 

(*P+  1)*' 


Das  Integral  verschwindet  also  für  hzzizi.  Also  conrergirt  die  Reihe  Tür  die 
angenommene  Ordnung  der  Glieder,  nnd  es  ist: 

o T-^  “ 

Eier  wie  im  Folgenden  ist  immer: 

p=Indf,  y^  = Indm  . . . 

So  lange  i>0  ist,  bleibt  diese  Function  stetig  nnd  endlich,  nnd  ebenso  ihr  DifTc- 
renaialqnoticnt  nach  s,  wie  man  findet,  wenn  man  nach  > differenziirt,  nnd  berOck- 

aiebtigt,  dass  r(t),  stetig  nnd  endlich  sind,  nnd  dass  für  positives  s:  r(s) 

dx 

nidit  0 wird.  Setzt  man  also: 
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1 f-i  / I \ 

(t)‘'*+v^W+üW- 

so  ist  f&r  positires  p: 

wo  <f  und  t positive,  von  g abhängige  Brüche  sind.  Für  w= — 1 wird  /(1)=:0, 
und  die  conjngirten  Wurzeln  w,  — haben  gleiche  ip,  entgegengesetzte  j(. 

Y X 

Es  ist  nun  zu  beweisen,  dass  die  endliche  Grenze,  der  sich  S u'  , nl- 

bert,  wenn  u nicht  =1  ist,  fftr  unendlich  kleines  p von  0 verschieden  ist.  Diese 
Grenze  ist : 


Zu' 


r 1-- 


1 t/'w 


=~r  - — dx. 

J 0 J‘-\ 


imn  . 

i 


Sei  irgend  ein  Linearfactor  des  Nenners  t—e  ^ , m aus  der  Reihe  0,  1,  2 ... 


p— 1.  Zerlegt  man 


arf  — 1 


in  Fartialbrfiche , so  wird  der  Zähler  des  Bruches 


1 


— V-1 

*-e  P 


also: 


Da  id,=;0  ist,  so  hat  man: 


. , *mn  . 

-n^)  — • 

durch  den  Ausdruck — , worin  «=e 


n p m=  J ' i a/  0 


SU  setsen  ist, 


m p ' 


dx 


*— e ^ 


{2m  ;r  > n . 

— .1  s = p-l  y J«— . 
e P j = £ u>  P t 


3=' 

Setzt  man  Tür  gm  den  Rest  A nach  modp,  so  sind  1,  2 . . . p — 1 die  Werths 
von  A,  und  da: 


so  ist: 
also  : 


$m  = Amodp, 

IndpBlnd  A— Ind  m mod  p— 1, 


-y„ 


k—  • 

T P * 

Iw  t ' = a» 


-y. 


nnd  man  hat: 
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.^Ul' 


dx 


0 i 

x~e  ^ 


= -^r{eP  }z„  + 

Hieraus  kann  man  noch  nicht  schlicssen,  dass  dieser  Ausdruck  im  Allgemeinen 
von  0 verschieden  ist.  Ist  jedoch  w ~ — 1.  so  erhält  man.  da  Indm  grade  oder 

ungrade,  je  nachdem  ^ gleich  +1  oder  —1,  also: 


_j)— lud  m_ 


alt  Orense  von  fOr  unendlich  kleines  (i: 


^ (f ) V = ' ‘r  (7)  ['. {>•"  ")  + f ( >-y)  1 

und  da  stvischen  den  Grenzen  m = l and  m=p—l:  s ^^^  = 0 ist  : 

(7)  T = - 7 ^ 1 * ' 1 (7)  [ '8  (2  y ) - 7 »0 

Wir  unterscheiden  nun  die  Fälle,  wo  p von  der  Form  4u+3  und  wo  et  4«+l 
ist.  Im  ersten  Falle  ist: 

\p/  \ p f p p ’ 

also  verschwindet  der  reelle  Theil  der  Summe , und  wenn  man  mit  a die  Werthe 
von  m bezeichnet,  fdr  die  ^—^  = 1,  mit  i die,  wo  ^—^  = —1  ist,  so  ist: 

^(7)T=7H-^'‘l<--r.>:, 

bwiadet  der  imaginäro  Theil,  a 

/ \ 1 1 1 

( -*) 

f\eP  / = VpV-1, 

V P / » P Vp 

„ . in 

, . , , //sin  — 

//sin  — 

P 

Im  ersten  Falle  ist  jedenfalls  .T  von  0 verschieden,  da  Zn + 2'i=p 


Ist  p = 4u-f'l,  so  verschwindet  der  imaginäre  Theil,  und  man  hat: 

. Alf 
/sin  — 

_P_ 

//sin  — 

P 


Wenn  non  u = — 1 ist,  so  ist  im  ersten  Falle 
= Y/i.  Man  hat  also  respective: 


im  zweiten 


31 
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nngrade  ist,  also  £a  nicht  gleich  Xh.  Für  den  eweitcn  Fall  nimmt  man  die 
Gleichungen ; 


2H 


2« 


Vx-eP  f=Y-Zyp. 
’x-e  P f = Y+7.yp, 


wo  )'  und  Z Polynome  mit  ganten  Coefficionlen  sind  Die  Mnltiplication  dieser 
Froducle  gibt ; 

xP-1 

4^— ^=y-pZ’. 

X— 1 

Sei  nun  1,  und  nennt  man  j und  A die  ganten  Zahlen,  die  1'  und  Z gleich 
werden,  so  kommt; 

P+' 

2 H 8in  — =j— 

p±< 

2 ' Hsin  Vp,  J*— p*’=4p. 

Es  ist  also  g durch  p theilbar.  Sctit  man  g=pk,  und  diridirt  die  beiden  ersten 
Glieder  durch  einander,  so  kommt ; 

b n 

P _kyp+h 

. na  kyp  — k' 

//sin — ” 

P 

*«=p*»=  -4. 

Nat’h  der  zweiten  Gleichung  ist  A nicht  0,  also  sind  beide  Seiten  der  ersten  ron 
1 verschieden,  woraus  mit  Berücksichtigung  des  obigen  Ansdrockes  folgt,  dass 

£ 

toren  // 


^ -i-  nicht  gleich  Null  ist.  AU  Gronzwerlh  eines  Productes  positiver  Far- 
p / n 

ist  es  auch  positiv.  (Hieraus  folgt  übrigens  auch , dass 


+e 

fürp  = 4^«+3,  2b’>£a  ist.) 

Wenn  m weder  0 noch  ist,  soll  jctit  nachgewieien  werden,  dass  L 

2 ” 

für  unendlich  kleines  o von  0 verschieden  ist.  Man  entwickelt  in  // \ — 

^ . y 1 


den  Logarithmus  jeden  Factors  durch  die  Formel ; 
und  findet: 

;iv  1 
L T/..  y — t. 


,'+t' 


\'+e 


1-  w' 


= igt. 


»’+e 


WO  sich  die  Summe  auf  g bezieht.  Setzt  man  für  to  der  Reihe  nach  1,  . 

addirt,  mit  Bcrücksichtigang,  dass  1 -f- + . . , ~ 

verschwindet,  wenn  ky  nicht  durch  p— 1 theilbar  ist,  wenn  letzteres  aber  statt- 
findet, gleich  p—1  ist,  und  dass  die  Bedingung  Ay  = 0modp~l  gleiclibcdcotend 

1 El  modp  ist,  so  ist: 
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WO  sich  (He  erste,  sweitc  . . . Stumnatton  auf  die  Werthe  von  9 erstreckt,  deren 
erste,  sweite  . . Potenten  in  der  Form  enthalten  sind.  Da  die  erste 

Seite  reell  ist,  so  ist  das  Product,  dessen  Logarithmus  gendmmen  Ist,  positiv. 
Die  linke  Seite  bleibt  stets  positiv,  und  es  l&sst  sich  teigen,  dass  wenn  man 

als  verschwindend  annähme,  die  tweite  Seite  —oo  würde.  Diese  tweite  Seite  ist: 


wo  wegen  6): 


lg  L,  = lg  1+  , = lg  (1)  + lg  (P~^+  r,  e) 

i«t  Du  zweite  Glied  nähert  sich  der  endlichen  Grenze  lg  ^ lg  — 


izl 

2 


V 

von  0 rerwhieden  ist.  Einer  der 


bleibt  endlich . da  der  Grenzwerth  von 
übrigen  Logarithmen,  ]gL  , L , ist  noch : 

M p — 1 — W 

lg  \m>*  (i+e)+/’  (i+i')]> 

welcher  Ansdrnck,  wenn-  L , also  anch  L die  0 aor  Grenze  hätte , so 

m p— i — m 

dus  = 0 wäre,  io: 

igt’['/''’a+‘'f)+/*a+»ri]= -ig-^+igc-/’  a+<^i')+;f"  a+*e)] 

c 

überginge.  Vereinigt  man  — 21g-^  mit  dem  ersten  Glied«  von  lg£>«t  so  bleibt 

1 ‘‘ 

~lg — ) welcher  Ansdruck  für  unendlich  kleines  p — oo  wird,  und  nicht  durch 
V 

lg  [0'’ (1+ (1  + * p)]  aufgehoben  wird,  denn  dieser  Ausdruck  bleibt  end- 
lich oder  wird  —00,  wenn  0'(l)=jf'(l)  = O wäre.  Aho  wird  nicht  0,  wenn 

m nicht  Null  ist,  d.  b.: 

7) 


1 1-  . . . =lgL 

,'+f 


D&hert  sich  immer,  wenn  nicht  « = 1 ist,  einer  Grente,  wird  für  cu  = l aber  un- 
endlich. 

,B)  Anwendung  auf  die  arithmetischen  Reihen. 

Setsen  wir  jetzt  in  Gleichung  7)  nach  einander  u>=  1.  s,  s’  . . . ' nod 

— y — 

addiren  die  so  entstehenden  Gleichungen  bezüglich  mit  1,  s , s .... 

t , addiren  dann  die  zo  gebildeten  Gleicbnngen,  so  kommt  links: 


r-Y„/^(y-y„) 

1+  * +»  + • 


0»-2)(y-v  ) 1 / 


9 

*(3y-yJ  Q.-»)(Jy-yJ\  1 

+'  + . . . +s  ^ ■ 

31* 
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Die  Snmmenzeichen  gehen  hier  »af  die  Wcrthe  ron  g,  nnd  es  ist  j-  = Indf, 

V =Indm.  Nun  ist  immer; 
f m 

1+»  +s  +...+»  =0, 

ansgenommen  den  Fall,  wenn : 

Ar-r„  = Omodp-l, 

d.  h.  wenn: 


ist,  und  hieraus  folgt  dann: 


q ZI  m rood  p 


= ^(lgl..+  s 


+» 


lKt,+  . . . 

-(.p-*)y 


Hier  bezieht  sich  bezüglich  die  erste»  zweite»  dritte  . . . Summe  links  anf  alle 
Frimzablen  9»  deren  erste,  zweite»  dritte  . . . Potenzen  in  der  Form 
enthalten  sind.  Ist  nun  (>  verschwindend  klein»  so  wächst  lg  ins  Ün> 

endliche,  während  + • * • iioch  endlich  bleibt.  Es  muss  also 

»*  9 

S unendlich  sein , d.  b.  es  gibt  unendlich  viele  Frimzablen  von  der  Form 

Es  ist  also  unser  Satz  für  den  speciellcn  Fall  bewiesen,  dass  p eine 
Primzahl  und  m kleiner  als  p ist. 

Um  diesen  Beweis  auf  beliebige  Differenzen  m auszudebnen,  nimmt  man 
folgende  Sätze  der  Zahlentheoric  (Qauss.  Scct.  HI)  zu  Hülfe: 

1}  Die  Existenz  primitiver  Wurzeln  findet  auch  für  Potenzen  ungrader  Prim* 

zahlen  statt.  Ist  c eine  primitive  Wurzel  von  p^ , so  sind  die  Reste  der 

f V u—  1 

Potenzen  c“,  c‘,  c*  . . . von  einander  verschieden»  und  fallen 

mit  der  Reihe  der  Zahlen  zusammen,  die  kleiner  als  fP  und  relativ  einfach  za 
sind.  Hat  man  also  irgend  eine  nicht  durch  p theilbare  Zahl  n,  so  ist  der 

y 

Exponent  (p  — l)/;”” welcher  der  Congmenz  c " = n (mod p")  genügt,  völ- 

lig bestimmt.  Man  kann  also  auch  hier  setzen;  y^  = Indn.  Von  diesen  Indice« 
gelten  wieder  die  Sütze,  dass ; 

Indni  = Ind  4mod(p  — l)p”'~  *, 

und  ist  grade  oder  nngrade,  je  nachdem : 

^-^^  = -1-1  oder  = —1, 

nnter  ‘i“  bekannte  Symbol  (vergleiche  den  Artikel;  Quadratischer  Rest) 

verstanden. 

II)  1.  Lassen  wir  die  Potenz  2'  ausser  Acht,  so  hat  man  fSr  den  mod2’ 
die  primitive  Wurzel  —1.  Bezeichnet  man  den  Index  für  eine  ungrade  Zahl  n 

R 

mit  R^,  so  dass  (—1)  "=  n mod4,  so  ist  '<„=0  oder  1,  je  nachdem  n von  der  Form 
4p-|-l  oder  4|U+3. 

2.  Ist  der  Modal  2^,  >l<3,  so  gibt  es  keine  primitive  WuraeU  Nimmt  man 

aber  5 oder  8u-)-6  zur  Basis,  so  sind  die  Beste  von  5*,  6'  ...  6"  ver- 

schieden, und  alle  Zahlen  kleiner  als  2^  von  der  Form  4u4-l.  Ist  also  n von 
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der  Form  4u  + l,  >o  laest  5 =nn)od2*  durch  ein  und  nur  ein  lösen, 

wenn  es  kleiner  als  2 sein  sull«  Hat  n die  Form  4,u  + 3»  su  ist  die  Con* 
^rucDz  unmöglich.  Da  aber  dann  ~n  die  Form  4a  + 1 hat,  so  sei  der  Index 

einer  ungraden  Zahl  n der,  welcher  kleiner  als  2 ist,  und  die  Congmeas 
5 = ;i_nniod2^  erfüllt  Also  durch  den  Modul  ist  aer  Rest  n nicht  völlig  be- 
stimmt, da  ihm  zwei  Reste  entsprechen,  die  sich  zu  2^  ergänzen.  Für  diese  In- 
dices  gelten  die  Sitze,  dass: 

Ind  rtA  = Ind  a-4~Itid  6mod2^ 

grade  oder  ungrade,  je  nachdem  n die  Form  8u  + 1 oder  8,u  + 5 bat.  Um 

die  Zweideutigkeit  zu  heben,  muss  man  ausser  lud^^,  der  sich  auf  mud  2^ 
Basis  5 bezieht,  noch  Indrr^,  der  sich  anf  mod4  Basis  —1  bezieht,  betrachten, 

ß 

und  je  nachdem  n^  = 0oderl,  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  5 + mmod  2^ 

zu  nehmen.  Man  kann  auch  schreiben  (—1)  "5  Enmod  2^. 

111)  Sei  k zz2  p p*  , 1^3,  p%  p*  von  einander  verschiedene  ungrade  Prim- 
zahlen. Ist  n durch  keine  der  Zahlen  2,  p,  p'  . . . theilbar,  und  kennt  man  die 

den  Moduln  4,  2 , p , p’  und  ihren  primitiven  Wuricln  —1,  5,  c,  c'  . . . 
entapreebenden  Indicea  y'^  . . .,  ao  hat  man  die  Congrnenzen ; 

( — 1)  ” = n mod  4,  ö"=  + nmod2^,  e”  = nmodp™,  c'  " = nmod  p'”  , 
wodurch  der  Beat  von  n nach  k vollat&ndig  beatimmt  iat.  n,  ß,  y,  y'  heiaaeh 
Syatero  der  Indieea  für  w.  Da  n,  ß,  y,  y'  . . . reap.  2,  2^~*.  (p— l)p”~* 
(p'—  1)  p'”*  . rerachiedene  Werthe  erhalten  kSnnen,  ao  iat: 

8)  2 • 2*~‘  (P-I)p"“'  (p'-Dp'’’"'  =A  (l-i)  (l-l)  (l-l)  . . =A'. 

Wir  beweisen  Jetzt  uosem  Satz  in  dei  Voraussetzung , dass  die  Differenz  k 
durch  8 theilbar  sei,  was  natftriieh  der  Allgemeinheit  nicht  schadet.  Denn  in 
einer  beliebigen  Reihe  können  ja  immer  die  je  achten  Glieder  betrachtet  werden, 
unter  welchen  sich  dann  unendlich  viel  Primzahlen  befinden  müssen. 

Seien  •/,  a>,  cu'  . . • irgend  welche  Wurzeln  der  Gleichungen t 


9) 


S»-1=0,  7*  -1  = 0,  -1  = 0, 


9 eine  beliebige,  von  2,  p,  p'  . . . verschiedene  PrimzahL  Es  ist  nun: 
1 ^ ß Y 1 . %ß  ly  1 


y ß Y 1 

l — fr  ’p  ta*  ...  — 


=1+.»“,/«,»' 


1 . „3«  iß  ly 
— + .»  7 a.  ' 

9 


:+ 


9 


wo  a>l,  und  daa  System  der  Indicea  a,  ß,  y . . . sieh  anf  q bezieht.  Man  mnl- 
tiplicirt  alle  Qleicbnngen  dieser  Form  llir  alle  Primzahlen  q,  ao  kommt; 


10) 


u* 


1 — 7^  (ü 


- = I»  qr 


■ . . -=l. 


wo  sich  das  Maltiplicationszeichen  anf  q . daa  Summenseichen  auf  alle  ans  allen 
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q zusammengesetzte  Zahlen  bezieht.  Das  System  der  Indiccs  entspricht  links  q. 
rechts  n.  Die  Gleichung  10),  in  der  die  verschiedenen  Wurzeln  .•»,  7,  m . . . 
combinirt  werden  können . enthalt  K besondere  Gleichungen.  Um  diis  /. , was 
jeder  Verbindung  entspricht,  zu  bezeichnen,  denke  man  sich  die  Wurzeln  jeder 
der  Gleichungen  9}  als  Potenzen  von  einer  dargcsiellt.  Seien  W = — 1,  •!*,  ii,  U! 
n.  8.  w.  geeignete  Wurzeln,  so  8ctzt  man: 

,»=»“,  7 = 1'*,  = u/  = fl'''  . . 

WO  : 

a<2,  c<(p-l)p’'“‘  • • •. 

und  dieser  Darstellung  entsprechen : 

11)  L,  a.  b,  c,  c'  . . . 

Die  Reihen  L lassen  sich  in  drei  Klassen  thcilcn : 


Ers  te  K las  s c : d.  h.  wo  .»  = 1,  7 = 1,  u=  1 . . 

Zweite  Klasse:  enthalt  alle  L.  wo  nur  reelle  Wurzeln  der  Gleichung  ver- 
kommen : ,7  = + 1 , 7 = + 1,  n>  = + 1 . . 

Dritte  Klasse:  wo  wenigstens  eine  Wurzel  imaginär  ist. 

Die  Reihen  dieser  Klassen  sind  einander  paarweise  zngeordnet.  Werde  nun 
in  J = l-fp  p unendlich  klein.  Betrachten  wir  die  erste  Kasse,  so  ist  diese  die 
Summe  von  K Partialreihen: 

. 1.  +... 

la'+t’  (21-fm)‘+P 

m<k  und  relativ  einfach  zu  k,  und  wie  in  Ä)  gezeigt  ist,  die  Summe  der  Reihen 
dieser  Klasse ; 

K 1 

12)  T -+'/(* 


Für  die  Reiben  zweiter  und  dritter  Klasse  ündet  man,  wenn  n wachsend  fort- 
sch reitet,  und  s>0: 


13)  S H**  q^  ü}^ 


L r'  ± 

rsj  „ 


1*“X 


1b' 


WO  sich  2 rechts  auf  alle  n<k  und  zu  k relativ  einfach  erstreckt , und  k,  ßy 
y'  . . . das  ^!>y8tem  der  Indices  für  n bedeutet.  Um  zu  beweisen»  dass  die  zweite 

Seite  endlich»  bemerke  man,  dass  Z * den  Factor  1—/  hat, 

was  erhellt,  wenn  man  arrrl  setzt,  was: 

+ )(!+«+  . . . ) . • . 

gibt,  von  dessen  Factoren  wenigstens  einer  verschwindet,  da  die  Wurzelcom« 
binationen  .V  = l,  7=1,  . . . , als  der  ersten  Klasse  entsprechend,  ausge- 

schlossen ist.  Die  zweite  Seite  der  Gleichung  13),  so  wie  il>r  DifTerenzialquotient 
nach  s sind  stetige  Functionen  von  i,  also  jede  Reihe  zweiter  und  dritter  Klasse 
nähert  sich  der  endlichen  Grenze: 


14)  Ut'y' 


n 


fl  y 

•1'^  til*  . 


t A 

1 -X 


M 


r 


1 

_ dx. 


Noch  ist  zu  beweisen,  dass  diese  Grenze  vun  0 verschieden  ist. 

Nehmen  wir  an,  diese  Eigenschaft  sei  für  L der  zweiten  Klasse  bewiesen, 
und  beweisen  cs  für  die  dritte.  Nehme  man  von  Gleichung  10)  auf  beiden  Seiten 
die  Logarithmen,  so  erhält  man  durch  Entwickelung: 
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— . . . ~r+  • • • =>g^- 

WO  <lie  lndii'C8  zu  9 gehören,  ötelll  man  die  Wurzeln  y,  tu  . . . nach  Formel 

10)  dar,  90  iat  das  allgemeine  Glied  der  ereteu  Seite: 


und  die  zweite  Seite : 


IgL 


A,  6f  c . . . 


Sei  nun  m irgend  eine  ganze  Zahl  <k  t relativ  einfach  zu  k.  Multiplicirt  man 
anf  beiden  Seiten  mit: 

— rt  a — d h —y  e — *y^  c* 

H "*  ^ “ . . 

and  schreibt  auf  der  ersten  Seite  nur  das  allgemeine  Glied : 

1 (4«  — «)rt  {kß  — ß ")b  (4y  — y)c  - 

. . . + 1 * "•  u ...  -^+  . . . 

* 


—«  a — b “ y c 
: H •/*  Sl  ...  lg  Z, 

rt=  1 


a,  b,  c . . . 


Summirt  man  nun  ron  c c = (p-l)//~ ' - 1 ’ »o  knm>nt  link«  das  all- 


(;cmcine  Gliud;  J >V  . ^ ■ i wo  J sich  auf  q besieht  und  IV  das  Product  der 
* ,*+*(.' 

nach  a,  b,  c . . . swischen  den  angegebenen  Grensen  zu  nehmenden  Summen 
(*«-«1^)  (hß-ß  ) 

ZH  1 bedeutet. 

Wir  haben  oben  gezeigt,  dass  die  erste  Summe  2 oder  0 ist,  je  nachdem  die 

Cougmenz  hn—a^  = mod  2,  oder  was  dasselbe  ist  q^^tn  mod  4 stattfindet  oder 

J •%  I J 

nicht,  dass  die  zweite  2 * oder  0 ist,  jo  nachdem  9 £ ^ m mod  2 stattfindet 

oder  nicht,  dass  die  dritte  (p  — oder  0 ist,  je  nachdem  9^  = mmodp’’ 

atattfindet  oder  nicht  a.  s.  w.  W verschwindet  also,  wenn  nicht  9^  = mmodJlE, 
in  welchem  Falle  W—K  wird,  also: 


15)  "-r^+*--:ir  + 


— n a —ß 

m c. 


Sl 

■ • • 


'^a,  b,  c . . 

wo  sich  1 links  auf  alle  q bezieht,  deren  1,  2.  3 . . . Potenzen  die  Form 
enthalten,  S rechts  erstreckt  sich  Uber  a,  &,  c , . . in  den  gegebenen 

Grensen.  Sei  in  = l,  so  wird  n —ß  — y . . . =0,  und  die  rechte  Seite 

m tu  ' m 

^ ]g  L , Unter  den  Gliedern  dieser  Summe  wird  das,  welches 

k a,  b,  c . . . 

entspricht,  nach  12)  lg  — enthalten,  die  Glieder  zweiter  Klasse  geben 

nach  der  Annahme  endliche  Besulute;  wftre  nun  der  Grenswerth  dritter  Klasse 
gleich  Null,  so  wUrdc  wie  in  13)  für  den  Logarithmns  dieses  L mit  dem  ihm 
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zngcordneten  das  Glied  — 2 lg  — sich 

e 

ergeben,  was  — oo  gäbe.  Also  hat  kein 
L dritter  Klasse  Null  lum  Grenswerth, 
also  bleibt  lg  ^ ^ endlich, 

ausser  wenn  a — b=c=  ...  =0,  wo 
der  Logarithmus  nncndlich  wird.  Dies 
auf  15)  angewandt,  zeigt,  dass  die  zweite 
Seite  unendlich  wird,  also  auch  die  erste, 

also  cntb&lt  S — unendlich  viel  Glie- 

der,  d.  h.  die  Anzahl  der  Primzahlen 
von  der  Form  ist  unendlich  gross 

Ans  14)  folgt  noch: 

16)  .S (+1)" (2  !)'’(+ !)>'...  =1 

n ' 

wo  «...  (auf  n bezüglich)  nicht  Null 
wird.  Dies  ergibt  sich  nftmlich  aus  dem 
Ausdruck  für  die  Anzahl  quadratischer 
Formen  für  eine  gegebene  Determinante, 

Zahlensystem  (Arithmetik). 

Die  wohlgeordnete  Zusammenstellung 
aller  Zahlen , worin  jeder  ihr  Platz  an- 
gewiesen ist,  so  dass,  obgleich  deren 
unendlich  viel  sind,  sie  aufgerunden  und 
dargcstcllt  werden  kann.  Unser  Zahlen- 
system beruht  darauf,  dass  jede  ganze 
Zahl  M als  Putenzensumme  einer  belie- 
bigen a dargcstcllt  werden,  also: 

ilf  = rt”  *+«7  «”  '-f-  . . . 

+ «+<«„. 

WO  u,  öj,  flj  . . . ö alle  kleiner  als  « 
n 

sind.  Für  jede  Zahl  kleiner  als  rr  muss 
es  ein  besonderes  Zeichen  (Ziffer,  Zahl- 
zeichen) geben.  Führt  man  noch  ein 
Zeichen  0,  welches  anzeigt,  dass  ein 
Coefficient  nicht  vorhanden  ist,  ein, 

so  können  die  Grössen  r*”  * 

ganz  wegbleiben,  du  sie  schon  durch  die 
Stellung  der  Coefficienten  angezeigt  sind, 
so  dass  a a^  üj  , , . das  abge- 
kürzte Zeichen  für  das  obige  Poly- 
nom ist. 

In  unserm  Zahlensystem  ist  n gleich 
zehn , und  es  sind  daher  ausser  0 noch 
9 Ziffern  nöthig. 

Die  Brüche  fügen  sich  durch  die  Be- 
trachtung ein,  dass  Zflhlor  und  Nenner 
derselben  ganze  Zahlen  sind.  Jedoch 
gibt  die  Theorie  der  Decimalbrüche,  oder 
die  Anordnung  der  Zahlen,  welche  klei- 
ner als  die  Einheit  sind,  nach  negativen 
Potenzen  von  « einen  noch  genaueren 
Znsammenbang  zwischen  Brüchen  und 


ganzen  Zahlen.  Auf  dem  Zahlensystem 
beruht  unser  numerisches  Hcchncn  (ver- 
gleiche hierüber  den  Artikel:  Quan- 

tität). 

Unser  Zahlensystem  ist  den  Indiern 
entnommen,  soweit  es  die  schriftliche 
Anordnung  der  Zahlen  anbetrifft.  Je- 
doch die  Aussprache  der  Zahlen,  welche 
sich  ebenfalls  dem  zehntheiligcn  System 
anschlicsst,  ist  allen  einigermaassen  ge- 
bildeten Völkern  gemein.  (Einige  Völ- 
ker auf  der  untersten  Stufe  der  Bildung 
sollen  nach  anderen  Zahlen  ordnen.) 

Der  Umstand,  dass  man  znerst  die 
zehn  Finger  zum  Zählen  benutzt,  haben 
ohne  Zweifel  auf  die  Zahl  zehn  geführt. 
Dieses  System  vereinigt  anf  glückliche 
Weise  die  beiden  Vorihcile,  dass  man 
nicht  zu  viel  Ziffern  braucht,  deren  grös- 
sere Anzahl  das  Rechnen  erschwert,  und 
auch  nicht  bei  m&ssigen  Zahlen  zu  viel 
Stellen  bedarf.  (Bei  einem  dreitheiligen 
System,  welches  nur  die  Ziffern  0.  1,  2 
hat,  würde  z.  B die  Zahl  112  schon  5 
Ziffern  haben.) 

Dennoch  lässt  sich  die  Frage,  ob  dies 
System  das  allcrzwcckmässigstc  mögliche 
sei,  nicht  unbedingt  bejahen.  Die  Divi- 
sion wird  erleichtert,  namentlich  auch 
bei  Einführung  der  negativen  Potenzen, 
wenn  die  Grundzahl  « viel  Theiler  hat. 
10  hat  jedoch  nur  2 und  5 zu  Theilern, 
während  die  ebenfalls  nicht  zu  grosse 
Zahl  12  die  Theiler  2,  3,  4,  6 hat. 
Wollte  man  dessenungeachtet  einwco- 
den,  dass  das  Multipliciren  and  Dividiren 
zwölftheiiiger  Systeme  zu  schwierig  sei, 
so  widerlegt  sich  dies  dadurch,  dass 
man  ja  z.  B bei  der  Eintheilung  des 
Fusses  in  12  Zoll  sich  eines  secund&ren 
zwölftheiligen  Systems  wegen  des  über- 
wiegenden Vorthcils  der  häufigeren  Thei- 
jung  bedient.  Indcss  ist  dieser  Vortheil 
immerhin  kein  sehr  bedentender , und 
kann  namentlich  nicht  veranlassen,  etwa 
das  seit  Jahrhunderten  und  theilweise 
seit  Jahrtausenden  eingebürgerte  zehn- 
theilige System  aufzugeben. 

Zahlzeichen.  Ziffer  (Arithmetik). 

Siehe  Zahlensystem. 

Zahn  (Maschinenlehre). 

Siehe  Rad. 

Zahnrad  (Maschinenlehre). 

Siehe  Rad. 

Zahnreibnng  (Maschinenlehre). 

Siehe  Rad. 
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SahnsUnge  (■aschinenlehrs). 

Siehe  Kad. 

ZapfsBrslbniig  (Mechanik). 

Siche  Reibung. 

Zanberqnadrat  (irtthraetik). 

Siche  Qondrat  — magisches. 

Zecchine  (■ftnxkunde)- 

Italienisches  Goldstück , gleich  1 Da- 
katen. Auch  in  der  Türkei  und  I gyp- 
ten  kommt  eine  Münte  dieses  Namens 
vor. 

Zehneck  (6eometde). 

lieber  die  Cunstruetion  und  Berech- 
nung desselben  vergleiche  den  Artikel: 
Raamlcbre. 

Zeichenappnnt  — dfaamometrischer 
(Maschinenlehre). 

Ein  Federdynamometer,  in  welchem 
das  Maass  der  Kraft  vermittelst  eines 
Stiftes  auf  einen  unter  demselben  furt- 
getogenen  Papierstreifen  aufgezcichnet 
wird  (vergleiche  den  Artikel:  Dynamo- 
meter). 

Zaichenregel  des  Descartes  (Algebra). 

Diese  Regel  lehrt  eine  obere  Grenze 
für  die  Anzahl  der  positiven  und  nega- 
tiven Wurzeln  einer  beliebigen  alge- 
braischen Gleichung  finden,  und  die  An- 
zahl der  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln überhaupt  bestimmen,  wenn  alle 
Wurzeln  reell  sind.  Sic  lautet: 

„Wenn  man  bei  irgend  einer  alge- 
braischen , nach  Potenzen  von  x geord- 
neten Gleichung  die  Vorzeichen  aller 
Coefficienten  nach  ihrer  Reihenfolge,  nml 
diejenigen  CoefÜcienten , welche  etwa 
gleich  Null  sind,  ganz  beliebig  als  posi- 
tiv oder  negativ  betrachtet,  so  kann  die 
Anzahl  der  positiven  Wurzel  nicht  grös- 
ser als  die  der  Zeichenfolgen  sein. 

Da  nun  die  Summe  der  Zeichenfolgen 
und  Zciehonwechsel  gleich  dem  Grade 
der  Oleicbnog,  also  gleich  der  Anzahl 
der  Wurzeln  ist,  so  drückt,  wenn  alle 
Wurzeln  reell  sind,  die  Anzahl  der  Zei- 
cbenwechsel  die  der  positiven,  die  An- 
zahl der  Zeichenfolgen  die  der  negativen 
Wurzeln  genau  ans.*^ 

Dieser  Satz  gilt  zunftchst,  wie  leicht 
zu  sehen,  für  die  Gleichung  ersten  Gra- 
des: 

— 0. 

Haben  a und  b gleiche  Zeichen,  so 
findet  in  der  Tbat  eine  Zeichenfolge 


und  auch  eine  negative  Wurzel,  haben 
n und  b ungleiche  Zeichen,  ein  Zeichen- 
wechsel und  eine  positive  Wurzel  statt. 

Wir  beweisen  nun,  dass  wenn  unser 
Satz  Tür  jede  Gleichung  n — Iten  Gra- 
des gilt,  er  auch  für  jede  nten  Grades 
statthat,  womit  dann  derselbe  ganz  all- 
gemein erwiesen  ist. 

Sei  die  gegebene  Gleichung: 

/>/  \ n . n—  I , rt—  i . 

f{x)=a,x  +n,JT  +a,x  + . . . 

In  dem  Differcnzialquotienten: 

T . 

haben  nun  die  betreffenden  Coefficienten 
dieselben  Vorzeichen  wie  in  f(z)  and 
unserer  Aonahme  zufolge  findet  für  die 
Gleichung: 

/•'U)  = 0 

die  Zeichcnregcl  des  Descartes  statt. 

Da  nun  aber  diese  letzte  Gleichung 
die  Werthe  von  x anzeigt,  in  welchen 
derAusdrut  k /'(x)  ein  Maximum  oder  Mi- 
nimum hüben  kann  ohne  dass  dies  noth- 
wendig  ist),  so  lehrt  diese  Hegel: 

Die  Anzahl  der  Zeichenwechsel  der  n 
ersten  Cocflicicmcn  von  f{x)  zeigt  die 
höchste  Auzuhl  der  positiven,  die  Anzahl 
der  Zeichenfolgen  die  der  negativen 
Werthe  von  x an,  in  welchen /"(x)  einen 
Grenzwerth  (Maximum  oder  Minimum) 
haben  kann. 

Es  liegt  nun  aber  in  der  Natur  der 
Sache,  dass  immer  einem  Maximum  ein 
Minimum  folgen  muss  und  umgekehrt, 
und  dass  zwischen  je  zw'eien  dieser 
Grcnzwcrihc  höchstens  eine,  jenseits  der 
beiden  ftussersten  Orenzwerthe  auch  nur 
jo  eine  Wurzel  liegen  kann,  und  mehr 
reelle  Wurzeln  kann  es  nicht  geben« 
Da  nun  die  zwischen  zwei  positiven 
Grenz werthen  liegende  Wurzel  auch  po- 
sitiv, die  zwischen  zwei  negativen  ne- 
gativ ist,  so  kann  nur  das  Zeichen  der- 
jenigen Wurzel  fraglich  sein,  welches 
zwischen  dem  kleinsten  positiven  und  ne- 
gativen Grcniwcrth  möglicherweise  liegt. 
Die  Anzahl  der  übrigen  ist  n^l,  und 
von  diesen  wird  also  der  obere  Grenz- 
werth  der  Anzahl  der  positiven , bezüg- 
lich negativen  durch  die  Zeiehenwechscl 
in  den  Coefficienten  von  f{x)  mit  Aus- 
nahme des  letzten  angezeigt*  Was  nun 
die  noch  nicht  bestimmte  Wurzel  anbe- 
trifft, so  kommt  es  hierbei  anf  das  Zei- 
chen von  und  das  von  an. 

Für  x = 0 ist: 
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Ax)  = a„,  rw  = «„_,. 

Je  imrhilem  die  letztere  Grosse  positiv 
mlcr  negativ  ist,  ist  f{x)  für  x = 0 »tu 
Steigen  o<lcr  Fallen.  Ist  im  ersicren 
Falle  n positiv,  so  ist  fürx=0  Jer 

Wurzelwerth  von  f{x)  bereits  über- 
schritten, also  die  fragliche  Wurzel  ne- 
gativ, ist  dagegen  negativ,  so  ist  der 

Wurzelwerih  noch  nicht  erreicht,  also 
die  Wurzel  positiv.  Ist  dagegen 

negativ,  80  ist  für  positives  der  Null- 

w'cith  von  f{x)  noch  nicht  erreicht,  da 
die  Fnneliun  füllt,  und  für  negatives 

bereits  überschritten,  also  ira  crstcrcn 
Falle  die  Wurzel  positiv,  im  letzteren 
negativ.  Also  für: 

a a 

«—  I rt 

+ 4- 

+ 

so  Hndcl  im  ersten  und  letzten  Falle 
eine  negative,  im  zweiten  und  dritten 
eine  positive  Wurzel  statt.  Dem  ent- 
sprechend aber  ist  auch  eine  Zeichen- 
folge im  ersten  und  vierten,  ein  Zcicbon- 
wechsel  im  zweiten  und  dritten  Falle 
hinzugekommen,  womit  unser  Satz  er- 
wiesen ist  Selbstverständlich  ist  , wenn 
von  einer  positiven  oder  negativen  Wur- 
zel geredet  ist,  dies  immer  so  zu  ver- 
stehen, dass  sic  jedenfalls  vorhanden 
sei,  wie  dies  oben  schon  gesagt  wor- 
den ist. 

Wir  haben  noch  den  Fall  nicht  be- 
rücksichtigt, wo  f{x)  und  f*(x)  eine 
gemeinschaftliche  Wurzel  haben , dann 
tritt  der  Grenzworlh  für  die  Wnrzcl 
selbst  ein,  und  diese  ist  eine  mehrfache, 
hat  dann  aber  selbstverständlich  mit  dem 
Grenzwerthe  dasselbe  Vorzeichen,  womit 
dieser  Fall  erschöpft  ist. 

Verschwinden  endlich  einzelne  Coeffi- 
cienten,  so  kann  man  dieselben  durch 
abnehmende,  nach  Belieben  positive  oder 
negative  Zahlen  ersetzen  Da  sich  die 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  nun 
auf  eine  beliebige  Differenz  der  so  mo- 
dificirten  nähern,  so  ist  der  obige  Satz, 
der  für  die  letztere  richtig  ist,  auch  noch 
für  die  ersterc  richtig.  Ist  eine  Wurzel 
selbst  gleich  Null,  so  kann  man  diese 
nach  Belieben  als  positiv  oder  negativ 

betrachten.  Da  in  diesem  Falle  =0 

n 

ist,  so  pnlspriohi  nepntiv  nngenom- 


men  in  der  Tbnt  dem  einen , podtir 

«neenommen  tlcm  «inicrn  der  beiden 
Fälle 

Beispiele. 

Die  Gleichung : 

X*  _4x*  — 7x’  + 22i+24=0 
h*t  4 reelle  Wuricln : 

x=  — 1.  x=:  — 2,  x = 3,  x = 4. 

Die  Zeichenreilie  ist: 

+ ~ — + + 

D«8  sind  zwei  Zcichenwcchsel  und  iwei 
Foltjen,  also  swei  Wurrelii  sind  posiii» 
und  7.wei  negativ 

Die  Gleichung: 

X*— 1=0 
hat  die  Wnrieln: 

x = l,  x = — 1,  i,  — i,  +Vi,  +V— t. 
Die  Zeichenreihe  ist: 

4-0000000  — 

Wie  man  die  Coefticienten,  die  gleich 
Null  sind,  auch  positiv  oder  negativ  an- 
nimntt,  immer  wird  zwischen  dem  ersten 
und  Ictiten  ein  Zeichenwcchsel  und 
eilte  Zeichenfolge  einlreten  Die  ge- 
ringste Anzahl  der  Zeii-henwechsel 
tritt  nämlich  ein,  wenn  man  allen  Nullen 
dasselbe  Zeichen  gibt,  und  dann  ist  ein 
Zeiehettwcehsel  noch  vorhanden.  Die 
geringste  Anzahl  der  Zeichenfolgen  aber 
ist  die.  wo  den  Nullen  immer  abwechseln- 
des Zeichen  gegeben  wird  , nnd  da  die 
Anzahl  derselben  ungrade  ist,  so  muss 
eins  der  Zeichen  dann  noch  mit  dem 
ersten  oder  letzten  übereinstimmen. 

Zeigerwage  (Statik). 

Siehe  Wage. 

Zeit  I Chronologie). 

Die  Zeit  tritt  uns  ins  Bewusstsein 
durch  die  verschiedenen  Zustände,  welche 
dasselbe  Ding  annchnten  kann.  Diese 
Zustände  lassen  sich  immer  auf  Raum- 
ändernngen  zarfickfiihrcn.  Obgleich  nun 
ein  Gcgciislaiid  nach  verschiedenen  Raum- 
äitderungcn  wieder  auf  seinen  früheren 
Ort  zurückkomtnen  kann,  so  schreiben 
wir  ihm  doch  einen  Untcr.schied  von 
seinem  froheren  Zustande  zu,  nntl  dieser 
Untersehied  ist  eben  die  Zcitvers*  hieden- 
heit.  Die  Zeit  ist  also  zu  deänlren  aU 
dasjenige,  was  zwei  Zuständen  desselben 
Dinges  nicht  gemein  sein  kann. 

Da  die  Kaumändeiving  eine  continuir- 
liehe  ist,  so  müssen  wir  auch  der  Zeit 
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Continaität  zotchreiben.  Die  Zeit  ist 
also  eine  GrCssef  d h.  theilbar  und  kann 
gonie88cn  werden.  Das  wirkliolie  Messen 
<ler  Zeit  gelingt  natüriieh  nur  dun-h 
Vormittclung  des  Haurnea  und  auf  einem 
Umwege. 

Zunächst  kommt  ea  darauf  an,  gleiche 
Zeiten  zu  bestimmen.  Der  Raumände* 
rung  oder  Bewegung  schreiben  wir  näm- 
lich immer  eine  Ursache  zu  (Kraft)  und 
mfisaen  annehmen,  dass  wenn  dieselbe 
Ursache  zu  verschiedenen  Zeiten  auf 
dasselbe  Ding  wirkt,  dies  auch  gleiehc 
Zeiten  gebraucht,  um  gleiche  Raume  su- 
rückznlegen.  Also  wenn  s.  B.  zu  ver- 
schiedenen Zeiten  ein  Körper  im  luft- 
leeren Raume  zu  fallen  anfängt,  so  kön- 
nen wir  sagen,  es  seien  gleiche  Zeiten 
verflossen,  wenn  er  jedesmal  1 Fuss  zu- 
rückgelegt hat. 

Die  Theilung  der  Zeit  beruht  nun 
darauf,  dass  ein  Körper  fortwährend  der- 
selben bewegenden  Ursache  ausgesetzt 
sein  kann.  Kin  Gegenstand,  der  einmal 
gestossen  ist,  unterliegt,  wenn  wir  die 
Nebenhindernisse  vernachlässigen,  immer 
derselben  bewegenden  Ursache,  er  be- 
wegt sich  also  gleichmässig,  <).  h.  cs  sind 
also  dann  gleiche  Zeiten  verflossen,  wenn 
er  gleiche  lUiumc  znrQcklegt,  nnd  wenn 
wir  den  durchlaufenen  Raum  theilcn,  ist 
also  die  Zeit  zugleich  mit  getheilt.  — 
Theoretische  Betrachtungen  und  Ver- 
gleiche mit  anderen  Bewegungen  hüben 
uns  darauf  geführt,  dass  die  Bewegung 
der  Erde  um  ihre  Axe,  ond  die  mittlere 
Bewegung  derselben  um  die  Sonne  gloich- 
mässig  seien;  dies  führt  uns  auf  ilas  Maass 
der  Zeit.  Als  Msnss  nimmt  man  an: 
das  mittlere  Jahr  für  grössere,  und  den  Stcr- 
nentag,  auch  den  durch  eine  Ahstraction 
eich  ergebenden  mittleren  Sonnentag  für 
kleinere  Zeiträume.  Jedoch  kommt  nur 
der  Tag  (Sternen-  oder  mittlere  Sonnen- 
tag) als  Einheit  der  Zeit  in  Betracht, 
da  das  Jahr  durch  Tage  ausgcdrückt 
werden  muss.  Um  so  wichtiger  ist  es 
daher,  dass  in  neuester  Zeit  Delaunay 
aus  theoretischen  Gründen  (der  Reibung 
an  der  Erdoberfläche,  welche  Ebbe  und 
Eluth  bedingen)  und  Erfahrungen  (die 
nicht  völlige  Uebcrcinslimmung  der  Bo- 
schlennignng  der  Revulntionsperiodo  dc.s 
Mondes  mit  der  Theorie)  auf  eine  Be. 
schlennigung  der  Axendrehung  der  Erde 
schliefst.  Indess  mag  diese  noch  strei- 
tige Frage  dieser  jedenfalls  sehr  geringen 
Aendernng  des  Tages  hier  noch  uner- 
Örtert  bleiben. 

Die  Betracbtnng,  dass  unter  gewissen 
Umständen  ein  Pendel  und  eine  Stahl- 
feder isochrone  (gleichzeitige)  Schwin- 


gungen machen , fßhrt  uns  inm  Messen 
der  Zeit  durch  Uhren,  welche  von  der- 
gleichen Apparnten  regulirl  sind. 

So  ciufacli  das  Prinzip  der  Zeitlhci- 
lung  ist.  welcher  ühentios  der  glückliche, 
wenigstens  bis  vor  Kurzem  als  festste- 
hend angenommene  Umstand  des  unver- 
änderlichen Sternentages  und  des  mittle- 
ren siderischen  Jahres  — doch  was  das 
letztere  anbelrifft,  abgesehen  von  perio- 
dischen Störungen  — zu  statten  kommt, 
so  schwierig  hat  sich  doch  in  der  That 
die  Sache  gestaltet,  and  zwar  cinestheils 
deshalb,  weil  die  wirkliche  Zeiteinheit 
auf  die  periodischen,  durch  das  Wechsel- 
verhältniss  zwischen  Sonne  und  Erde 
hedingteu  Aendernngcn  bezogen  werden 
muss,  andererseits  aber  de^halb , weil 
beide  Einheiten  Tag  und  Jahr  in  kei- 
nem rationalen  Verhältnisse  sichen.  Was 
den  erstoren  Umstand  anbetrifft,  so  muss 
der  Tag  sich  nach  dem  höchsten  Stande 
der  Sonne  Mittags  regeln,  nicht  aber 
dem  Stande  der  Sterne  nach,  es  ist  also 
der  Sonnentag  an  die  Stelle  des  Ster- 
nentages zu  setzen.  Der  Sonnentag  aber 
steht  allerdings  in  der  Beziehung  zu 
dem  letzteren , dass  das  tropische  Jahr 
einen  Sonnentag  weniger  als  Sternen- 
tage  enthält,  da  die  Sonne  im  Laufe  des 
tropischen  Jahres  360  Grad  zurücklegt, 
im  Uebrigen  aber  sind  die  Sonnentage 
ungleich.  Wenn  man  also  trotzdem,  wie 
C8  früher  gesehchen,  den  wahren  Sonnen- 
tag als  Maass  der  bürgerlichen  Zeit  an- 
nimrat,  so  hat  man  eine  veränderliche 
Zeiteinheit,  also  eine  Differenz  zwischen 
der  gleichmässigcn  Uhrzeit  und  der  un- 
gicichmässigen  — etwa  von  einer  Son- 
nenuhr angegebenen  Sonnenzeit. 

Ausgeglichen  wird  diese  Differenz 
durch  die  mittlere  Sonnenzelt,  d.  h.  die 
Theilung  de.s  tropischen  Jahres  in  so 
viel  mittlere  gleiche  Tage,  als  es  wahre 
Sonnentage  enlhäU.  Ks  entsteht  hier- 
bei allerdings  eine  Differenz  zwischen 
den  bürgerlichen  und  den  wahren,  durch 
den  Stand  der  Sonne  bedingten  Tages- 
zeiten, jedoch  sind  diese  nicht  so  gross, 
um  Störungen  in  den  täglichen  Geschäf- 
ten hervorzubringen  Wohl  zu  merken 
aber  ist,  dass  absolute  Oleichmässigkeit 
der  Zeiteinheit  selbst  hierdurch  nicht 
erreicht  ist,  da  das  tropische  Jahr  ver- 
möge der  Präccssion  selbst  einer  säeu- 
laren  Aenderung  von  freilich  geringer 
Grosse  unterliegt. 

Was  den  zweiten  Umstand,  das  irra- 
tionale Verhältniss  zwischen  Tag  und 
Jahr,  anbetrifft,  so  haben  verschiedene 
Völker  sich  die  Sache  noch  mehr  er- 
schwert, indem  sie  selbst  den  Mond  her- 
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beieogcn « and  dem  bürgerlichen  jAhre 
eine  volle  Ancahl  Mondamlfiufc  und 
Sonnentage  gaben.  Bei  dem  Sonnen« 
Jahre  ist  jedoch  der  Mund  nasser  B « 
tracht  geblieben»  und  das  bürgerliche 
Jahr  mit  einer  vollen  Anzahl  Tage  der« 
an  abgeschlossen,  dass  durch  einen  Tag, 
welcher  von  Zeit  zu  Zeit  eingeschaltet  wird, 
die  Überschiessenden Stundenund  Minuten 
wieder  ausgeglichen  werden.  In  welcher 
Weise  dies  beim  Gregorianischen  Jahre 
geschieht , darüber  vergleiche  den  Arti« 
kcl  : Kalender,  anch  : Zeitrechnung.  Un- 
ser bürgerliches  Jahr  ist  also  eine  un« 
glcichmässige,  jedoch  nur  periodisch  und 
um  einen  Tag  sich  ändernde  Einheit. 

Zeitgleichong  (Astronomie  and  Chro- 
nologie). 

Die  Differenz  zwischen  mittlerer  nnd 
wahrer  Sonnenzeit  Da  die  crstcre  durch 
eine  Rfideruhr,  die  letztere  durch  eine 
Sonnenuhr  angegeben  wird , so  ist  die 
Zcitglcichnng  auch  diejenige  Anzahl  von 
Minuten  und  Secunden,  welche  zn  der 
von  der  Sonnenohr  angegebenen  Zeit 
hinzogezälilt  werden  mnss,  wenn  sie  zum 
Hegiiliren  einer  K&deiuhr  dienen  soll 
Astronomisch  ist  die  Zeitglcichung  zn 
detiniren  als  der  Unterschied  des  Stun« 
dcnwinkels  der  wirklichen  Sonne  von 
dem , welchen  eine  gedachte  mittlere 
Sonne  znrficklegen  würde,  welche  wie 
die  wahre  in  einem  Jahre  ihren  Lauf 
vollendet,  sich  aber  nicht  ungleirhm&ssig 
in  der  Ekliptik,  sondern  glcichmftssig  im 
Acqnator  bewegt. 

Ueber  die  Entwickelung  des  Aus- 
druckes der  Zeitgleichung  siehe  den  Ar- 
tikel : Astronomie  — iheorische.  Die 
Formel  Tür  dieselbe  ist  folgende: 

Ist  X der  Unterschied  zwischen  wahrer 
und  mittlerer  Sonnenzeit  in  Secunden, 
L die  mittlere  Länge  der  mittleren  Sonne, 
so  hat  man: 

x = 79",4sinL+435",8  cos  L 
- 597'M  sin  2L  + 1",6  cos  2L 
-3",4  8in3i-18".8cos  3L 
+13",2sin4L+  . . . 

Zeitrechnang  (Chronologie). 

Man  kann  hierunter  die  Beantwortnng 
aller  die  Zeit  betreffenden  Fragen  ver- 
stehen. Diese  Wissenschaft  zerfällt  so- 
mit in  drei  Thcile,  einen  mathematischen, 
welcher  die  Theorie  der  Sonnen-  und 
Mondbcwegnng . anf  welcher  die  Zeit- 
messung beruht,  gibt,  und  in  Bezng  auf 
den  wir  auf  den  Artikel:  Astronomie 
verweisen,  einen  zweiten,  der  die  prak- 


tisch angewandte  Art  der  Zeitmessaog 
und  Zeiteinheiten  also  die  Jahresbcstiin- 
mung  und  Theilting  der  verschiedenen 
Völker,  die  Anfangspunkte  ihrer  Aeren^ 
auch  die  Bcstimmnng  der  Feste  enthält, 
dieser  Theil,  auch  Calendorographie  ge- 
nannt , soll  hier  namentlich,  so  weit  er 
er  den  bei  ans  gebränchlichcn  Kalender 
betrifft,  mitgetheilt  werden.  Endlich  gibt 
cs  einen  dritten  Theil , welcher  die  Zei- 
ten historischer  Begebenheiten , aosge- 
drückt  in  die  Daten  eines  gegebeoea 
Kalenders,  namentlich  des  jetzt  allgemeia 
gebräochltchcn  finden  lehrt  Die  Hanpt- 
frage  desselben  ist,  eine  in  irgend  einem 
Kalender  gegebene  Zcltbestimroang  anf 
einen  andern  zurückzufOhren.  Da  aber 
nicht  die  Zeit  jeder  BegebeDheit  voll- 
ständig gegeben , sondern  zuweilen  mir 
durch  coincidirende  Begebenheiten , na- 
mentlich auch  Jahreszeiten,  Mondphasen 
und  Finsternisse  angedeotet  ist.  so  kom- 
men hier  mancherlei  astronomische  Be- 
trachtungen und  historische  Combina- 
tionen  in  Betracht,  die  sich  kaum  einem 
bestimmten  System  unterordnen  lassen 
Wir  beginnen  hier  mit  dem  jeUt  ge- 
bräuchlichen Kalender. 

1)  Grundzüge  des  JoUani  sehen 
und  Gregorianischen  Kalen- 
ders. 

Das  von  Jnlius  l'flsar  709  nach  der 
Erbauung  Roms  ciogerührte  reine  Son- 
neiijahr  besteht  aus  Cyclen  von  je  vier 
Jahren,  deren  drei  je  365,  das  vierte 
(Schaltjahr)  aber  366  Tage  hat  In  un- 
serer von  Christi  Geburt  an  gezählten 
Aera  ist  das  vierte  n.  Chr.  das  erste 
Schaltjahr,  so  dass  also  von  den  Jahren 
n.  Chr.  im  Julianischen  Kalender  jedes, 
dess  Zahl  von  der  Form  4m  ist,  ein 
Schaltjahr  sein  wird.  Was  die  Jahre 
vor  Christas  anbetrifft,  denn  am  eine 
einheitliche  Zeitrechnung  zu  haben,  zählt 
man  dieselben  auch  nach  dem  Joliani- 
schon  Kalender  und  nimmt  Christi  Ge- 
burt als  Anfang.«>ponkt,  so  ist  hier  eine 
zw-eifacbe  Art  za  zählen.  Die  astrono- 
mische Zählung  bezeichnet  das  Jahr  der 
Gebart  Christi  mit  0,  das  vorhergehende 
mit  n.  8 w. , so  dass  bei  dieser 

Zäblnng  immer  4n  ein  Schaltjahr  ist , a 
möge  positiv  oder  negativ  sein.  Diese 
Art  der  Zählung,  als  die  einzige  conse- 
qaente,  legen  wir  den  hier  za  gebenden 
Betrachtnngen  zu  Grunde.  Indess  bei 
der  historischen  Zählung  wird  das  Jahr 
der  Gcbnrt  Christi  selbst  mit  —1,  das 
vorhergehende  mit  —2  bezeichnet,  so 
dass,  wenn  — n die  astronomische  Jah- 
reszahl, — historischeist,  und 
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die  Schaltjahre  von  der  Form  --(4n-|-l) 
sioü. 

Jede  der  beiden  Zählungen  läset  sich 
natürlich  sogleich  aof  die  andere  redo* 
ciren. 

Das  Julianischc  Jahr  hat  im  Durch- 
schnitte 365j  = 365,25  Tage.  Wir  wollen 
dies  mit  dem  wahren  tropischen  Jahr 
rerglcichen.  Obgleich  dasselbe  nicht 
ganz  nnrcränderlich  ist,  so  ändert  es 
sich  doch  in  einem  Jahrhundert  um  keine 
volle  Secundc  (jetzt  im  Abnehmen). 
Man  kann  cs  daher  als  fest  betrachten. 
Das  tropische  Jahr  hat  nnn  365,242255 
Tage  = 365  Tage  5 Standen  48  Minu- 
ten 51  Secunden.  Das  Julianischc  Jahr 
ist  also  gegen  das  wahre  um  11  Minn- 
teo  9 Secunden  zu  gross,  ein  Fehler, 
der  alle  129,2  Jahre  schon  einen  Tag 
beträgt.  Die  Festtage,  Mondwcchsel- 
bcrechnung  u.  dergl.  sind  nach  diesem 
Kalender  auf  dem  Nicäischen  Concil 
328  n.  Chr.  geordnet  worden  Von  die- 
ser Zeit  an,  bis  zur  Gregorischen  Kalen- 
der-Reformation 1582  n.  Cbr.  war  also 
1267 

bereits  ein  Fehler  von  Tagen 

1 aO 

oogeflhr  entstanden,  und  diesen  glich 
Gregor  derart  ans,  dass  er  im  gedachten 
Jahre  auf  den  4.  October  den  15.  fallen 
lieis:  Um  aber  für  die  Folge  einen 

ähnlichen  Uebelstand  zn  vermeiden,  sollte 
in  allen  vollen  Jahrhunderten  (deren 
Jahreszahlen  mit  zwei  Nullen  endigen) 
der  Schalttag  ausfallen , ausgenommen 
diejenigen,  deren  Zahl,  abgesehen  von 
den  beiden  Nullen,  durch  4 theilbar  ist. 
Es  entstehen  also  Cyclcn  von  400  Jah- 
ren mit  3*  24t  25  = 97  Schalttagen, 
während  ein  solcher  Cyclus  im  Juliani- 
sehen  Kalender  100  Schalttage  hat.  Ks 
ist  also  das  mittlere  Gregor’sohe  Jahr 

4ÖÖ~  Tage  kürzer  als  das 

Julianiscbe,  und  hat  somit  365,2425  Tage, 
ist  also  in  der  Thal  noch  um  0,000245 
Tage  an  lang.  Dies  beträgt  einen  Tag 
1 

in  000^45  “ J*hrcn.  Bleibt  in 

den  Jahren  4000  , 8000  u.  s.  w.  der 
Schalttag  wieder  weg,  so.  ist  auch  dieser 
Fehler  fast  ganz  ausgeglichen. 

2)  Mondphasen. 

Unter  Mondphase  kann  die  Zeit  vom 
letzten  Nenmonde  bis  zu  einem  gege- 
benen Zeitpunkte  verstanden  werden. 
Die  Haoptphasen  sind  dann,  ausser  dem 
Neumond  selbst,  der  mit  0 zu  bezeich- 
nen ist,  der  Vollmond,  das  erste  nnd 


das  letzte  Viertel.  Zur  genauen  Be- 
stimmung der  Phasen  ist  astronomische 
Hechnung  nüthig,  da  der  Umlauf  des 
Mondes  sehr  ungleichroässig  ist , und 
ausser  den  periodischen  auch  einer  sä- 
cularen  Aenderung  unterliegt.  Sehen 
wir  von  der  letzteren  als  sehr  unbedeu- 
tend hier  ganz  ab,  so  kann  man  einen 
mittleren  Mondumlauf,  den  man  sich 
gleichniässig  denkt,  einfuhren,  am  we- 
nigstens die  vollen  Tage  der  verschie- 
denen Phasen  zn  ermitteln.  Dies  ist 
schon  aus  dem  Grunde  nöibig,  weil  von 
dem  mittleren  Mondumlauf  unter  andern 
die  beweglichen  Feste  der  christlichen 
Kirche  abbängen.  Bis  zur  Kalender- 
reformation war  bei  dieser  Bestimmung 
das  Julianische  Jahr  als  richtig  ange- 
nommen worden , und  obgleich  diese 
Annahme  machte,  dass  die  berechneten 
Mondphasen  mit  den  wirklichen  nicht 
Ubereinsünunten,  ist  diese  Annahme  zu- 
nächst hier  beizubehalten , um  das  Ju- 
lianische  Osterfest  zu  ermitteln.  Behuis 
der  wirklichen  annähernden  Bestimmung 
der  Mondphasen  im  Julianischen  Kalen- 
der soll  dann  nachher  die  nÖthige  Cor- 
rection  gegeben  werden. 

Die  mittlere  Dauer  des  Mondumlaufes 
beträgt  29  Tage  12  Stunden  44  Minuten 
3 Secunden,  also  etwa  294  ^^4 

man  kann  daher,  wenn  es  nnr  auf  volle 
Tage  ankommt,  den  Mondumläufen  ab- 
wechselnd 29  und  30  Tage  geben,  wie 
CB  auch  in  denjenigen  Kalendern,  welche 
die  Monate  mit  den  Mondnmläufen  zn- 
sanitnonfultcn  lassen,  geschieht.  Ein 
Schalttag  gleicht  dann  von  Zeit  zn  Zeit 
die  Differenz  ans. 

Zwölf  wahre  Mondumläufe  umfassen 
hiernach  einen  Zeitranm  von  354  Tagen 
8 Stunden  48  ‘Minuten  36  Seennden,  bei 
der  eben  gegebenen  angenäberten  Be- 
stimmung dagegen  354  Tage.  Es 
schiessen  also  im  mittleren  Julianischen 
Jahre  von  365  Tagen  6 Standen  noch 
10  Tage  21  Stunden  11  Minuten  24  Se- 
ennden gegen  die  zwölf  wahren  Voll- 
monde über,  um  soviel  Zeit  fallen  also 
in  jedem  Jahre  die  Vollmonde  früher 
als  im  vorhergehenden.  Im  nächsten 
Jahre  ist  diese  Zahl  zu  verdoppeln  , im 
lulgonden  zn  verdreifachen  u.  s.  w.  und 
üaboi,  wenn  es  mOglich  ist,  die  Dauer 
eines  vollen  Monats,  29  Tage  12  Stun- 
den 44  Minuten  3 Seeundeu  abzuziehen, 
nro  die  Unterschiede  in  den  Vollmonds- 
dateo  zn  ermitteln.  Diese  Heste  heissen 
wahre  Epakten.  Dieselben  sind  bezüg- 
lich in  1,  2 . . . Jahren: 
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Jahr 

1 10  Tage 

2 21 

3 3 

4 14  0 

ö 24  21 

fi  6 5 

7 17  2 

8 28  0 

9 9 8 

10  20  5 

11  1 14 

12  12  11 

13  23  8 

14  4 16 

15  15  1 

16  26  11 

17  7 19 

18  18  17 

19  0 1 


24  Sccumlrn 
48 
9 

1 33 

1 57 

40  18 

51  42 

3 6 

30  27 

41  51 

9 12 

20  36 

3 20 

59  21 

30  45 

22  9 

49  30 

0 54 

27  15 


Wahre  Epakte 
21  Siunilcn  11  Minuten 
18  22 

2 50 


Nach  Verlauf  von  19  Jahren  wird  die  Kpakte  also  nur  etwa  1^  Stunden  be- 
tragen, die  Mondphasen  also  werden  auf  dieselben  Monatstage  wie  19  Jahre  inror 
fallen.  Ua  es  nur  auf  die  vollen  Tage  ankommt,  betrachtet  man  die  Zahl  11 
und  die  Reste  ihrer  Vielfachen  nach  30  als  abgekürzte  Kpakte,  und  lässt  nai-fa 
19  Jahren  dieselbe  von  vorn  anfaugen.  Man  hat  also  einen  CtcIus  von  19  Jah- 
ren für  den  Mondzirkel,  in  welchem  die  Epakten  sind : 


Jahre 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

Epakte 

11 

22 

3 

14 

25 

6 

17 

28 

9 

20 

Jahre 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

Epakte 

1 

12 

23 

4 

15 

26 

7 

18 

29 

Man  sieht  durch  Vergleiche,  dass  diese 
Zahlen  gute  Annäherungen  an  die  wah- 
ren Epakten  bieten.  Der  Mondzirkel 
von  19  Jahren  liegt,  wie  hier  schon  be- 
merkt werden  mag . auch  dem  Monden- 
jahre  zu  Grunde.  Immer  wenn  sich  die 
11  Überschiessenden  Tage  jedes  Jahres 
zn  mehr  als  30  vereinen,  sind  dem  Jahre 
18  statt  12  Monate  zu  geben,  cs  siml 
also  in  dem  Mondzirkel  die  Jahre  3,  6, 
9,  11,  14,  17,  19  Schaltjahre  zu  13  Mo- 
naten, die  Periode  enthalt  deren  also  7 
zu  383  oder  384  Tagen,  während  das 
Gemeinjahr  354  Tage  und  12  Monate 
hat.  Kehren  wir  jedoch  znm  Juliani- 

srhen Jahre  zurück. 

Um  die  Tage  sämmtlieher  Mondphasen 
eines  bestimmten  Jahres  zn  kennen, 
braucht  man  nur  eine,  etwa  einen  Voll- 
mond. zu  kennen,  und  w'ir  wählen  hierzu 
denjenigen,  welcher  auf  das  Krühlings- 
äqninoctium  (21.  März)  folgt,  den  soge- 


nannten Ustcrvollmond.  Zu  dem  Ende 
bemerken  wir,  dass  derselbe  im  Jahre 
323  n Cbr.  auf  den  5.  April , also  1,5 
Tage  nach  dem  21.  März  fiel.  Soll  nun 
der  Ostervollmond  des  n ten  auf  323 
folgenden  Jahres  gefunden  werden,  d.  h. 
wieviel  Tage  derselbe  nach  dem  21.  März 
fällt,  so  ist  offenbar  die  Epakte  von  a 
von  15  abzuzichen,  W'cnn  diese  Zahl  aber 
negativ  wird,  so  ist  die  Dauer  eines  Mo- 
nats, also  30  hinzuzuzählen. 

Bezeichnen  wir  mit  A , den  Rest 
mod  n 

der  Zahl  A nach  « genommen  so  ist 
die  Epakte  von  h offenbar  gleich 
wenn  n kleiner  als  19  ist; 

ist  n aber  grosser  als  19,  so  muss  hierin 
statt  n der  Rest  von  n nach  19,  also 
Af  = "„,0,]  J9  genommen  werden.  Der 
Ostervollmond  ist  dann  (1.5  — 11  gQ 

Tage  nach  dem  21  März,  oder  da  ein 
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Vielfaches  von  30  tUeeo  Rcstbestimmung 
nicht  ändert: 

(15  + 30  30 

= (15  + 195)„„j30 

nach  besagtem  Datum. 

Uebrigens  kann  man  statt  n die  Jah- 
reszahl selbst  nehmen,  da.  wenn  dieselbe 
Kifich  S ist,  N = (S- 323)^^^^!  jg  nber 

323  durch  19  theilbar  ist.  Die  Redi- 
nung  ist  also  folgende.  Sei  ,S  die  Jah- 
rcszuhl.  Man  bereclinc: 

*mod  19  = ^’ 

(15+19  30  = d, 

nnd  der  Jnlianische  Ostervollmond  fällt 
dann  auf  den  21  + Wtcn  März,  oder  wenn 
d grösser  als  10  ist,  auf  den  lOten 
April. 

Man  könnte,  falls  diese  Rechnung  den 
wahren  Vollmond  ergäbe,  auch  die  Zahl 
S selbst  negativ  (für  astronomische  Jahre) 
nehmen,  cs  ist  dann  für  N immer  der 
kleinste  positive  Rest  nach  19  zu 
nehmen. 

Beis  piel. 


der  entsteht,  wenn  man  den  Ueberschuss 
der  Jahreszahl  über  325,  von  welchem 
Jahre  die  Bestimmungen  dntiren,  durcli 
312^  dividirt.  Statt  der  Zahl  325  neh- 
men wir  die  runde  Zahl  300,  was  nur 
einen  Unterschied  macht,  der  keinen 
vollen  Tag  beträgt,  und  ändern  die 
Kpnkie  nur  im  vollen  Jahrhundert,  was 
auch  gestattet  ist.  da  in  100  Jahren  <He 
Mondphasen  noch  nicht  um  ^ Tag  vor- 
treten. Ist  dann  //  die  Anzahl  der  in 
der  Jahreszahl  enthaltenen  vollen  Jahr- 
hunderte, so  ist  3 mit  der  Aendening 

eines  Jahrhunderu  ^ muhi- 

plicirt,  aber  der  Bruch  zu  vernachlässi- 
gen , cs  ist  also  nach  der  obigen  Be- 
zeichnung die  Zahl 

\ 25 

15+19 jV  abzuziehen.  Nun  ist: 

so  dass  man  hat: 

S 


'’mod  19 
16+19(V-(84ti) 


mod  so 


szH. 


Im  Jahre  des  Concils  325  ist: 


iV  = 2,  tf  = 23. 


der  Ostervollmond  also  fiel  auf  den 
23  — 10=13icn  April. 

Wir  wollen  jetzt  aus  dem  kircbHchcn 
Vollmond  des  Julianischcn  Jahres  den 
Angenähert  wahren  Vollmond  der  Julia- 
nischen Jahre  bestimmen 

Der  Qrund.  warum  dieselben  mit  den 
eben  berechneten  nicht  übcreinstJmmcn, 
ist  der,  dass  nach  19  Jahren  der  Voll- 
mond nicht  auf  dieselbe  Stunde  fällt, 
sondern  1 Stunde  27  Minuten  15  Se- 
cunden  später,  als  19  Jahr  zuvor,  und 
in  etwa  16^  Mondzirkeln  oder  in  $12j 
Jahren  wird  sich  diese  Zahl  bereits  za 
einem  Tage  vermehrt  haben,  wo  dann 
die  Epakte  ura  1 grösser  wird.  Da  wir 
dio  Epakte  des  mit  1 bczeichneten  Jah- 
res mit  11  bezeichnet  haben,  so  ist  sie 
also  3124  später  gleich  12.  wie- 

der nach  3124  Jahren  gleich  23  u.  s w. 
Um  die  Vollmondsfonnet  zu  verbessern, 


wollen  wir  jetzt  unter 


die  grösste 


in  dem  Quotienten  enthaltene  ganze 
b 

Zahl  verstehen.  Von  der  Zahl: 

‘'  = (15  + 19 'VUd  30 
ist  mm  derjenige  Quotient  abiosiehen, 


Beispiel. 

Im  Jahre  der  Kirchenverbesscrung 
1582  ergab  die  Julianische  Regel  für 
den  Oslervollmond : 

A = 5,  <fr20. 

also  den  10  April.  In  der  That  abet 
war: 


also : 

rf  = 17, 

und  dieser  V^^llmond  fiel  auf  den  7.  April. 

Wir  wollen  jetzt  den  Ostervollmond 
auch  Air  das  Gregorianische  Jahr  be- 
rechnen. 

Jn  demselben  nimmt  die  Zahl  gegen 
den  angenommenen  Vollmond  des  Ju- 
lianischcn  Jahres  folgende  vier  Aende- 
ruugen  au : 

1)  wegen  der  10  im  Jahre  1582  aus- 
gefallenen Tage  fällt  jeder  Vollmond 
10  Kalendertage  später, 

2)  die  säcnlare  Acndernng  liess  den- 
selben , wie  das  eben  gegebene  Beispiel 
zeigt,  statt  auf  den  lOten  auf  den  7tcn 
April,  also  3 Tage  früher  fallen,  wregen 
beider  Aeiidcrungen  ist  also  za  dem 
Werthe  von  d 7 zuznzählen, 

3j  kommt  die  säcnlare  Aondernog  für 
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die  OregorianiBchen  Jahre  hiniu,  derzufolge  in  jedem  rollen  Jaiirhnnderte  rom 
IGten  an,  die  rturoh  4 iheilbarcn  ansgenommen,  der  Vollmond  nm  einen  Tag 
früher  Hlllt;  die  inauzählendc  Zahl  ist  also,  wenn  H die  Anzahl  der  vcrfloaaencn 
Jahrbnnderte  ist: 

4)  ftlllt  weg  die  in  der  Anzahl  der  vollen  Jahrhunderte  mit  ^5  mnltiplicirt 
enthaltene  grösste  ganze  Zahl,  ganz  wie  oben.  Jedoch  muss,  da  die  Aendcrung 
zuerst  im  ISten  Jahrhundert,  also  von  1500  ab,  stnttflnder,  daselbst  /f-3 

durch  H — 14  ersetzt  werden,  so  dass 

letzten  Aendorungen  geben : 

Nun  ist: 

(-r')  = (!)-*■  = 

E»  geben 'nun  alle  vier  Acndci  angen  ; 

15+19  A+7  + M-lG-(^)+4-(L"+i^^+5, 

al«o : 

15+19A  + //-('~)  - 1 uA  = '*- 

/ \ 4 / \ 25  /mod  30 

Alle  drei  VoUmondsrcgcln  lassen  sich  vereinigen  in  den  Formeln: 

*modl9  = ^’  ^^+^®^"'‘fmod80  = ‘'’ 


14)\ 


I tu  subtrahiren  ist«  Die  beiden 


und: 

v=o 

für  den  Jnlianischen  Kirchcnrollmond, 


lur  den  wirklichen  Vollmond  der  Jnlia- 
nischen Jahre, 


für  den  Oregorischen  Vollmond. 


Ans  dem  Ostervollmondc  eines  Jahres 
lassen  sich  alle  übrigen  Vollmonde  des- 
selben Jahres  durch  Zuzühlen  oder  Ab- 
n ■ 59 

ziehen  von  « • 29^  oder  — - — Tagen  fin- 

O 


den,  der  Neumond  ist  dann  15  Tage 
später  zn  nehmen. 

Offenbar  kann  man  in  dieser  Rech- 
nung gegen  die  astronomische  Bestim- 
mung Fehler  von  einem  und  selbst  zwei 
Tagen  machen. 

Um  die  Kegel  für  (astronomische) 
Jahre  vor  Christus  anznwenden,  ist  S 
negativ  zn  nehmen,  es  kann  aber  ein 
Vielfaches  von  19  zugezählt  werden,  da- 
mit der  Rest  positiv  sei. 


Beispiel. 

Uas  Jahr  von  Casars  Tode  44  v.  Chr. 
ist  nach  astronomischer  Zeit  =—43; 
zählen  wir  3 ■ 19  = 57  hinzu  , so  w ird 
A = 14.  Da  es  im  — 1 ten  Jabrhnnilerte 
liegt,  so  ist  //=—!,  und  da  wir  Julia- 
nischo  Jahre  haben : 


Es  ist  nämlich  im  algebraischen  Sinne: 


J = (15+19.14+2)„„j30  = 12. 

80  dass  der  Vollmond  auf  den  3.  April 
fiel.  Der  ii&chst  vorhergehende  Neu 
mond  war  15  Tage  früher,  also  am 
19.  M&rt.  Die  Nacht  vor  C&aart  Er- 
mordung (15  Märt)  hat  also  eine  Mond- 
phase xwisehen  leutem  Viertel  und  Neo- 
mond. 

3)  Die  bowoglichcn  Feste. 

Die  Feste  der  christlichen  Kirche  fal- 
len theilweise  auf  bestimmte  Kalender- 
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uge,  diese  sind:  Neujahr  1 Januar,  \Veib> 
nachten  25  Dcxcniber;  theilweise  erge- 
ben sie  sich  nach  dem  Osterfeste:  Char- 
freilag  fällt  2 Tage  vor , Pfingsten  7 
Wochen  nach  Ostern. 

Für  das  Osterfest  selbst  stellt  das  Ni- 
eäische  Coucil  die  Regel  auf,  dass  der 
Ostersonntag  unmittelbar  auf  denjenigen 
Vollmond  folgen  solle,  der  nach  der 
FrOhlingsnachtgleiche  folgt,  wobei  für 
diese  Nachtgleiche  der  21-  Mars  ange- 
nommen, der  Osterrollmond  durch  die 
obige  Durchschnittsrechnung  ermittelt 
wird.  Fallt  der  Vollmond  hierbei  selbst 
auf  einen  Sonntag,  so  ist  natürlich  der 
nächste  su  nehmen.  Man  glaubte  mit 
Unrecht,  auf  diese  Weise  ein  Zusammen- 
fällen des  Osterfestes  mit  dem  jüdischen 
Passah  zu  vermeiden. 

Es  lässt  sich  hiernach  das  Osterfest 
nach  beiden  Kalendern  bercebnen,  indem 
man  für  den  Jnlianiscben  Kalender : 


W-IG- 

in  dem  Ausdrucke; 

■'-(1 

) + (T)  + 12-"mod7 

entspricht  also  der  0 ein  Freitag,  der  1 
ein  Sonnabend  u.  s.  w.  Damit  wie  oben 
dem  Werthe  0 ein  Montag  entspreche, 
ist  3 abzuziehen.  Dadurch  erhalten  wir 
folgende  Regel  für  beide  Kalender. 

Man  untersucht  den  Ausdruck: 

*’+(l)+“n,o.ir 

wo  im  Julinnischen  Kalender: 

0 = 0, 

im  Grcgorischen  : 

o = (")  + 9-// 


Q=0, 

für  den  Gregorianischen  - 


setzt. 

Bemerken  wir  nun,  dass  der  früheste 
Ostertermin  der  22.  März  ist,  wenn  näm- 
lich der  Vollmond  auf  den  21.  März 
und  einen  Sonnabend  fällt,  und  berech- 
nen wir  den  Wochentag  des  21.  März 
für  beide  Kalender.  Im  Jahre  von 
Christi  Geburt  Null  war  dieser  Tag  ein 
Montag,  im  Jahre  5 würde  er  .S' Wochen- 
tage später  fallen,  wenn  wir  es  nur  mit 
Oemeinjahren  zu  thun  hätten , und  we- 
gen der  Schaltjahre  noch  ("j)  Togo 


ist,  und  je  nachdem  dieser  Ausdruck  den 
Werth  0,  1,  2 . . . hat,  ist  der  22  März 
ein  Montag,  Dienstag  u.  s.  w.  Da  der 
21-)-rfie  März  der  Vollmondstag  war, 
so  kann  der  Ostertag  auf  den  22  + <ftcn 
März  frühestens  fallen,  und  auch  dieser 
Tag  ist  ein  Montag  u.  s.  w.,  wenn: 

*+(T)  + <’  + ''n>od7  = ° 

u.  a.  w.  ist.  Es  ^Ilt  dann  Ostern  6 
Tage  später,  wenn  der  Kest  1 ist  5 Tage 
u.  8.  w. , wenn  er  6 ist,  also  0 Tage 
später,  d.  h.  auf  diesen  Tag  selbst.  Setzt 
man  also : 


später.  Da  die  Woche  aber  einen  Zir- 
kel von  7 Tagen  bildet,  so  ist  der 

Best  von  S+(^)  ^ zn  nehmen. 

Je  nachdem  nämlich  die  Zahl; 


S+ 


mod  7 


gleich  0,  1,  2,  3.  4,  5,  6 ist,  wird  der 
22.  März  ein  Montag,  Dienstag  u.  s.  w. 
sein,  so  dass  6 dem  Sonntag  entspricht. 
Was  den  Qrcgorischcn  Kalender  .anbe- 
trifft,  so  rückt  im  Jahre  1582  der  Wochen- 
tag des  22.  März  nm  10  Tage,  also 
nach  Abzug  einer  Woche  nm  3 Wochen- 
tage zurück,  ganz  als  wenn  im  Jahre 
Null  der  22.  März  ein  Freitag  gewesen 
wäre.  Wegen  der  ausfallenden  Schalt- 
tage aber  ist  von  S-f  (I)  abzaziehen : 


so  wird  der  Ostersonntag  immer  der 
22-f-J-f-ete  März,  oder  wenn  diese  Zahl 
grösser  als  31  ist,  der  </+e  — 9te  April 
sein. 

Für  den  Julianischen  Kalender  ist  diese 
Kegel  immer  richtig,  für  den  Gregori- 
sehen  aber  tritt  vermöge  einer  cigen- 
thUmlichcn  Bestimmung  noch  eine  Ans- 
nahmc  ein.  Da  = ^ y/nr,  so 

kann  IS  jede  Zahl  von  0 bis  18  sein, 
der  Werth  von  d im  Julianischen  Ka- 
lender 15-f-19S^^jgQgibt  für  alle  diese 

Werthe  von  S: 

15,  4,  23,  12,  1,  20,  9,  28,  17,  G,  25, 
14,  3,  22,  11,  0,  19,  8, 
so  dass  der  grösste  Werth  28  ist,  also 
dass  der  späteste  Ostervollmond  auf  den 
18.  April  fällt,  Ostern  selbst  spätestens 
am  25.  April  eintreten  muss.  Die  Gre- 
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goritrhcn  Oätern  könnten  dtgegen,  da  d 
jede  Zahl  bis  29  sein  kann,  auch  auf 
den  26.  April  fallen,  indess  war  ein- 
mal der  25.  April  als  letzter  Ostertermin 
angenommen.  Die  Gregorische  Kalcn- 
derverhesserung  bestimmte  daher,  dass 
zunächst,  wenn  dieser  Fall  sich  ereignete, 
also  der  Vollmond  auf  den  19.  April 
und  einen  Sonntag  fiele,  der  vorherge- 
hende Tag,  der  18.  April,  als  Vollmonds- 
tag  betrachtet,  und  somit  Ostern  auf 
den  19.  April  fallen  solle,  also  7 Tage 
früher,  als  unsere  licchnung  ergibt.  Tritt 
dies  indess  in  irgend  einem  Jahrhun- 
dert ein,  so  kann  ein  anderer  Vollmond 
wirklich  auf  den  18.  April  fallen,  und 
um  dies  zu  vermeiden,  wurde  bestimmt, 
dass  der  Vollmond  dann  für  den  17.  April 
gedacht  w'crde.  Einen  Einfluss  hat  dies 
nur.  wenn  der  18te  ein  Sonntag  ist, 
Ostern  würde  dann  auf  den  25.  April 
fallen;  durch  diese  Verbesserung  aber 
fällt  es  auf  den  IS  ten,  also  ebenfalls  7 
Tage  früher.  Um  diese  Acmlcrung  der 
Ucchnung  zu  unterwerfen , stellen  wir 
sie  folgendcrmaassen  dar. 

In  denjenigen  Juhrhuoderten , w'o  d 
einmal  wenigstens  gleich  29  wird,  soll 
Ostern  immer  7 Tage  früher  fallen,  als 
unsere  Formel  angibt,  wenn  d gleich  2H 
oder  29  und  zugleich  der  21  + Jtc  März 
ein  Sonntag  ist.  Letzteres  aber  ist  der 
Fall,  wenn  : 

*+(T)  + ‘’  + ‘'mod7  = 6 

ist. 

Es  fragt  sich  zunächst,  in  welchen 
Jahrhunderten  diese  Ausnahme  stattfln- 
deii  kann.  Wir  hatten: 

d=15  + e+19A'^„jgO. 

N konnte  jeden  Werth  von  0 bis  18 
haben,  cs  muss  also,  falls  diese  Aus- 
nahme sich  ereignen  kann , für  einen 
dieser  Werthe : 

15+e+19A'^^^j3Q=29 

sein,  also: 

19.V-30i:=14-e, 

wo  X eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Die  Oleichnng 

19iV-30*  = -l 

gibt  (vergleiche  den  Artikel:  Unbestimmte 
Aufgaben): 

JV  = n,  1 = 7 • 
also  unsere  Oleichnng; 

A=H(e— 14)+30n, 


wo  n eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  Da 
es  aber  nnr  auf  den  Rest  nach  90  an- 
konimt,  kann  man  setzen  : 

iV=ll(e-14)^^gO=n,+26„^3^ 

Nun  ist  A höchstens  18,  es  wird  also 
29 — A'  zwischen  11  und  29  (inclusive] 
liegen.  Aber: 

29-JV  = 29-Ut.-26„„d30- 

^ ^ ’mod  80  = 90‘ 

Die  Bedingung,  dass  in  einem  Jahrhun- 
dert die  Ausnahme  eintreten  kann , ist 
also  die,  dass  der  Ausdmrk; 


J = (3-H9,,)„^j30 

zwischen  11  und  29,  also  8-)-i/  awiseben 
19  und  37  liegt.  In  diesem  Falle,  und 

nnr  in  diesem,  ist  aber  = 1 sonst 


= Ü.  Der  erste  Fall  zeigt,  dass  in  einem 
gegebenen  Jahrhunderte  (wo  it  dureh  f 
und  (I  durch  //  bestimmt  ist),  die  Aus- 
nahme eintreten  kann,  der  zweite,  dass 
es  nicht  geschieht. 


Beispiel. 

Im  laufenden  Jahrhundert  ist: 

.=(8+152)„,.jj„=W, 


Die  Ausnahme  findet  nicht  statt. 

Für  H=19  ist: 

P = 9.  J = 24,  (g)  = l, 

sie  wird  also  im  kommenden  Jahrhun- 
dert eintreten. 

Suchen  wir  nnn  die  Jahre,  in  welchen 
dir  Ausnahme  in  der  That  stattfindet. 
Für  dieselben  ist  d=28  oder  29  , also 

(|)  = 1,  sonst  Ut(^  = 0.  Da  .ich 

nun  beide  Bedingungen  vereinigen  m&f- 

sen,  so  ist  die  Bedingung 

für  die  Ausnahme  nothwendig.  Es  triu 
aber  die  Bedingung  hinan,  dass  der 
Vollmondstag,  der  21-f-dte  Mära,  ein 
Sonntag,  also  der  22-|-dte  ein  Montsig, 
d.  h.!  - 


S+(4)  + «+rf^od7  = ® 
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•ei;  in  diesem  Falle  ist  er 6.  — Die 
Ausnahme  nimmt  nun  folgende  Ge- 
stalt an  ; 

Wenn  gleichseitig  e = 6 und: 


also; 


« = G 


S — t 
4 ’ 


4 4 mod  7' 


ist,  so  ist  der  Ostersonntag  nicht  der 
22-f-</+ete,  sondern  der  22+d+e—7  tc 
MArs. 

Wir  wollen  jedoch  die  Formel  so  An- 
dern , dass  die  Zahl  22-j-if  -f  e immer 
richtig  hieibt. 

Zu  dem  Ende  fQgen  wir  so  dem  Wer- 

tho  von  e noch  die  Zahl 

hinsn.  e bleibt  dann  ungeändert,  wenn 
das  Product  Null  ist.  nnd  nimmt  um  I 
zn , wenn  es  gleich  Eins  ist.  Ist  aber 
der  frühere  Werth  von  e; 


Noch  kann  ein  Vielfaches  von  7.  also: 

7S-7*“-^.f7d 
zngcsAhlt  werden,  und  man  erhalt: 
er6-h4S-h24-HW„„^7. 

auch  kann  man  statt  S seinen  Rest  nach 
7,  also  r,  wenn; 

c = Ä , « 
mod  7 


gleich  6,  80  wird  der  jetzige  Werth 
von  e: 

= '^mod  7 ~ 

und  dies  tritt  ein , wenn  die  Ausnahme 
statt  findet. 

Nimmt  man  nun  den ; 

als  Ostertermin,  so  ist  allen  Fallen  Rück- 
sicht gewidmet,  nkmlich  eine  Aenderung 
findet  gar  nicht  statt,  wenn  das  letstc 
Glied  0 ist.  Ist  es  gleich  1,  aber  nicht 
zngleich  e gleich  0 oder  der  alte  Werth 
von  e = 6,  so  wird  einerseits  e um  Eins 
vermehrt,  andererseits  der  Ostertag  um 
Eins  snrUckgerückt,  nnr  wenn  gleichzei- 
tig e = 0 (d.  h.  der  alte  Werth  von  e = 6) 
ist,  wird  e um  6 vermindert  und  der 
Ostertag  tritt  noch  um  Eins  zurück , so 
dass  in  der  That  derselbe  eine  Woche 
früher  genommen  wird,  wie  dies  sein 
muss. 

Wir  wollen  nun  die  entwickelten  For- 
meln noch  etwas  vereinfachen. 

Es  war  für  die  Julianischen  Ostern; 

s = 6-S 

wozu  lür  die  Gregorischen  noch : 

— (Ä)(“^) 

tritt.  Setzen  wir  nun  ; 

^ “ *mod  4’ 

so  ist; 


ist,  nehmen.  Zu  der  so  gefundenen 
Zahl  tritt  im  Gregorischen  Kalender 
noch: 

AB^a, 

wenn: 


ist,  hinzu.  Noch  war: 
also; 

e = Aß+ib+ie+6d+H 


ist,  nnd  wenn  man: 
zBzablt; 

e = A«  -f.  4+24  +4c+G<f+6>'+2;J^„j  7, 
wo : 

^ “ ^^mod  7 
ist. 

Wir  geben  jetzt  die  Formeln  für  den 
Ostersonntag  und  den  Ostcrvollmond 
nach  beiden  Kalendern  in  übersichtlicher 
Form , indem  wir  statt  der  Zahl  N jetzt 
a setzen  wollen. 
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I.  JnlianiHche  Oitern. 

■S  ist  die  Jahreszahl.  < 

“ = *niodl9’  * = *’mod4’  ‘'  = *niod7'  30’ 

e = G + 2i4-4e+Gd^^j7, 

Oste  rv  oll  m o nd  (nach  dem  Kalender): 

21+dte  Marz  oder  d — 10  te  April, 

Ostersonntag: 

22  + rf+etc  März  oder  </  + e — 9te  April. 

Ffir  den  wahren  Vollmond,  der  anf  die  Frühlingsnaehtgleiche  folgt,  setze  noch 
die  Aozuhl  der  verflossenen  Jahrhnnderte  gleich  II  and  nehme: 

den  Vollmond  aber  wie  oben. 

II.  Gregorifche  Ostern.  ^ 

Setze  wieder  S ffir  die  Jahreszahl,  //  Tür  die  darin  enthaltenen  vollen  Jabr> 
hunderte. 

A)  Säeulare  Grossen: 

B)  Jährliche  Grossen: 

" = ®modl9’  * = *mod4’  ®="^mod7’  30’ 

^ = (4)'  « = l+2/*+6y+2i  + 4c+G«<+ 

0 stervollm  ond : 

21-|-<fto  März  oder  d — lOte  April. 

Ostersonntag: 

22  + d+e  — ABte  März  oder  d+e — AB — 9 te  April. 

Das  Glied  AB  kommt  nur  in  den  Jahrhunderten  in  Betracht,  wo  A=1  ist, 
and  nur  dann,  wenn  B = l,  d.  h.  d=28  oder  29,  und  wenn  e = 0 ist. 

Diese  Formeln  geben  fOrs  IGte  Jahrhundert; 

H = 15,  e = 7,  /}=3,  y=l,  <r=16,  A = l. 

Wenn  man  die  Rechnung  auch  fflr  die  anderen  Jahrhnnderte  macht,  kommt: 
IGt'es  Jahrhundert: 

‘'=‘^+19“mod30’  * = 2 + 24+4c+6d+Bjjj^j^, 

17tes  Jahrhundert: 

d=22  + 19ajjj|jjgQ,  « = 2+24+4c+6d+B|jj^^^ 

IStes  JabrhuDdert: 

«<  = 23+19  »njod  30’ 

19tes  Jahrhundert; 

‘'=23+19“mod30’  ‘=*+^'>+^+^moir 

20tes  Jahrhundert: 

d=24+19«^„jg0.  e = 6+24+4c+6d+B^^7. 

Die  Formeln  fOr  a,  4,  c.  B sind  in  allen  Jahrhunderten  dieselben. 
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«=0=6+2i+4c+6rf+l^^,^. 

Da  rf  durch  7 theilbar  ist,  so  erhält 
man : 

0=6  + 2i+4c^,„. 


d.  h.: 


Wir  haben  bereite  oben  die  Bcdiiimmg 
abgeleitet,  unter  welcher  in  einem  Jahr- 
hunderte .4  = 1 ist,  also  die  Ausnahme 
eintreten  kann.  Es  war  die,  dass  der 
Rest  von  3-1- 19p  nach  Modul  30  fflr 
dies  Jahrhundert  iwischen  11  und  29 
AUt. 

Beantworten  wir  noch  die  Frage, 
a priori  die  Jahre  eines  solchen  Jahr- 
hunderts SU  finden,  wo  diese  Ausnahme 
wirklich  eintriti,  d.  b.  wo  d = 28  oder 
29,  e = 0 ist.  Da  die  Bechnung  immer  _ 
dieselbe  ist,  wollen  wir  uns  hierbei  aufs  mod  7“  ^^^’^^mod  7“^^"^^mod  7’ 
20.  Jahrhundert  beschränken.  Es  war  * 

fUr  dasselbe : 


'=2i+4c^od7’ 


also  die  aweite  Bedingung.  Was  die 
Werthe  von  6 und  c anbetrifft,  so  ist: 


‘'-®*+19‘’mod30, 

also  im  Falle  der  Ausnahme: 

281 


i}  = 24+19“mod30> 


oder: 


t]- 


19o. 


mod  30' 


Von  den  awei  Werthen  ist  der  obere 
immer  auf  den  Fall  bezogen,  wo  der 
Ostersonntag  auf  den  18  ten,  der  untere, 
wo  er  auf  den  19  ten  April  fällt.  Diese 
Gleichung  ist  gleichbedeutend  mit: 


19  a 


-30.  = g. 


Die  Auflösung  ergibt  sich  leicht  (ver- 
gleiche den  Artikel:  Unbestimmte  Auf- 
gaben): 


— 44-f30y 
56-1-30»’ 


oder  wenn  man  y = z-|-2  setzt: 

116-1- 30s 
“-i  5-1-30S- 

Da  aber  a kleiner  als  19  sein  muss,  so 
entspricht  jedem  Falle  nur  ein  Werth 
von  a,  nämlich: 

a = 16  ffir  den  18  ten, 
a=  5 ffir  den  19 ten  April, 

wegen : 

**  ~ ^mod  19 

muss  also  die  entsprechende  Jahreszahl 
von  der  Form : 


und  dieser  Werth  kann  in  der  vorletzten 
Gleichung  den  Rest  c ersetzen,  da  der 
Modul  7 in  beiden  Gleichungen  derselbe 
ist.  Die  zweite  Bedingung  ergibt  sich 
dann  in  der  Form : 

0 = 2‘+6‘mod7- 

4 ist  hier  gegeben  durch  die  Gleichung: 

* = S jj, 

mod  4’ 

und  wegen  S = 191-1-16  erhält  man: 

4 = 31  ... 

mod  4 

Also  damit  die  Ausnahme  stattfinde, 
und  der  18.  April  Ostersonntag  ist,  sind 
folgende  Bedingungen  zu  erfüllen: 

S — 16 

A)  Die  Grösse  — — = 1 muss  eine 

ganze  Zahl  sein,  die  zwischen  1900  und 
20(X)  liegt.  Dem  entsprechen  ofifenbar 
die  Werthe : 

S = 1916,  1935,  1954,  1973,  1992, 
und  bezüglich: 

1 = 100,  101,  102,  103,  104, 
wegen  der  Gleichung: 


S 


= 19^+11 


sein,  und  dies  ist  die  erste  Bedingung 
der  Ausnahme.  Setzen  wir  jetzt  zu- 
nächst den  oberen  Werth,  also: 
S=191-|-16,  d = 28 
voraus,  so  gibt  die  Gleichung: 


4 = 31, 


mod  4 


aber  noch : 


4 = 0,  3,  2,  1,  0. 

B)  Der  Ausdruck  24-)-61  muss  durch 
7 theilbar  sein.  Man  hat  bezüglich: 

26-1-61  = 600,  612,  616,  620,  624, 
von  denen  nur  der  dritte  durch  7 theil- 
bar ist.  Die  Ausnahme  tritt  also  im 
20ten  Jahrhundert  nur  im  Jahre  1954 
mit  der  Bedingung  ein,  dass  der  Oster- 
sonntag auf  den  18.  April  fällt. 

Soll  er  aber  auf  den  19.  April  fallen, 
so  ist: 

5 = 191-f5,  <f=29. 

Die  Gleichung: 

0 = 5-|-26-i-4c-h6<l-l-ljjjQj  7 
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gibt  dann  wie  eben  aU  zweite  Bedin-  «ein.  Wegen  dieser  Bedingungen  hat 
gung:  man: 


2 = 

E«  i«t  nun : 

""^^modT  — ^^+^mod  7’ 

und  dieser  Werth  kann  in  die  vorige 
Gleichung  eingesetzt  werden.  Es  ergibt 
sich: 

3 = 2»+6t^od  7’ 
für  6 hat  man : 

^ ^mod  4’ 

also ; 

‘ = 3'+lmod4- 

Die  Bedingungen  dufUr,  dieAuS' 
nähme  Btatttinde  und  der  ÜKtersonntag 
der  19.  April  iit,  sind  also  : 

A)  muss  eine  ganze  Zahl 
sein.  Man  erh&U  die  Werthe: 

aS  = 1905,  1924,  1943,  1962,  1982, 
und  bezüglich: 

1 = 100,  101,  102,  103,  104, 
wegen  Gleichung: 

aber: 

6 = 1,  0,  3,  2,  1. 

B)  Per  Ausdruck : 

2A-f-61  - 3 

muss  durch  7 theilbar  sein.  Man  er« 
hält : 

2Ax6i_3  = 599^  603,  615,  619,  623‘ 

Nur  der  letzte  ist  durch  7 theilbar.  Im 
20ten  Jahrhundert  findet  also  die  Aus- 
nahme nur  im  Jahre  1981  mit  der  Be- 
dingung statt,  dass  der  Ostersonntag  auf 
den  19.  April  fällt.  Die  Jahre  1954 
und  1981  sind  also  die  einzigen  Aus- 
nahmen des  20tcn  Jahrhunderts. 

Es  ist  auch  nicht  schwer,  die  Jahre 
eines  Jahrhunderts  zu  ermitteln,  in  wel- 
chen der  Ostersonntag  auf  einen  der 
äuBsersten  Tcrniine , bezüglich  den 
22.  M&rz  und  25.  Apil  füllt.  Wir  wol- 
len diese  Aufgabe  für  das  laufende  Jahr- 
hundert lüsen.  In  jedem  anderen  Jahr- 
hundert ist  sie  natürlich  ganz  ebenso  zu 
behandeln. 

Soll  der  22  März  der  Ostersonntag 
sein,  so  muss  offenbar: 

rfsa  e = 0 


23  + t9“  = 0moa30' 

4+26+4c  = 0j^gjy. 

Die  erste  Congruenz  ist  identisoh  mit: 
30r-  19n  = 23, 
woraus  sich  ergibt; 

n = 13+30«. 

Aber  da  a der  Rest  nach  Modol  19  Ul. 
kann  nur  der  Werth  n = 13  in  Betracht 
kommen.  Da  das  Jahr  1805  da«  erste 
in  diesem  Jahrhundert  vorkommende 
durch  19  theilbare  Jahr  iat,  so  ist  « = 13 
für  die  Jahre: 

1818,  1837,  1856,  1875,  1884, 
die  entsprechenden  Werthe  von  A und 
c für  diese  Jahre  sind  : 

6 =.2,  1,  0,  3,  2, 
c=5,  3,  1,  6,  4, 
und  die  von  4+24+4c  sind: 

28,  18,  8.  34,  24. 

von  welchen  Zahlen  nur  die  erste  durch 
7 theilbar  ist.  so  dass  in  diesem  Jahr- 
hundert nnr  im  Jahre  1818  der  Oiicr- 
sonmag  auf  den  22.  März  fiel. 

Damit  der  Ostersonntag  aber  der 
25.  April  sei,  muss  man  haben ; 
22+<f+e  = 56, 

d,  h.: 

J+c=  34. 

Da  « höchstens  gleich  6 «ein  kann 
so  muss  d mindcsicos  gleich  28  sei«, 
und  kann  daher  nur  einen  der  Werthe 
28  oder  29  haben 

Man  hat  also  die  Congruenz: 

23+ 19  « = 281 

29)  mod  30 

Die  entsprechenden  Warthe  von  « erge- 
ben sich  wie  oben : 

n = 5 für  den  ersten  Fall. 

Für  den  zweiten  Fall  wüi'de  sich: 

« = 24+30« 

ergeben  Da  in  diesem  Ausdruck  aber 
keine  positive  Zahl,  die  kleiner  alt  19. 
enthalten  ist.  so  kann  dieser  Fall  nicht 
eintreten.  Die  entsprechenden  Jahre 
sind  somit; 

1810,  1829,  1848,  1867,  1886. 
Diesen  Jahren  entsprechen  also  die 
Werthe : 
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a = 5, 

4 = 2,  1,  0.  3,  1, 
c = 4,  2,  0,  5,  2, 
rf  = 28, 

and  wegen ; 

e = 4 + 2A+4c  + y = 4+24 

+^'mod  7 

hat  man : 

a = 3,  0.  4.  2,  0. 

Da  nur  der  Werth  «=6  unserem  Kalle 
entspricht,  so  kommt  in  diesem  Jahr- 
hundert  kein  Jahr  vor,  wo  der  Oster- 
sonntag auf  den  25>  April  fallt. 

Beispiele. 

Im  Jahre  der  Kalender- Reformation 
1582  ist  für  die  Julianischen  Ostern: 

u = 5,  6 = 2,  c=0,  rf  = 20,  e = 4, 
Ostern  fiel  also  anf  den  15  April. 

Im  Jahre  1864  ist  fdr  die  Qrcgorischen 
Ostern: 

a = 2,  6 = 0,  c = 2,  </  = l,  6 = 4, 
Ostern  hei  auf  den  27.  M&rs,  der  Oster- 
vollmond auf  den  22  Mftrz. 

(Die  astronomische  Rechnung  gibt  den 
Vollmond  fftr  den  23  Mürz  Vormittags.) 

Historisch  ist  zu  bemerken,  dass  die 
deutschen  Protestanten,  welche  erst  1700 
die  Kalender-Reformation  annabmen,  sn- 
erst  den  Ostervollmond  und  die  Früh- 
lings-Nachtglciche  durch  astronomische 
Uechnung  ermittelten.  Dies  führte  zu 
dem  Uebelstande,  dass  zuweilen  die  ka- 
tholischen Ostern  mit  den  protestantischen 
nicht  übcrcinstimmtcn.  Auch  hat  hier 
die  astronomische  Rechnung  manche 
Uebelstünde.  Kalle  z.  B.  in  Frankreich 
der  Ostcrvollmond  zwischen  11  und  12 
XIhr  Nachts,  so  wird  er  in  Deutschland 
zwischen  12  und  1 Uhr  fallen.  Ist  dies 
nun  die  Nacht  vom  Sonnabend  zum  Sonn- 
tag, so  ist  für  Deutschland  der  letztere 
Tag  ZQ  nehmen,  und  Ostern  fiele  hier 
8 Tage  sp&tcr  als  in  Frankreich.  Un- 
möglich würde  cs  übrigens  sein , die 
Ortsgrenze  zu  bestimmen,  wo  das  eine 
aafhöre  und  das  andere  eintrete.  Man 
ist  daher  später  auf  die  Gregorische  Be- 
stimmung zurückgekomroen,  in  Preussen 
auf  Friedrich  II.  Befehl  1775,  in  ganz 
Deutschland  durch  Reichstagsbcschluss 
1777 

Die  Engländer  schlossen  sich  1777 
dem  verbesserten  Kalender  an,  die  Rus- 
sen und  Griechen  haben  noch  jetzt  den 
Julianischen. 


Die  hier  gegebene  Osterrcgel  ist  in 
dieser  Form  von  Gauss  gegeben.  Frü- 
her bediente  man  sich  der  Ostcrtufeln 
und  gewisser  Hül/sgrösson,  nämlich  ausser 
den  Epakten  noch  der  güldenen  Zahl, 
welche  die  Stelle  des  Jahres  im  Mond- 
zirkel vom  Jahre  Null  ab  gezühli) 
angab. 

4)  Gebrauch  dos  immerwäh- 
renden Kalenders. 

Es  kann  historisch  wichtig  sein,  aber 
selbst  auch  aus  RechtsgrOnden  und  an- 
dern Veranlassungen  das  Bedürfniss  ge- 
fühlt werden,  die  gewöhnlichen  Kalcndcr- 
notizen  für  irgend  ein  vergangenes  oder 
zukünftiges,  Julianisches  oder  Gregoria- 
nisches Jahr  schnell  zu  finden.  — Die- 
sen Anforderungen  genügt  recht  gut  ein 
immerwährender  Kalender,  wie  er  hier 
beigefügt  ist. 

Derselbe  besteht  aus  3 Spalten,  deren 
erste  die  Monatstage,  die  zweite  die  7 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets  in  wic- 
derkchrender  Reihenfolge , die  dritte  die 
Zahlen  30  bis  1 in  wiederkehrender 
Folge  enthalten;  in  dem  je  zweiten  Mo- 
nate entsprechen  die  Zahlen  25  und  24 
demselben  Tage.  Für  die  Schaltjahre 
entspricht  ausserdem  dem  29.  Februar 
dieselbe  zweite  und  dritte  Spalte,  als 
dem  1.  März. 

Die  zweite  Spalte  dient , um  die 
Wochentage  jedes  gegebenen  Monais- 
tages  zu  finden.  Der  Buchstabe,  wel- 
cher irgend  einem  Sonntage  entspricht, 
heisst  nämlich  Sonntagsbachstabe;  aus 
demselben  lassen  sich  sogleich  die  der 
andern  Wochentage  finden.  Ist  z.  B. 
d der  Sonnuigsbuchstahe , so  ist  e der 
für  den  Montag  u.  s.  w.  Um  den  Sonn- 
tagsbuchstaben  und  seihst  den  jedes 
Monatstages  zu  finden , haben  wir  in 
dem  Artikel:  Sonntagsbuchstabe  eine 
direcle  Regel  gegeben,  aber  bestimmt 
man  das  Osterfest  des  betreffenden  Jah- 
res , wie  es  ja  doch  zur  Vollständigkeit 
des  Kalenders  geschehen  muss,  so  hat 
man,  da  cs  stets  auf  einen  Sonntag 
fällt,  noch  den  Sonntagsbuchstaben  des 
betreffenden  Jahres.  Zu  bemerken  ist 
nnr,  dass  bei  Scdialtjahren  derselbe  nur 
vom  März  an , für  Januar  und  Februar 
aber  der  folgende  Buchstabe  gilt.  Z.  B. 
für  1864,  wo  Ostern  auf  den  27.  März 
fiel,  ist  6 der  Sonntagsbuchstabe  vom 
1.  März  ab , für  Januar  und  Februar 
aber  c. 

Die  dritte  Spalte  gibt  die  Mondphasen. 
Bestimmt  man  einen  Vollmond,  also  den 
Osterrollmond , so  hat  man  diejenige 
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Zahl,  welche  jedem  Vollmonde  entspricht. 
Z.  B.  für  1864,  wo  der  22  März , niso 
die  Zahl  9 dem  Vollmonde  entspricht, 
(tilt  dies  fürs  ganze  Jahr.  Die  Neu- 
mundszahl aber  ist  dann  9-|-15  = 24. 

Es  folgt  hier  der  immerwährende  Ka- 
lender, ausserdem  eine  Tafel  für  die  be- 
weglichen Feste,  mit  der  Bemerkung, 
dass  Aschermittwoch  46  Tage  vor,  Him- 


melfahrtstag 39  Tage,  Pfingsten  49 
Tage,  Fruhnlcichnamsfest  60  Tage  nach 
Ostern  fällt.  Der  1.  Adventsonntag  aber 
ist  der  vierte  Sonntag  vor  Weihnachten. 
Derselbe  wird  also  bestimmt,  wenn  man 
von  dem  mit  Hülfe  des  immerwähren- 
den Kalenders  ermittelten  Sonntag 
vor  Weihnachten  28  Tage  rückwärts 
geht. 


Immerwährender  Kalender. 
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I m me rw&hre n (1  or  Kalender. 
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Tafel  der  beweglichen  Feite. 


Aschcrmitt* 
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15.  Juni 

3.  Dccember 

1^77 

14. 

Februar 

1. 

April 

10. 

Mai 

20 

Mal 

31.  Mai 

2.  December 

1878 

6. 

Marz 

21. 

April 

30. 

Mai 

9. 

Juni 

20.  Juni 

1.  December 

1879 

26. 

Februar 

13. 

April 

22. 

Mai 

1. 

Juni 

12.  Juni 

30.  November 

1880 

10. 

Februar 

28. 

März 

6. 

Mai 

16. 

Mai 

27.  Mai 

28.  November 

1881 

2. 

März 

17. 

April 

26. 

Mai 

5. 

Juni 

16.  Juni 

27.  November 

1882 

22. 

Februar 

9. 

April 

18. 

Mai 

28. 

Mai 

8.  Juni 

3.  December 

1883 

7. 

Februar 

25. 

März 

3. 

Mai 

13. 

Mai 

24.  Mai 

2-  Dccember 

1884 

25. 

Februar 

11. 

April 

20 

Mai 

30. 

Mai 

10.  Juni 

28.  November 

1885 

16. 

Februar 

3. 

April 

12. 

Mai 

22. 

Mai 

2.  Juni 

27.  November 

1886 

8. 

März 

23 

April 

1. 

Juni 

11. 

Juni 

22.  Juni 

3.  December 

1887 

21. 

Februar 

8. 

April 

17. 

Mai 

27. 

Mni 

7.  Juni 

2.  December 

1888 

13. 

Februar 

30. 

März 

8. 

Mai 

18. 

Mni 

29  Mai 

30.  November 

1889 

4 

Marz 

19. 

April 

28. 

Mai 

7. 

Juni 

18.  Juni 

29.  November 

1890 

24. 

Februar 

11. 

April 

20. 

Mai 

30. 

Mai 

10.  Juni 

28.  November 

1891 

11 

Februar 

29. 

März 

7. 

Mai 

17. 

Mai 

28.  Mai 

29.  November 

1892 

2 

März 

17. 

April 

26. 

Mai 

5. 

Juni 

16.  Juni 

27.  November 

1893 

15 

Februar 

2 

April 

11. 

Mai 

21. 

Mai 

1.  Jnni 

3.  December 

1894 

7. 

Februar 

25. 

März 

3 

Mai 

1.3. 

Mai 

24.  Mai 

2.  December 

1895 

28. 

Februar 

14. 

April 

23. 

Mai 

2. 

Juni 

13.  Juni 

1.  Dccember 

1896 

18. 

Februar 

5. 

April 

14. 

Mai 

24 

Mai 

4.  Juni 

29.  November 

1897 

3. 

Marz 

18. 

April 

27. 

Mai 

6. 

Juni 

17.  Juni 

28.  November 

1898 

23. 

Februar 

10 

April 

19. 

Mai 

29. 

Mai 

9.  Juni 

27.  November 

1899 

15. 

Februar 

2. 

April 

11. 

Mai 

21. 

Mai 

1.  Jnni 

3.  Dccember 
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5)  Ueber  einige  andere  Katen* 
der. 

Der  Sonnenjahre  bedienten  sich  schon 
frühe  einige  Vrdker 

Die  Aegyptier  hatten  ein  solches 
Ton  365  Tagen;  da  kein  Schaltjahr  war, 
so  musste  sich  bald  eine  Ungenauigkeit 
einstellen.  und  in  der  Thal  nahm  man 
eine  Periode  von  1460  Jahren  an,  nach 
deren  Verlauf  die  Stellung  der  Gestirne 
wieder  denselben  Monaisiagen  ent- 

spreche. 

Die  Aegyptier  hatten  l'i  Monate,  je- 
den 2U  30  Tage,  und  ausserdem  5 ein- 
geschaltete Tage  (»7i«»you#i’oi),  ein  Ver- 
fahren, welches  der  franiösische  Revo- 

lutionskalcnder  na<-hgcahmt  hat.  Die 

Monatsnamen  der  Aegyptier  sind: 

Thotf  PArtopAi,  Atfiyr^  Chocahf  Tybi, 
Mechirf  rhomettolhy  Fkarnwihi,  Parhon, 
Fauniy  Eptphiy  Metori. 

Dem  alten  römischen  Jahre  scheint 
ebenfalls  das  Sonnenjahr  au  Gründe  ge- 
legen zu  haben.  Es  wurde  anfänglich 
in  10  Monate  gethcilt,  von  denen  der 
erste,  dritte,  fünfte  und  achte  31,  die 
übrigen  30  Tage  halten,  so  dass  das 
ganze  Jahr  304  Tage  enthielt.  Wie 

gross  die  Verwirrung  gewesen,  die  hier- 
aus erfolgte,  lasst  sich  denken.  Die 
Pontifices  bestimmten  die  Lange  jedes 
Jahroe,  nicht  ohne  Parteirücksichten,  in- 
dem aic  befreundeten  Consuln  ihr  Amt 
verlängerten,  andern  abkürzten.  Die 
alten  Monatsnamen  waren: 

MariiSy  ApriiiSf  MajuSy  Junius,  (>win- 
tiiis  (später  Juliuiy  dem  Casar  zu  Ehren), 
(später  Aufpislus)y  S>p/emAer, 
October,  AoremAer,  Decrmber. 

Den  Ulen  und  12ten  Monat  Ja- 
nuarius und  Februarius  soll  schon  Numa 
hinzngefügt  haben,  jedoch  scheint  man 
beiden  zusammen  nur  51,  also  dem  Jahre 
355  Tage  gegeben  zu  haben.  Diese 
neuen  Monate  waren  die  letzten,  da  das 
Jahr  mit  dem  1.  März  begann.  Julius 
Cäsar  führte  auf  den  Rath  des  Sosigenes 
44  V.  Chr.  (astronomisch  —43)  und  709 
nach  Erbauung  der  Stadt  das  nach  ihm 


benannte  Jahr  ein.  Um  alle  Ucbelständo 
auszugleichen,  wurden  dem  Jahre  708 
445  Tage  und  15  Monate  gegeben,  es 
heisst  daher  Jahr  der  Verwirrung. 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Ponti- 
fices die  Regel,  dass  das  vierte  Jahr  ein 
Schaltjahr  sein  solle,  nach  römischer 
Art  zu  zählen  so  verstanden,  dass  sie 
das  erste,  vierte,  siebente  u.  s.  w,  Jahr 
zum  Schaltjahre  machten,  was  erst  nach 
40  Jahren  wieder  ausgeglichen  wurde 
Der  1.  Januar  als  Jahresanfang  trat 
darum  ein.  damit  die  Consuln  nach  Ver- 
lauf des  Winters  schon  bei  ihren  Heeren 
sein  könnten. 

Zu  bemerken  ist  auch  die  römische 
Art,  die  Monatstagc  zu  zählen. 

Diese  geschah  von  3 Tagen  aus,  C<i- 
iendaCf  A'ouae,  idtts  f von  denen  die 
CaUndae  auf  den  1.  jedes  Monats,  die 
Sonae  und  Idus  für  März,  Mai.  Juli 
und  October  auf  den  7 ten  und  15ten, 
für  die  übrigen  Monate  auf  den  5 ten 
und  13  ten  fielen. 

Von  diesen  Terminen  wurde  znrück- 
und  vorwärts  gezählt,  nach  römischer 
Art  jedoch  so,  dass  dieselben  als  erster 
Tag  mitgezählt  wurden.  Also: 

Dritter  Tag  vor  den  Kalenden  des 
Juli  {dies  tertius  ante  Calendas  Julias') 
= 20.  Juni,  nämlich  man  zahlt  zurück 
1.  Juli,  30.  Juni,  29.  Juni. 

Von  den  Kalenden  des  März  zählte 
man  bis  zum  Gtcn  Tage  zurück,  diese 
Tage  entsprechen  also  im  Gemeinjahr 
dem  1.  März,  28-,  27..  26.,  25  , 24  Fe- 
bruar, im  Schaltjahre  1.  Marz,  29.,  28, 
27..  26.,  25.  Februar.  Es  wurde  dann 
ein  zweiter  6tcr  Tag,  der  24-  Februar 
{d'iet  bis  sexlus  n.  Cal.  M.)  angenommen, 
und  dies  war  also  der  Schalttag.  Daher 
der  müssige  Streit,  ob  der  29.  oder 
24.  Februar  Schalttag  sei. 

Das  Schaltjahr  selbst  hiess  aus  diesem 
Grunde  nmiui  Ais  sextus  (noch  jetzt  im 
Französischen  Ais  seziile). 

Die  folgende  Tafel  gibt  eine  Ueber- 
sicht,  wie  die  römischen  Tage  unseren 
Monatstagen  entsprechen. 
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Bei  den  Sonncnjahrcn  wollen  wir 
schliesslich  noch  des  pcrsischcD  von 
Omar  Cheiam  im  11.  Jahrhamlert  ein* 
gefQbrtcn  Jahres  erwähnen.  Dasselbe 
hat  eine  noch  genauere  Schaltpcriodc  als 
das  Gregorianische.  Es  besteht  nämlich 
aus  Zirkeln  von  33  Jahren,  in  dem  sich 
25  Gemein*  und  8 Schaltjahre  befinden. 
Das  mittlere  Omar^sche  Jahr  hat  sonnch 
3G5  Tage  5 Stunden  49  Minuten  Se* 
conden.  Es  ist  dem  wahren  also  näher 
als  dos  Gregorianische. 

Das  Mondjahr  stellt  sich  die  Auf- 
gabe. die  Rotation  der  Erde,  den  Lauf 
der  Sonne  und  des  Mondes  zu  vercini* 
gen.  Bei  diesem  Jahre  sind  die  Mo- 
nate nieht  blosse  Theilungsperioden.  son- 
dern jeder  Monat  beginnt  und  scblicsst 
mit  dem  Keumonde.  Wir  haben  oben 
gesehen,  dass  dies  erreicht  wird,  wenn 
in  einer  Periode  von  19  Jahren  sich 
12  Oemeiojabre  au  354  und  7 Schalt- 
jahre in  bis  384  Tagen  befinden, 
die  Monate  abwechselnd  30  und  29  Tage 
haben.  Da  freilich  awei  Gemeinjahre 
oft  anf  einander  folgen,  so  wird  der  Son- 
nenlauf und  die  von  ihm  bedingten  Er- 
scheinungen, also  z.  B.  die  Jahreszeiten, 
nur  sehr  unvollkommen  wiedergegeben, 
da  22  Tage  Unterschied  hier  stattfinden 
kann.  Wegen  des  Ucbcrschusses  von 
1 Stunde  27  Minuten  nach  Verlauf  des 
Mondzirkels  Ist  übrigens  von  Zeit  zu 


Zeit  eine  Eiosehaltung  von  1 Tag  nöthig, 
welches  durch  den  Wechsel  zwischen  ^ 
and  30  Tagen  erreicht  werden  kann. 
Das  Mondjahr  entbehrt  inüess  aus  die- 
sen Gründen  der  Uebersichtlichkeit  und 
ist  daher  von  den  meisten  gebildeten 
Völkern  wieder  aufgegeben  worden.  — 
Die  Völker,  welche  sich  desselben  be- 
dienten. sind  folgende: 

Die  Griechen.  Sic  legten  zuerst 
ihre  Eintheilung  in  Olympiaden  von  4 
Jahren  zu  Grunde . und  gaben  einer 
Doppelulympiade  3 Schaltjahre,  das  dritte, 
fünfte  und  achte.  Da  diese  Thcilung 
ungenau  war,  so  traf  jeder  der  griechi- 
schen Staaten  eine  andere  Correctiun, 
und  hatte  sonach  seinen  eigenen  Mond- 
kalender, so  gut  wie  die  deutschen  Staa- 
ten ihre  eigene  Art  des  Messens  und 
Wiegens. 

Meton  vereinigte  diese  verschiedenen 
Kalender  durch  Einführung  des  Mond- 
zirkels von  19  Jahren,  welcher  übrigens 
auch  ziemlich  gut  die  Sonnen-  und  Mond- 
finsternisse periodisch  wiedergibt. 

Die  Schaltjahre  hatten  in  dieser  Pe- 
riode nicht  ganz  die  in  Abschnitt  2)  ge- 
gebenen Zahlen,  sondern  die  folgenden: 

3,  5,  8,  11,  13.  16.  19. 

Im  Uebrigen  ist  der  Kalender  des  Me- 
ton und  die  Munntsnanien  in  folgender 
Uebersicht  zusammcngestellt. 
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3« 

Die  ganze  Periode  ist  =19  Jahr, 
= 235  Monat,  =6940  Tage. 

Uebrigens  ist  die  Mctonische  Periode 
dennoch  etwa  um  | Tag  zu  lang,  und 
CalippQB  führte  daher  eine  76jührige 
ein,  oder  einen  Zirkel  von  4 Metoni* 
sehen,  in  welcher  ein  Tag  austicl  (300 
V.  Chr). 

Das  hebr&ische  Jahr  ist  dem 
Metonischen  nacbgebildct.  jedoch  com- 
plicirt  durch  religiöse  Gründe.  Es  darf 
nämlich  ein  streng  gefeierter  Festtag 
(die  alle  auf  bestimmte  Monatstagc  lallen) 
nie  dem  Sabbath  vorhergehen  oder  dem- 
selben folgen,  w'egcn  der  bürgerlichen 
Schwierigkeit,  welche  in  diesem  Falle 
die  Arbeitseinstellung  verursachen  wurde, 
Mch  soll  das  Jahr  nie  mit  einem  Sonn> 
tag,  Mittwoch  oder  Freitag  beginnen. 
So  entstehen  6 Arten  von  Jahren : ab- 
gekürzte. ordentliche  und  ttbcrrAhligc 
Gemcinjahre  zu  353,  354.  355,  und  der- 
gleichen Schaltjahre  zu  383  , 3S4.  385 
Tagen.  Schaltjahre  sind  3,  6,  8,  11,  14, 
17,  19. 

Die  Namen  und  Tage  der  Monate 
^d: 

Ttsri,  Marehesvan , Kislcv,  Tebcth, 

30  29  30  29 


Schebat , Adar , 

Nisan , 

Ijar, 

30  29 

30 

29 

Thamns, 

Ab, 

Elul. 

29 

30 

29 

Die  Tageszahl  gilt  fürs  ordentliche  Ge- 
meinjahr , im  überzähligen  Jahre  kom- 
men auf  Marchesvati  30,  im  abgekun- 
ten  auf  Kislov  29,  im  ordeutlickeD 
Schaltjahr  hat  Adar  30  Tag«  und  ihm 
folgt  der  Schaltmonat  Wcadar  mit  iS. 
Der  1 tc  des  Monats  Tisri,  also  der  Jah- 
resanfang, fallt  zwischen  6.  September 
und  7.  October  unseres  Kalenders. 

Auch  die  Türken  haben  ein  Momi- 
jabr  zu  354  und  355  Tagen,  aber  ohne 
weitere  Einschaltung,  also  sie  sehen  von 
dem  Stand  der  Sonne  ganz  ab.  Di^ 
Monate  haben  abwechselnd  30  und  29 
Tuge.  Ihre  Namen  sind  : 

Moharrem,  Safar,  Uehi  cl  awwel,  ßebi 
cl  accher,  Dschemadi  cl  awwel,  Dsche- 
madi  cl  accher,  Ucdschcb,  Schahan.  Ra- 
madan, Schcwwal,  Dfu'l  ka<le,  Ofo'! 
hcdchc.  — Im  Schaltjahr  hat  der  letzte 
Monat  30  Tage. 

Es  sind  noch  einige  Worte  über  die 
Anfangspunkte  der  Zeitrechnung  oder 
über  die  Acren  zu  sagen. 

Die  Geburt  Christi  ist  nach  der  An- 
nahme des  Dionysius  Exiguus  6(X)  Jahre 
nach  unserer  Zeitrechnung  festgeseut. 
wahrscheinlich  nicht  genau.  Ein  ande- 
rer Anfangspunkt , der  noch  viel  ’aUI* 
kürlicher,  jn  ohne  allen  Halt  ist,  ist  die 
Erschaffung  der  Welt.  Die  Juden  neh- 
men dafür  das  historische  Jahr  3701 
V.  Chr.,  Petavius  3984,  die  neueren 
Griechen  5508. 

Die  Körner  lählten  von  der  Erbauung 
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Roms,  753  v*  Chr,,  die  alten  Griechen 
von  der  Einföhrung  der  olympischen 
Spiele,  776  v.  Chr. , die  Malu>niedanor 
von  der  Flacht  Mahomeds , 16  Juli 
622  n.  Chr. 

Historische  Begebenheiten  werden,  in 
welchem  Volke  und  za  welcher  Zeit  sie 
auch  vorgcfüllcn  seien,  in  Julinnischen 
Jahren  wiedergegeben,  falls  sie  vor  1582 
furen , sonst  in  Gregorianischen.  Die 
Wei  sc,  wie  dies  geschehen  muss,  ist  an 
sich  einle  chtend. 

Was  die  Theilang  des  Jahres  anbe- 
trifft,  so  stammt  die  in  Monate  jeden* 
falls  von  dem  Mondjahre  her,  wenn  auch 
in  unseren  Monaten  diese  Beziehung  zum 
Monde  verschwunden  ist.  Die  Woche 
ist  vielleicht  ebenfalls  von  den  4 Mund* 
vierteln,  deren  jedes  7 Tage  hat,  ent- 
standen , vielleicht  aber  auch  von  den  7 
Planeten  der  Alten  , deren  jeder  einen 
Tag  lang  herrschen  sollte,  bergeoom- 
men.  Die  la^einiachcn  Namen  der 
Wochentage  wenigstens:  diet  — No/is, 
Lunae,  MartiSf  iWrrcwHi,  /ovit,  VeneriSy 
Saturnif  deuten  darauf  hin.  Unsere 
Woebentagsnamen  sind  Uebersetzungen 
der  lateinischen,  freilich  mit  dem  Miss- 
verständnisse, dass  die  Gotiheiteu,  wel- 
che den  Planeten  ihren  Namen  gegeben, 
genommen,  und  ihre  nordischen  Vertre- 
ter an  deren  :^tellc  gesetzt  sind.  Diens- 
tag stammt  nämlich  von  Tlmit  oder 
Teut,  dem  Mars  des  Nordens,  Donners- 
tag vom  Donnergott  (Thor),  Freitag  von 
der  Freia,  der  Liebesgöttin,  her.  Bei 
Mittwoch  und  Sonnabend  ist  diese  Be- 
ziehung aufgegeben.  Der  Name  Sams- 
tag für  den  letzteren  hängt  vielleicht  mit 
Sabbattag  zusammen. 

Schliesslich  sei  noch  des  Kalenders 
der  französischen  Hcvolution  erwähnt. 
Derselbe  ist  am  5.  October  1793  einge- 
führt,  zählt  von  der  Eotstchung  der  Uc- 
pablik  1792  n.  Chr.  an,  wurde  aber  im 
Gegensätze  zu  den  übrigen  Reformen  in 
der  Messkunst,  welche  diese  Zeit  her- 
vorbrachte mid  die  sich  immer  mehr 
Bahn  brachen,  nach  14  Jahren  wieder 
aufgegeben.  Die  Grundzüge  dieses  Ka- 
lenders sind  folgende. 

Der  Tag  ist  in  10  Stunden,  die  Stunde 
in  100  Minuten,  die  Minute  in  10  8e- 
ennden  gethcilt. 

An  die  Stelle  der  Woche  tritt  die  De- 
cadc,  ein  Zeitraum  von  10  Tagen,  wel- 
che die  Namen  haben: 

Primidit  Dttodif  Tridi,  Quartidi,  Quin^ 
(idi , Sixtidif  Septidi,  Octidi,  Aonif/i, 
Decadi. 

Der  Decadi  ist  der  Ruhetag,  an  der 
Stelle  des  Sonntag. 


Der  Monat  hat  Immer  30  Tage,  also 

3 Decaden. 

Das  Jahr  hat  12  Monate  und  5 Kr- 
gänzungs-  oder  Festtage  {jour»  compU- 
mentitiret  auch  San$culot%des).  im  Schalt- 
jahre 6.  also  365  bezüglich  366  Tage. 
Es  beginnt  mit  dem  Ilerbscäquinoctium. 
Ein  Scimitjahr  tritt  ein,  wenn  der  Üeber- 
schuss  der  tropischen  Jahre  gegen  die 
bürgerlichen  mehr  als  einen  Tag  beträgt, 
also  in  der  Regel  nach  4,  von  Zeit  zu 
Zeit  nach  5 Jahren 

Die  Schaltperiode  hiess  Francinde. 

Die  Monatsnamen  sind: 

Herbstmonate:  Vendemiairef  ßru- 
mmre,  Frimaire. 

Wintermonatc:  iVicose , Pluriose, 
Ventose. 

Frühlingsmonate;  Germinaif  Fto^ 
real,  Prairial. 

Sommermonate:  Messidor,  Ther- 
midor^  Fructidor. 

Die  Ergänzuogstage  sind : Fete  de  In 
tertUf  du  gihtie,  du  tratail,  de  ropinion, 
des  recompenses. 

Zeitrente  iRentenrechnnng). 

Eine  Rente , die  ans  irgend  einem 
Grande  nur  auf  eine  bestimmte  Zeit  zu 
zahlen  ist.  Ueber  deren  Berechnung 
vergleiche  den  Artikel:  Rente. 

Zellenrad  (Hydraulik)- 

Siche  Wasserrad. 

Zenitk,  Scheitelpunkt  (Astronomie). 

Der  Pünkt,  in  welchem  die  durch  den 
Mittelpunkt  der  Erde  gehende  Grade, 
welche  auf  dem  Horizont  eines  gege- 
benen Ortes  senkrecht  steht,  das  Him- 
melsgewölbe trifft. 

Zenithabstand  (Astronomie), 

Der  Tbcil  des  grössten  Kreises,  wel- 
cher durch  einen  gegebenen  Stern  und 
den  Zenith  geht,  welcher  von  diesen 
beiden  Punkten  begrenzt  ist. 

Zerstrenungsglas  (Optik). 

Siche  den  Artikel:  Optik  (Dioptrik). 

Zerstreunngskreis  (Optik). 

Siche  den  Artikel:  Optik  (Dioptrik). 

Ziffer  (Arithmetik), 

Siche  Zablzcicben. 

Zimmer  (Metronomie). 

Gewöhnlich  40,  zuweilen  20  Stück. 
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Zinsen  (angewandte  Rechenkunst). 

Zinsen  sind  der  Lehenspreis  für  ein 
vor);esch08scnes  Capital  oder  amh  die 
Ertragsrente  eines  solehen,  wenn  es.  wie 
z.  B.  der  Boden  an  sieh,  einen  sidchen 
zn  gewahren  im  Stande  ist. 

Die  Zinsen  werden  vom  llnndcrt  ge- 
rechnet und  also  in  Procenten  gegeben. 


Man  unterscheidet  einfache  Zinsen, 
welche  wahrend  der  Dauer  des  Leihge- 
schaftes  zu  bestimmten  Zeiträumen,  z.  B. 
jahrlieh,  vom  Schuldner  geleistet  w erden, 
und  Zinszinsen , wo  fOr  gewisse  Zeit- 
räume die  fälligen  Zinsen  berechnet, 
aber  nicht  bezahlt,  sondern  selbst  als 
Capital  betrachtet,  also  verzinst  worden. 
In  gewChnlichen  Leihgesebaften  sind 
Zinszinsen  ausgeschlossen , Sparkassen 
gewähren  dergleichen,  auch  muss  jeder 
Boden-  oder  Geschaftsbesitzer  den  Theil 
des  Ertrages,  den  er  zur  Erweitemng 
und  Verbesserung  seines  Geschäftes  ver- 
wendet , als  auf  Zinseszins  gegeben  be- 
trachten 

Die  Formeln  ffir  einfache  Zinsrech- 
nung sind  leicht.  Sei  C das  Capital,  n 
die  Anzahl  der  Jahre  oder  sonstigen 
Zeiträume,  für  welche  der  Zins  berech- 
net wird,  A'  die  Summe,  zu  der  das 
Capital  anwächst,  ;<  die  Procente,  z die 
Zinssummc,  so  erhalt  man  fdr  je  100 
Einheiten  in  einem  Jahre  deren  p,  also 

fiir  C deren  also  in  n Jahren; 


ff=6’-f- 


Cpn 

'lOÖ' 


Was  die  Zinszinsen  anbetrifft,  so  ist 
noch  Verlauf  eines  Jahres  das  Capital 
angewachsen  zu; 


wenn; 


gesetzt  wird.  Da  nun  Cq  das  neue  Ca- 
pital ist,  so  wird  daraus  nach  zwei 
Jahren; 


Cq-q  = Cq*, 


^_K  _\gK-\gC 

Lr  — , n — , 

Die  Grundsätze  der  Zinscszinsrechnung 
kommen  auch  bei  Volkszählungen,  Zu- 
wachs von  Wildern  n.  s.  w.  in  Anwen- 
dung. wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 

Beispiel. 

Eine  Stadt  ist  in  5 Jahren  von 
120,000  Menschen  auf  150,000  Menschen 
angewachsen.  Wieviel  Proeent  hat  die 
durchschnittliche  jährliche  Vermehrung 
betragen? 

A n flOsu  ng. 

Es  ist; 

A'=  150000, 

P = 120000, 
n = 5. 

also  nach  der  letzten  Formel; 

p = (y^r,25-l)  100, 
lg  1,25  = 0,09691 
5)  0,01938 

num  =1,0150 

-1 

0,0155 

100 

^ p = 4.55 

Werden  die  Procente  jährlich  berech- 
net, aber  in  Zeiträumen  von  — Jahren 

’ s 

die  Zinsen  zum  Capital  geschlagen,  so 
erhält  man; 

Bei  Geschäftsctablissements,  die  in  sehr 
gutem  Fluss  sind,  z.  B.  Banken,  kann 
man  s sehr  gross  nehmen , and  erhält 
dann,  da; 

(.  k\n$  nh 
1-I-J-)  = e 


also  nach  n Jahren; 


ist,  den  Grenzwerth ; 


K=Cq”- 

Sehr  leicht  lassen  sich  aus  diesen  For- 
men die  Frajrcn  erledigen^  wo  statt  nach 
K nach  6\  p oder  n gefragt  ist. 


«p 

A'  = Ce'““, 

wo  e die  Basis  der  natürlichen  Logarith. 
men  ist. 
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ZiBsiaU,  iidietion  (Chronologie). 

Auch  ROmer  Zinszahl.  Die  Zahl, 
welche  die  Stelle  eines  bestimmten  Jah- 
res in  einer  Periode  von  15  Jahren  an- 
gibt , die  3 Jahre  (historisch)  v.  Chr. 
beginnt.  Sie  hängt  wahrscheinlich  mit 
den  Stenerverhältnissen  der  Börner  zu- 
sammen, nnd  steht  in  nnseren  Kalendern 
ohne  andern  Zweck  als  den,  dass  früher 
zur  Gültigkeit  der  Testamente  auch  die 
Angabe  dieser  Zahl  erforderlich  war. 

Zoll  (Hetronomie). 

oder  Fuss. 

Zollgewicht  (Hetronomie). 

Das  im  deutschen  Zollvereine  cinge- 
führte  Gewicht,  welches  jetzt  auch  Lan- 
desgewicht für  die  Zollvcreinsstaaten  ge- 
worden ist.  Das  Zollpfnnd  enthält 
^ Kilogramm  =:  500  Gramms. 

Zone  (Geometrie). 

Der  von  zwei  parallelen  Kreisen  cin- 
geschlossene  Thell  der  OberOäehe  eines 
BotationskOrpers. 

Um  die  Formel  für  die  Zone  zu  fin- 
den , setzen  wir  die  Badien  der  begren- 
zenden Kreise  glaich  r nnd  r',  die  Ent- 
femnngen  derselben  vom  Anfangspunkt 
gleich  A nnd  A',  also  die  Höhe  gleich 
A'— A.  Sei  die  Höhe  zunächst  nnendlicb 
klein  gleich  dh,  so  kann  die  Zone  als 
Oberfläche  eines  abgestumpften  Kegels 
betrachtet,  nnd  nach  der  Formel : 
n t (r-f-r') 

(siehe  den  Artikel:  Banmlehre)  bereeb- 
-net  werden,  wo  s die  Kegelseite,  also 
hier : 

s = V'(r'-r)*-fifA> 

ist.  Setzen  wir  noch  : 

r'  = r+dr,  r+r'=z2r+dr  = 2r, 

indem  dr  verschwindend  klein  ist,  so 
kommt ; 

2/1  r 

Sind  nun  A,  r und  r'  beliebig,  so  ist 
die  Summe  aller  unendlich  kleinen  Zo- 
nen, oder  das  Integral  in  den  Grenzen 
r und  r'  zu  nehmen , nnd  man  hat  für 
die  Zone; 


Für  die  Kalotte , welche  nur  von  einem 
Kreise  nbgcschnitten  wird,  ist  r = 0 zu 
setzen.  Haben  wir  es  z.  B.  mit  einer 
Kugel  zu  thiin,  so  ist ; 

r*  + A’  = «*, 

wenn  R der  Kugciradius  ist: 
dr  _ k 

dh~~T' 


f,k' 

Z = 2tÄ/  </A  = 2/i«(A'-A), 

^ h 

wie  sich  auch  leicht  auf  elementarem 
Wege  finden  lässt.  Vergleiche  den  Ar- 
tikel: Raumlehre. 

Zone  (matbenutische  Geographie). 

Die  Zonen  der  Erdoberfläche , welche 
besonders  zu  beachten  sind , heissen 
heisse  Zone,  nördliche  nnd  südliche  ge- 
mässigte» nördliche  und  südliche  kalte 
Zone.  Betrachtet  man  die  Erde  als  Ku- 
gel» so  lassen  sich  ihre  Inhalte  leicht 
berechnen. 

Heisse  Zone  heisst  der  Thcil  der  Erde 
zwischen  beiden  Wendekreisen»  wo  also 
die  Sonne  zweimal  im  Jahre  im  Schei- 
telpunkt steht. 

Sei  der  Winkel  zwischen  Aeqnator 
nnd  Ekliptik  y-,  also  </  =23^  27'»  so  Ist 
für  die  halbe  heisse  Zone: 

Ä = 0,  A'^iRsin/. 

Die  gemässigte  Zone  ist  der  Theil 
^wischen  Wendekreis  nnd  Polarkreis» 
also : 

A = Asin  7,  A':=A  sin  — 7^, 

da  der  Polarkreis  mit  der  Erdaxe  den 
Winkel  7 macht,  und ; ' 

A'-A  = 2Äcos.^  sin 

Die  kalte  Zone  wird  vom  Pole  an 
durch  den  Polarkreis  abgeschnitten.  Für 
dieselbe  ist  somit:  • 

A = Bco8y,  h'=R, 

A'— A = fi(l— co8^)=:2Rsin^Y)  > 

also  die  Flächeninhalte: 
für  die  heisse  Zone: 

4n  A‘  sin^, 

33 
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fBr  dio  kalte ; 

4^  II'  sin  ^ , 
für  die  gemässiRte : 

2,r«>  V2»in  ~ 

Die  Formeln  für  die  Erdzonen,  falls 
man  die  Erde  als  Sphäroid  betrachtet, 
sind  ebenfalls  nicht  schwer  zu  finden. 

Zaber  (Metronomie). 

Ein  Hohlmaass,  das  verschieden  ein- 
gethcilt  wird.  In  Baden  ist  es  ein  Ge- 
ireidemaass  = 15  Hektoliter,  in  Chur  ein 
Flüssigkoitsinaass  = 106^323  Liter. 

ZafUliger  Paukt  (Perspective). 

Der  Punkt,  in  welchem  eine  Linie,  die 
einer  gegebenen  parallel  durch  das  Auge 
geht,  die  Projcctionscbcne  schneidet. 

Zugbrücke  (angevaudfe  Mechanik). 

Siehe  Brücke. 

Zngeordnete  Form  oder  Gontrava- 
riante  (Algebra). 

Siehe  Substitntion  (lineare). 

Zngeordneter  Punkt  (Geometrie). 

So  heisst  ein  Punkt,  der  durch  die 
Gleichung  einer  Cnrve  gegeben  ist,  aber 
ganz  von  derselben  getrennt  liegt.  Z.  B. 
in  der  Gleichung: 

(*’+y’)  {*"-n)  = 0 
ist  der  Anfang.«punkt  der  Coordinaten, 
wo  «=y  = 0,  ein  zugeordneter  Punkt, 
da  er  die  Gleichung  erfüllt,  dio  Neben- 
punkte aber  nicht.  Ueher  die  Berech- 
nung der  zugeordneten  Punkte  siche : be- 
sondere Punkte. 

ZugUnie  (Geometrie). 

Siche  Tractorie. 

Zagramme  (Maschinenlebre). 

Siehe  Ramme. 

Zanahme  and  Abnahme. 

I.  Eine  Function  f von  einer  oder  meh- 
reren Variablen  r,  y,  t,  die  jedoch  als 
reell  vorausgesetzt  werden  müssen,  ist 
im  Zunchmen  für  alle  Werthe  von  at, 
y,  z,  für  w'clchc  sie  die  Bedingung: 

/■(*+«.  y-\rß,  i+y  • • y.  5 ••  •) 

erfüllt,  wenn  a,  /S,  y verschwindend 
kleine  positive , sonst  aber  beliebige 


Grössen  sind.  Sic  ist  im  Abnchmcn, 
wenn  die  Bedingung: 

/■(jT+ir,  y \-ß,  i+j' . . y,  i . . .) 

erfüllt  ist. 

Für  den  Uebergang  vom  Zanebroen 
zum  Abnebmen , d.  h.  fürs  Maximani 
oder  Minimum,  muss  also  entweder: 

/■(*+".  y+ß> «+)'  • ■ •).=/' y-  » • • ) 

werden,  und  zwar  ündet  dies  immer  statt, 
wenn  die  Function  continuirlich  ist, 
oder  es  muss  eine  Discontinuiiät  eintre- 
ten,  in  welchem  Falle  der  Werth  der 
Function  in  anderer  Weise  zu  prüfen  ist. 

Diese  Betrachtung,  die  übrigens  leicht 
zu  den  in  der  Differenzialrcchnong  vor- 
komnicndcn  Critcrien  führt,  ist  die  all- 
gemeinste, und  z.  B von  Format  schon 
vor  Erfindung  der  DifiTcrcozialrecbnung 
angewendet  worden. 

Da  die  allgemeine  Theorie  der  Maxima 
und  Minima  in  den  Artikeln:  Qnantit&t 
und  Variationsrechnung  enthalten  ist, 
w'ollcn  wir  hier  einige  elementare  Be- 
trachtungen und  Beispiele  über  diesen 
Gegenstand  geben. 

Zun&chst  soll  hier  die  Methotle  folgen, 
nach  der  Fermat  dergleichen  Probleme 
behandelt. 

Sei : 

80  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  f(x) 
ein  Maximum  oder  Minimum  sei : 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  eine 
Form : 

t/{x,  x,)  = 0, 

wo,  vorausgesetzt,  dass  f eine  algebrai- 
sche Function  sei,  alles  Irrationale  ent- 
fernt ist,  so  muss  ff  nothwendig  durch 
eine  Grösse  von  der  Gestalt: 

(•Ti—*). 

oder  allgemeiner: 


theilbar  sein,  und  nach  Entfernung  die- 
ses Factors  kann  man,  da  a unendlich 
klein  ist,  X|  mit  x identiflcircn , was 
eine  Gleichung  gibt,  ans  der  man  die 
dem  Falle  dos  Maximum  oder  Minimum 
cntsprcchcndrn  Werthe  von  x findet.  Da 
übrigens: 

/•(x  + «)  = /-(x) 

werden  kann,  ohne  dass  ein  Moximam 
oder  Minimum  stattfindet,  so  ist  die 
Frage,  ob  ein  solehes  vorhanden  sei,  noch 
direct  zn  entscheiden. 
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Wir  }<eben  hienti  einige  Beispiele. 
Aufgabe  I. 

Unter  allen  gleichschenkligen  Drei- 
ecken, deren  Qrnmllinicn  parallele  Seh- 
nen desselben  Kreises  sind,  und  deren 
Spitze  im  Mittclpnnkl  liegt,  das  grösste 
zu  bestimmen. 

Sei  X die  Grundlinie,  y Hohe  eines 
solchen  Dreiecks,  r der  Radius  des  Krei- 
ses, BO  iBt: 

y = i 

und  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich: 

Man  hat  also  die  Gleichung: 

xV(4r*-**)  = x,  V(4r’-*.’), 
oder  durch  Qaadriren , bezüglich  Snb- 
trahiren ; 

4r*  («’— jTi')  = J^i*. 

Dividirt  man  mit  *,>,  und  idenli- 
ficirt  dann  x miux^,  so  kommt; 

4r»  = 2r*, 

also; 


also  auch ; 


. np’  A 

aber,  wenn  r der  Kugelradius,  x die 
Entfernung  der  Mittelpunkte  von  Basis 
und  Kugel  ist: 

e’  = r>-x>,  A = r + *. 
also  der  Inhalt  gleich  : 

^*-x»)(r+x) 

3 

nnd  die  Bcdingungsgicicbnng; 

(r«-x«)(r  + x)  = (r>-x,>)(r  + x,), 
oder:  • 

r(x,»-x«)-(x,-x)r>  f-x,»-x»  =0, 

oder  wenn  man  durch  x,  — x dividirt 
und  X mit  X,  identificirt; 

2rx-r»-|-3x>  =0, 
woraus  sich: 

*=-i'-±V(5>-»)  = ir 

ergibt,  da  der  negative  Werth  ansser  Be- 
tracht bleibt.  Es  ist  also  die  Höhe  des 
Kegels^  gleich  f r,  der  Kadins  seiner  Ba- 
sis gleich  I r y2  Der  Schwerpunkt  des 
so  bestimmten  Kegels  fallt  in  den  Mit- 
telpnnkt  der  Kugel. 

Auf  gäbe  III. 


2 ~ 

Die  balbo  Grundlinie  ist  also  gleich  der 
Höhe , der  Winkel  an  der  Spitze  ein 
rechter, 

OCfcnbar  ist,  wenn  die  Sehne  gleich 
Null  wird,  der  Inhalt  des  Dreiecks  gleich 
Null,  nnd  dasselbe  tritt  ein,  wenn  beide 
Schenkel  einen  Winkel  von  180*  machen. 
Es  muss  also  nothwendig  einmal  zwischen 
beiden  Werthen  ein  Maximnm  liegen. 
Es  gibt  aber  überhaupt  nur  dies , und 
kein  Minimum , da  unsere  Bediugungs- 
gleichnug  nur  eine  Auflösung  znlässt. 

Aufgabe  II. 

Einer  Kogel  denjenigen  Kegel  einzn- 
schreiben , dessen  Inhalt  ein  Maxi- 
mnm ist. 

Zn  jeder  gegebenen  Basis  gehören 
unendlich  viel  Kegel,  von  denen  dcijc- 
nige,  dessen  Spitze  in  der  Verbindungs- 
linie des  Mittelpunktes  der  Basis  mit 
dem  der  Kugel  liegt,  offenbar  die  grösste 
Höhe  bat.  Der  fragliche  Kegel  ist  also 
ein  Rotationskcgcl.  Sei  p der  Kadins 
der  Grundfläche,  A die  Höhe,  so  ist  der 
Inhalt: 


Das  Rechteck  vom  grössten  Umfange 
zu  bestimmen,  welches  einem  Kreise  ein- 
geschrieben ist. 

Die  Seiten  seien  x und  y,  r der  Ra. 
dins  des  Kreises,  so  ist: 


also  der  Umfang  gleich : 

2z:  + 2y(4r>-x>). 

Die  Bedingungsgleichung  ist: 

a:-fV(4r'-x’)x:x,  + y(4  O-Xj»), 
d.  h.: 

4r>  — x’ =(x,  — x)>-|-4r>  — X,* 

-f2(x.-x)K(4r«-x>), 

oder; 

xx,-x*=(x,-x)  V(4r'-Xj’), 

also  wenn  man  mit  x,— x dividirt,  und 
dann  qnadrirt: 

x»=4r»-x,’. 

Wird  x^  mit  x identificirt,  so  kommt: 
x = r V2. 

Das  Rechteck  ist  ein  Qnadrat. 

33» 
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n.  Namentlich  bei  geometrischen  Aufgaben  ist  es  oft  gerathen , den 
Ansdruck ; 

f(x+n,  y+ß,  t+y  . . .)— ^(*,  y,  » . . •), 

der  im  Falle  des  Maxiraams  oder  Mi-  Anfeabe  I 
nimums  verschwinden  mnss,  nicht  durch  ® 


Rechnung,  sondern  durch  geometrische 
Bciracbtungen  zu  ermitteln. 

Dies  soll  ebenfalls  an  einigen  Bei- 
spielen dargetban  werden. 


Fig.  225. 


Denjenigen  Funkt  zu  bestimmen,  des- 
sen Entfernungssnmme  von  ti  gegebenen, 
mit  ihm  in  einer  Ebene  behndlichen 
Punkten  ein  Minimum  ist. 

Sei  A (Fig.  225}  einer  der  gegebenen, 
X der  gesuchte  Funkt,  wo  X natürlich 
in  der  Ebene  der  gegebenen  Punkte 
liegt.  Sei  XM  irgend  eine  feste  Rich- 
tung in  dieser  Ebene , und  Winkel 
AxM  = i/.  Wir  denken  uns  jetzt  Funkt 
X um  unendlich  wenig  nach  X'  ver- 
schoben, fällen  von  X Loth  XF  snf 
AX',  so  ist  wegen  der  nnendlich  gerin- 
gen Verschiebung  AX  = AY  zu  setzen 
(denn  X Y kann  auch  als  Kreisbogen 
mit  Mittelpunkt  A gedacht  werden);  sei 
Z der  Schnittpunkt  von  Ax'  und  MX, 
und  Winkel  AZM=if’,  Winkel 
X’XM=a,  dann  ist  anch  Winkel 
XX'r  = n-y', 

A'F  = XX'cos(«-v'). 

Dies  ist  offenbar  der  Zuwachs  des  Strahlt 
Ax,  welcher  durch  die  Verschiebung 
hervorgebracht  wird.  Es  kann  aber  für 
9'  auch  gesetzt  werden,  wegen  des 
unendlich  kleinen  Unterschiedes  beider 
Winkel.  Versteht  man  nun  unter  7,, 
ftt  fl  • • . bezüglich  die  Winkel  der 
durch  einen  der  gegebenen  Punkte  A, 
B,  C , , . und  den  gesuchten  Punkt  X 
gelegten  Strahlen  mit  irgend  einer  fetten 
Richtung,  so  ist  also: 


X X' [cos(a-y  ,)-fcos(o-7,)-fcos(n-y,)-l.  . . .]=0. 
a ist  der  Winkel  der  Vcrscbiebungsricbtnng  mit  der.  festen  Bicbtnng,  and  ist  da- 
her ganz  beliebig,  auch  gleich  Null  zu  setzen,  was  ohne  die  Allgemeinheit  za 
beschränken  geschehen  kann,  und  man  hat  also: 

COS<y,-|-COS/,-f-C08y,-f  . . . =0. 

Als  feste  Richtung  kann  man  nach  einander  die  eines  jeden  der  Strahlen  AX,  BX, 
CX  n.  s.  w.  nehmen ; man  erhält  dann  soviel  Dleichungen,  als  Strahlen  da  sind, 
von  denen  jedoch  nur  zwei  von  einander  unabhängig  sind. 

Sei  jetzt  Winkel : 

AXß  = ä„  ßxC=l„  CxD  = X,  . . ., 
also  wenn  Ax  als  feste  Richtung  genommen  wird  : 

ip,  = 0,  = = • • • +^„_|  1 

wenn  Bx  als  feste  Richtung  genommen  wird  : 

y>,=0,  = y,  • • • T„  = ^s  + ^i+  - - • — 

u,  B.  W",  übrigens : 
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Seien  z.  B.  drei  Funkte  gegeben,  so  ist,  da  cosO  = l ist: 

1 + cos  i,  +cos(i,+i,)  = 0, 
l + cosi,  + cos  (ij+i,)  = 0, 

l+cusi,+cos  (/,4-A,)  = 0. 

Die  zweite  Gleichung  nimmt  wegen: 

X I “HA  — 2ti 

die  Gestalt  an: 

1+cos  i,+cos  i,  = 0. 

Dieselbe  ron  der  ersten  subtrahirt,  gibt  dann: 

cos  (i,  + i,)  =cos  A,, 

was  nur  möglich,'  wenn  ^,  = 0,  welches  keinen  reellen  Werth  von  i,  ertnbt  oder 
wenn:  ® ’ 

X,  =2/1  — i,  — 

ist.  Dieser  letalere  Werth  gibt  in  die  erste  Gleichung  gesetzt: 
l+cos  A,-i-cos21,  = 0, 

also : 

2(cos /l,)>-f-cos>l,  = 0, 

d.  b.; 

cosA,  = -i, 

(da  nicht  gleich  Null  sein  kann)  1,  = 120*.  Derselbe  Werth  ergibt  sich  für 
and  jlg. 

Seien  Jetzt  vier  Punkte  gegeben,  so  ist,  wenn  man  die  Gleichung: 

^1  + ^/4"^«+^*  =2t 

berücksichtigt: 

1 4-  cos  A , + cos  (i , + A , ) + cos  f . = 0, 

l+co8A,+  coB(i,4-i,)  4-cosA,  = 0, 
l+cOsA,  + coB(A,+i,)  + cosA,  = 0, 

1+cos  A4+  coa  (l4+A|)+  cosA,  =0. 

Vergleicht  man  die  erste  dieser  Gleichungen  mit  der  zweiten,  die  zweite  mit  der 
dritten,  die  dritte  mit  der  vierten,  die  vierte  mit  der  ersten,  so  kommt: 

cos  (A,  +A,)+cosA4  = cos  A,+cos  (A,  +A,), 
co8(1,+A,)  + co8  A,=cosA,+cos(A,+A,), 
co5(A,+A,)+co8A,  = cosA.  + cos(A4+ A,), 
cos(A,+A|)+cos  A,=cosA,  + cos  (A,+A,). 

Die  erste  Gleicbnng  gibt,  wenn  man  für  A4  wieder  Ai+A,  + A,  setzt: 
cos  (A , +A,)- cos  A,  = cos  (A,  +A,)-cos  (A , + A,  +A,), 

oder : 

,_A,+2A,  . A,  , A,+2A,+  2A.  . A, 
sin ^ sin  ^ = - sin  ’ sin 

oder  da  A , nicht  gleich  Null  und  gleich  n sein  kann : 

sin  (^+A.)  = - sin  (y  + A,  + A,), 

dies  ist  der  Fall,  wenn  man  hat: 


was  A|=n  ergeben  würde,  was  nicht  möglich  ist,  ausserdem,  wenn  man  hat: 
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-2'! — 


d.  h.: 


l,+l,  = 2n-X„ 

ebenso  ergibt  sich  aber  wegen  der  Symmetrie  der  vorliegenden  Gleichungen  : 


also : 


i,  + i,  =27t— 


^1  — ^4» 

und  ebenso: 

Die  Strahlen  bilden  also  die  Diagonalen  des  durch  die  vier  Punkte  bestimmten 
Vierecks. 

Diese  etwas  weitläufige  Keebnung  l&sst  sieh  vermeiden . wenn  man  auf  die 
sehr  einfache  geometrische  Bedeutung  der  Bcdingungsgleichung  achtet. 

Schneidet  man  auf  allen  Strahlen  gleiche  Stücke  a ab,  und  projicirt  diese 
auf  die  beseichnetc  feste  Richtung,  so  ist  die  Summe  der  Projectionen  gleich: 
fl  cos  1/ ,-r fl  cos '/,+(! cos  i/j  + . . . =0. 


Dies  ist  bekanntlich  nur  möglich,  wenn 
diese  Strecken,  jede  in  ihrer  Richtung 
an  den  Endpunkt  der  vorhergehenden 
angetragen,  ein  geschlossenes  Vieleck 
bilden.  Also  damit  die  Strahlensumme 
ein  Minimum  sei,  mnss  cs  ein  Vieleck 
mit  gleichen  Seiten  geben,  von  denen 
Jede  je  einem  der  Strahlen  parallel  ist. 
Sind  z.  B.  nur  drei  Strahlen  vorhanden, 
so  ist  das  Vieleck  ein  gleichseitiges 
Dreieck,  je  zwei  auf  einander  folgende 
Seiten  bilden  also  einen  Winkel  von  60*, 
und  da  die  Winkel  zweier  Strahlen  selbst 
durch  den  Winkel  einer  Vielecksseite 
mit  der  Verlängerung  der  folgenden  be- 
stimmt wird,  so  schneiden  sich  je  zwei 
Strahlen  unter  Winkeln  von  120“.  Bei 
vier  Punkten  hat  man  ein  Viereck  mit 
vier  gleichen  Seiten,  also  einen  Rhom- 
bus, es  sind  somit  je  zwei  nicht  auf  ein- 
ander folgende  Strahlenwinkcl  gleich, 
d.  h.  die  vier  Strahlen  sind  die  Diago- 
nalen des  durch  die  vier  gegebenen 
Funkte  bestimmten  Vierecks  u.  s.  w. 

Die  obige  Entwickelung  der  Bcdin- 
gungsgleichnngen  hat  vor  anderen  Me- 
thoden einen  ganz  besonderen  Vorzug, 
den,  dass  man  augenblicklich  erkennt, 
dass  diese  Gleichungen  noch  dann  gel- 
ten , wenn  die  gegebenen  Funkte  nicht 
auf  einer  Ebene,  sondern  auf  einer  ganz 
beliebigen  Flache  liegen,  wo  dann  die 
kürzesten  Strahlen  natürlich  kürzeste 
Linien  auf  der  gegebenen  Flache  sind. 
Das  geschlossene  Vieleck,  welches  von 
den  Richtungen  der  kürzesten  Strahlen 
gebildet  wird,  ist  hier  ans  den  Tangen- 
ten derselben  in  ihrem  gemeinschaftlichen 
Schnittpunkte  zu  bilden. 


Diese  Allgemeinheit  beruht  darauf, 
dass  nnr  bei  der  Entwickelung  unendlich 
kleine  Linien  in  Betracht  kommen,  die 
ja  als  Grade  angenommen  werden  kön- 
nen. Die  Annahme , dass  dieselben  in 
einer  Ebene  liegen,  also  die  Winkel  um 
einen  Punkt  zusammen  gleich  2rt  sind, 
trifft  bekanntlich  bei  einer  continuirlicb 
gekrümmten  Flache  auch  noch  zu,  ausser- 
dem kam  noch  die  Betrachtung  in  An- 
wendung, dass  das  von  X auf  ÄX'  ge- 
füllte Loth  XY  ein  Stück  a¥=AX  ab- 
schneide, und  dies  ist  nach  einem  Gauss- 
schen  Satze  noch  vollkommen  richtig, 
wenn  A\  und  AX' kürzeste  Linien  sind. 
Dieser  Satz  lautet  nämlich : 

„Wird  eine  Schaar  kürzester  Linien 
von  zwei  anderen  Linien  orthogonal  ge- 
schnitten , so  sind  die  Stücke  der  erste- 
ren  zwischen  den  letzteren  unter  einan- 
der gleich.  Geht  also  eine  Schaar  kür- 
zester Linien  durch  einen  Punkt,  so 
schneidet  jede  Orthogonalcurve  gleiche 
Stücke  von  denselben  ab.“ 

A ufg  abe  II. 

Eine  Anzahl  gegebener  Punkte  auf 
die  kürzeste  überhaupt  mögliche  Art  zu 
verbinden. 

Die  Aufgabe  sagt,  dass  dasjenige  Li- 
niensystem ermittelt  werden  soll,  welches 
durch  alle  Punkte  geht  und  ein  Mini- 
mum ist.  Dieses  Minimum  ist  ein  be- 
dingtes, wenn  die  Punkte  und  die  Ver- 
bindungslinien auf  einer  gegebenen 
Fläche  liegen  sollen,  ein  unbedingtes, 
wenn  dies  nicht  der  Fall  ist. 

Wie  auch  die  bctrcfFcnden  Verbin- 
dungslinien beschaffen  seien,  so  kann 
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Fig.  226. 


man  zunachat  diejanigen  Paukte  fixiren, 
in  welchen  sidi  mehrere  derselben 
schneiden.  Sei  X ein  solcher  Punkt,  so 
behaupten  wir,  dass  in  einem  solchen 
sich  nnr  drei  Linien  (jedenfalls  also 
kflrzeste  Linien  im  Falle  des  bedingten, 
grade  im  Falle  des  unbedingten  Mini- 
mums) schneiden,  und  zwar  unter  Win- 
keln von  120°.  Denn  angenommen,  es 
schnitten  sich  in  X drei  Linien  unter 
anderen  Winkeln,  so  nehme  man  auf 
jeder  dieser  Linien  einen  beliebigen 
Funkt  an,  seien  diese  A,  B,  C,  so  lies- 
sen  sich  nach  der  vorigen  Aufgabe  diese 
Funkte  A,  B,  C durch  drei  Strahlen, 
die  sich  unter  120“  schneiden,  auf  eine 
kürzere  Weise  als  durch  die  durch  X 
gehenden  verbinden,  während  der  übrige 
Thcil  des  Liniensystems  unverändert 
bliebe.  Angenommen  ferner,  es  gingen 
durch  Funkt  X mehr  als  drei  Linien,  so 
fixire  man  auf  zweien  davon  beliebige 
Punkte  A und  B,  die  Strecke  von  A 
nach  X nnd  von  X nach  B iässt  sich 
dann  durch  ein  kürzeres  System  von 
drei  Linien  ersetzen , die  durch  A , B 
und  X gehen,  nnd  sich  in  einem  ande- 
ren Funkte  unter  120'  schneiden. 

Bei  sp  i el. 

Sind  vier  Punkte  A , B,  C,  D gege- 
ben, und  bilden  diese  ein  Rechteck,  des- 
sen kürzere  Seiten  AB  und  CU  sind,  so 
ist  das  Liniengysystem  offenbar  nach  A 
und  B nnd  nach  C nnd  D hin  symme- 
trisch. Man  zieht  also  durch  A nnd 
B zwei  Linien,  die  unter  30“  schnei- 
den, ihr  Schnittpunkt  sei  X,  ferner  durch 


C und  1)  Linien,  die  CU  unter  30° 
schneiden,  ihr  Schnittpunkt  sei  P;  die 
Linie  X Y vollendet  dann  das  System. 

Bei  5 Punkten  A , B,  C\  U,  E (Fig. 
226)  ist  ein  System  von  7,  bei  n Punk- 
ten 2n— 3 Linien  nCthig. 

Aufgabe  III. 

Denjenigen  Punkt  zu  bcstimmmen, 
dessen  Entfernungssumme  von  n gege- 
benen, nicht  in  einer  Ebene  liegenden 
Funkten  ein  Minimum  ist. 

Der  Gang  der  Entwickelung  ist  wie 
oben.  Durch  den  gesuchten  Punkt  X 
wird  eine  beliebige  Ebene  gelegt,  und 
in  ihr  eine  beliebige  durch  X gebende 
Richtung  angenommen.  Einer  der  Strah- 
len AX  (Fig.  227)  macht  iiit  dieser 
den  Winkel  7.  Die  unendlich 


Fig.  227. 


Digitized  by  Google 


Zauahme  und  Abnahme.  520  Zunahme  und  Abnahme. 


geringe  Verachiebung  von  X.  also  XX' 
kann  wegen  der  WillkUrlichkeit  dieser 
Richtung  als  mit  ihr  lusammenfallend 
angenommen  werden.  Der  Winkel  von 
AX'  mit  XX'  sei  F&llt  man  Loth 
XY  auf  AX',  so  ist  YX'  der  Zuwachs 
des  Strahls  AX,  aber: 

yX'  = X X'  cos .//  = XX'  cos  y , 

da  der  Unterschied  von  y und  y'  ver- 
schwindet, also  wieder: 

cosy  ,-|-cosy,+c08y,-|-  . . . =0, 
woraus  dann  wieder  der  Salz  folgt: 

„Es  gibt  ein  Vieleck  mit  gleichen 
Seiten,  welches  jedoch  im  Allgemeinen 
kein  ebenes  ist , dessen  Seilen  den  ent- 
sprechenden Strahlen  parallel  sind.“ 

Da  drei  Punkte  immer  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  hier  die  Schnittwinkel 
der  Strahlen  wieder  gleich  120’.  Bei 
vier  Funkten  hat  man  ein  Viereck  im 
Raume  mit  vier  gleichen  Seiten,  und  da 
bei  einem  solchen  je  zwei  Gegenwinkel 
gleich  sind  , so  bilden  die  Strahlen  eine 
vierkantige  Ecke,  worin  zwei  nicht  an 
einander  grenzende  Kantenwinkel  gleich 
sind. 

Anmerkung.  Die  Aufgabe:  den 

Punkt  zu  linden,  dessen  Entfernungs- 
summc  von  n gegebenen  graden  oder 
krummen  Linien  oder  von  n Fliehen 
ein  Minimum  ist,  l&sst  sich  in  ganz  glei- 
cher Weise  behandeln  und  führt  auch 
zu  demselben  Theoreme. 

Sei  X (Fig.  228)  der  gesuchte  Punkt, 
XO  das  auf  eine  der  Linien  und  Ebenen 

Fig.  228. 


gcfillto  Loth.  Nimmt  man  dann  eine 
beliebige  Richtung  XX',  die  mit  der 
Verschiebnngsriebtung  zusammenilUlt,  wo 
also  AX'  unendlich  klein  ist,  und  fallt 
Loth  X'O'  nach  derselben  Linie  oder 
Ebene,  ferner  Loth  XY  auf  X'fP,  so 
haben  XO  und  YO'  nur  einen  ge- 
gen XA'  verschwindenden  Unterschied, 


und  der  Zuwachs  FX'  ist  gleich 
XX'cosXX'y,  woraus  wieder  der  obige 
Satz  folgt. 

Dieser  Satz  lautet  also  ganz  allgemein 
folgendermaasaen : 

Es  sei  gegeben  eine  beliebige 
Anzahl  von  Punkten  oder  von 
Linien  (graden  oder  krummen) 
oder  von  Fl&chen  (ebenen  oder 
gekrümmten)  oder  ein  beliebig 
aus  Punk  ten,  Linien  undFlächen 
zusammengesetztes  System,  so 
ist  derjenigePnnkt,  dessen  Ab- 
standssumme von  denselben  ein 
Minimum  ist,  gegeben  durcbfol- 
gende  Bedingnng,  die  immer 
gültig  bleibt,  das  Minimum  mag 
ein  unbedingtes  oder  bedingtes 
sein,  das  letztere  so  verstan- 
den, dass  das  gegebene  System 
auf  einer  Flkcbe  liegt,  auf  wel- 
cher dann  anch  der  Funkt  und 
die  M i n i m umss t rah le n,  die  dann 
also  kürzeste  Linien  auf  der 
Flüche  sind,  zu  suchen  sind: 

„Es  gibt  im  Raume  ein  grad- 
liniges Vieleck,  dessen  Seiten 
gleich  und  in  ihrer  Reihenfolge 
den  Minimums  s tr  ah  1 en  selbst, 
oder  deren  durch  den  gesnehten 
Funkt  gebenden  Tangenten  pa- 
rallel  sind.“ 

Diese  Betrachtungen  unterliegen  aller- 
dings in  bestimmten  Füllen  einer  schein- 
baren Schwierigkeit,  der,  dass  gewisse 
Strahlen  auch  zuweilen  negativ  ge- 
nommen werden  müssen.  Z.  B.  wenn 
drei  Linien  in  der  Ebene  gegeben  sind, 
von  denen  zwei  einen  Winkel  bilden, 
der  grösser  als  120*  ist,  dann  liegen 
die  Minimumsstrahlen  ausserhalb  des 
von  den  drei  Linien  gebildeten  Dreiecks, 
und  die  Verlängerung  des  einen  der 
Strahlen  bildet  mit  den  anderen  Winkel 
von  120*.  Aus  diesem  Grunde  ist  der 
gedachte  Strahl  selbst  von  der  Summe 
der  anderen  abznzieben. 

III  Auch  Aufgaben,  welche  eigent- 
lich der  Variationsrechnung  angchoren, 
lassen  sich  oft  elementar  durchführen. 
So  z.  B.  ist  von  Steiner  der  Satz: 

„dass  von  allen  Curven  von  gegebe- 
nem Umfang  der  Kreis  den  grössten  In- 
halt hat“ 

etwa  auf  folgende  \l^eise  bewiesen 
worden. 

Lehrsatz  1. 

Von  allen  Vielecken  von  gleicher 
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Fiß.  229. 


Scitcnanzabl  n,  von  denen  n — 1 gegeben 
sind,  die  nte  aber  nicht,  ist  dasjenige, 
welches  den  grössten  Flächeninhalt  hat, 
einem  Kreise  eingeschrieben , und  die 
nicht  gegebene  Seite  ist  der  Durchmesser 
desselben. 


Beweis. 


Dieser  Satz  wird  zunächst  fOrs  Drei- 
eck bewiesen.  Seien  a,  b die  gegebenen 
Seiten,  A die  auf  a gciällle  ilOhe,  so 

ist  ^ der  Inhalt,  A aber  immer  kleiner 


als  b,  mit  Ausnahme  desjenigen  Drei- 
ecks, wo  a und  b einen  rechten  Winkel 
bilden,  nnd  wo  h — b ist,  dieses  Dreieck 
ist  also  Ton  allen  das  grOsste.  Offenbar 
liegt  ein  solches  Dreieck  aber  in  einem 
Ilalbkreise,  die  nicht  gegebene  Seite  ist 
also  Durchmesser. 

Sei  jetzt  abedef  (Fig.  229)  ein  ii-Fck, 
and  zwar  das  grOsste  von  allen,  worin 
ab,  bc,  cd,  de.  ef  die  gegebenen  Seiten, 
af  die  nicht  gegebene.  Um  zu  zeigen, 
dass  af  Durchmesser  eines  Kreises  ist, 
in  dem  alle  Ecken  liegen , haben  wir 


nur  darzulbun,  dass  die  beiden  von  a 
und  f nach  irgend  einer  Ecke,  z.  B.  c, 
gezogenen  Linien  einen  rechten  Winkel 
bilden.  Wäre  dies  aber  nicht  der  Fall, 
BO  konnte  man  die  Figur  abc  so  um  c 
drehen , dass  Winkel  aef  ein  rechter 
würde,  wobei  dann  nach  dem  ersten 
Tbeil  dieses  Beweises  das  Dreieck  aef 
tnn&hme,  während  die  übrigen  Theile 
des  Vielecks  und  alle  Seiten  bis  auf  af 
unverändert  blieben.  Das  betrachtete 
Vieleck  konnte  also  nicht  das  grösste 
sein,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist. 

L e^rsatz  2. 

Von  allen  n-Ecken  mit  gegebenen 
Seiten  liegt  das  grOsste  im  Kreise. 

Beweis. 

Seien  ABCDEFG  (Fig.  230),  abedefg 
(Fig.  231)  zwei  n-Ecke  mit  entsprechend 
gleichen  Seiten;  mOgc  das  erste  in  einem 
Kreise  liegen,  das  zweite  aber  nicht,  so 
ist  zu  beweisen,  dass  das  erstere  das 
grossere  ist. 

Durch  einen  beliebigen  Eckpunkt  A 


Fig.  230. 


Fig.  231. 
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legen  wir  einen  Durchmesser  AK,  dieser  möge  etwa  die  Seite  DE  schneiden, 
dann  ziehen  wir  DK  nnd  DE,  Uber  de  errichten  wir  ein  Dreieck  DEA,  und 
ziehen  ka,  so  haben  die  Vielecke  abcdk  und  ABCDK,  ferner  agfek  und  AGFEK 
alle  Seiten  bis  auf  ak  und  AK  gemein,  es  ist  also  nach  dem  rorigen  Satze: 
ABCDK>  abcdk,  AG  FEK>  agfek, 

und  durch  Addition  : 

AB  CDKEFG  > abcdkefg, 

oder  wenn  man  die  congruenten  Dreiecke  DEK  nnd  dek  abziebt: 
ABCDEFG>abcdefg, 

was  zu  beweisen  war. 


Lehrsatz  3. 

Von  allen  Dreiecken,  worin  eine  Seite  und  die  Summe  der  beiden  anderen 
gegeben  sind,  ist  dasjenige  das  grösste,  worin  die  beiden  nicht  gegebenen  Seiten 
gleidi  sind. 

Beweis. 

Ist  a die  gegebene  Seite,  e die  Summe  der  nicht  gegebenen , so  können  die- 
selben mit  -^+x  und  bezeichnet  werden,  wo  z rerinderlich  ist  Der  In- 

halt  eines  Dreiecks  mit  Seiten  a,  6,  c ist  non  bekanntlich  gleich : 
y$  (s-a)(i-A)(s-c), 

wenn  s die  halbe  Summe  der  Seiten  ist  Es  ist  nun  hier : 


also  der  Inhalt  gleich: 

Dieser  Ausdruck  ist  desto  grösser.  Je  kleiner  z*  ist,  also  ein  Maximum,  wenn 
x=sO,  womit  unser  Satz  bewiesen  ist 


Lehrs  a tz  4. 

Von  allen  Vielecken  von  gleicher  Seitenanzahl  nnd  gleichem  Umfange  is* 
das  regelm&ssige  das  grösste. 

Beweis. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  das  grösste  dieser  Vielecke  gleiche  Seiten  hat. 
Denn  seien  zwei  an  einander  stossende  AB  nnd  BC  nicht  gleich,  so  ziehe  man 
AC',  man  könnte  dann  nach  vorigem  Satze,  indem  man  AB  und  BC  gleich  macht 
nnd  BC  unverändert  lässt  das  Dreieck  ABC  vergrOssem.  Da  hierbei  der  übrige 
Tbeil  des  Vielecks  und  sein  Umfang  nngeändert  bliebe , so  wäre  bei  unverän- 
dertem Umfang  das  Vieleck  vergrössert,  das  vorliegende  könnte  also  nicht  das 
grösste  sein. 

Es  ist  noch  zu  zeigen,  dass  das  betrachtete  Vieleck  auch  im  Kreise  liegt 
womit  dann  dargethan  ist,  dass  es  regelmässig  ist.  Bei  allen  Vielecken  von 
gleichem  Umfang  und  gleichen  Seiten  sind  aber  die  letzteren  natürlich  auch  ent- 
sprechend gleich,  und  nach' Lehrsatz  2.  liegt  das  grösste  unter  ihnen  im  Kreise. 

Lehrsatz  5. 

Von  mehreren  regelmässigen  Vielecken  von  gleichem  Umfange  aber  ungleicher 
Seitenanzahl  ist  dasjenige  das  grösste,  welches  die  meisten  Seiten  bat. 

Beweis. 

Es  genügt  die  Bemerkung,  dass  ein  Vieleck  von  n — 1 Seiten  auch  als  n-Eck 
gelten  kann , worin  zwei  Seiten  einen  Winkel  von  180*  machen.  Ein  solches 
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n-Eck  ist  natürlich  kein  regelm&iaiges, 
folglich  i>t  es  nach  dem  vorigen  Satze, 
der  hier  offenbar  noch  Anwendung  fin- 
det, kleiner  ala  das  regelmäasige. 

Es  sind  also  alle  gradlinigen  Figuren 
gleichen  Umfanges  kleiner  als  der  Kreis, 
welcher  denselben  Umfang  hat,  denn 
alle  Dreiecke  sind  kleiner  als  das  regel- 
rolssige  Viereck,  dies  wieder  kleiner  als 
das  Fünfeck  n.  s.  w.  Da  nun  ein  regel- 
mässiges Vicleek  sich  mit  zunehmender 
Seitenanzabl  dem  Kreise  nühort,  und 
zwar  bis  auf  jede  Grenze,  so  ist  der 
Kreis  von  gleichem  Umfange  grosser  als 
alle  diese  Figuren. 

Endlich  kann  man  jede  ebene  Figur 
bis  auf  jede  Grenze  durch  ein  n-Eck 


ersetzen,  und  hat  also  schliesslich  den 
Satz ; 

Lehrsatz  6. 

Von  allen  Figuren  in  der  Ebene,  die 
gleichen  Umfang  haben,  bat  der  Kreis 
den  grössten  Inhalt. 

Züsatz  (allsemeine  ■atbematlk). 

Ein  Satz,  der  als  einfache  Folge  eines 
vorhergehenden  Lehrsatzes  sich  ergibt. 

Zwischenmaschine  (Maschinenlehre). 

Diejenigen  Vorrichtungen,  durch  wel- 
che die  Bewegung  der  Kraftmasehine 
auf  die  Arbeitsmaschine  übertragen  wird. 
Es  sind  dies  namentlich  Zahn-  und  Bie- 
menrüder,  Zahnstangen  n.  s.  w. 


Schluss!. 
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Durch  ein  Versehen  ist  im  sechsten 
Bande  S.  574  der  Artikel : Storchschna- 
bel nur  unvollständig  gegeben.  Die 
Folge  desselben  lautet  so : 

Eine  der  einfachsten  Formen  des 
Storchschnabels  ist  die  folgende: 


Zwei  gleiche  Lineale  AO  und  OB  sind 
um  Punkt  O wie  ein  Zirkel  beweglich, 
ebenso  zwei  andere  A'O'  und  O'B'  um 


Funkt  O';  diese  vier  Lineale  sind  von 
gleicher  Länge!  und  in  gleichen  Entfer- 
nungen mit  einer  Anzahl  Lficher,  durch 
welche  Stifte  gesteckt  werden  können, 
versehen.  Es  werden  die  beiden  Lineal- 
systeme dann  so  mit  einander  verbunden, 
dass  durch  die  Funkte  D in  AO  und 
ly  in  A'O',  E in  OB  und  E'  in  O'B' 
je  ein  gemeinschafilicher  Stift  gesteckt 
wird,  derart  jedoch,  dass  einerseits  die 
Linien  AD,  DO',  OE  und  andererseits 
DO',  O'E  gleich  werden,  DO'EO  ist 
also  ein  Farallelogramm. 

Wenn  man  nun  die  ganze  Verbindung 
um  den  festen  Funkt  D dreht,  wo  durch 
D ebenfalls  ein  Stift  zu  stecken  ist,  den 
Punkt  0’  aber  dabei  eine  beliebige  Curve 
beschreiben  lässt,  also  eine  gegebene  Li- 
nie entlang  führt,  so  wird  Funkt  B eine 
ähnliche  Curve  beschreiben,  and  zwar 
wird  das  Verhältniss  beider  das  der  Li- 
nien OE  und  OB  sein,  welches  sich,  da 
die  Funkte  D und  E den  Löchern  der 
Lineale  entsprechen,  beliebig  ändern  lässt. 

Offenbar  sind  nämlich  immer  die  Drei- 
ecke ADO'  und  AOB  ähnlich,  aus  die- 
sem Grande  liegen  die  Funkte  A,  0'  und 
B stets  in  grader  Linie,  und  cs  verhält 
sich  AO' : AB=zOE  : OB,  wodurch  der 
obige  Satz  bewiesen  ist. 


Verbesserungen. 

S.  88  Z.  22  links  statt  Trilimarcoordinaten  lies  Trilinearcoordinaten. 
8.  105  Z.  12  links  statt  — = 4 lies  — = 0. 

y V 
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Walzendes  Pendel  (Dynamik)  179. 
Walzende  Reibung  (Statik)  179. 

Wärme  (mathematische  Physik)  179. 
Wärme  — Verbreitung  derselben  (ma- 
thematische Physik)  221. 

Wärme  — Verwerthung  derselben  in 
tec'hnischer  Beziehung  2.'i2 
Wage  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenkcssel  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenrad  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenwindc  (Maschinenlehre)  340. 
Wagenstenerung  (Maschinenlehre)  340. 
Wahre  Anomalie  (Astronomie)  340. 
Wahrer  Ort  (Astronomie)  .340. 
Wahrscheinlicher  Fehler  (Wahrschein- 
lichkeitsrechnung) .341. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung  (Combina- 
tionslehrc)  .341. 

Walze  .366. 

Wasser  366. 

Wasserdsmpf  .366. 

Wasserrad , verticoles  (Maschinenlehre) 
366. 

Wasserrad,  horizontales  — Turbine  (Hy- 
draulik und  Maschinenlehre)  402. 
Wassersäulenmaschine  (Hydraulik)  429. 
Wasserschnecke  (Hydraulik)  439. 
Wasserschraube  (Hydraulik)  439. 
Wasscrwellc  (Hydraulik)  4.49. 

Wasserzoll  (Hydraulik)  440. 

Watt’sches  Gesetz  (Wärmelehre)  440. 
Watt’schcs  Parallelogramm  (Maschinen- 
lehre) 440. 

Weber’sches  Gesetz  (mathematische  Phy- 
sik) 440. 
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Wechsel  (kanfmSnnische  Rechenkunst) 
440. 

Wcchscldncnten  (MOnirechnnnc)  443. 
Wechsclwinkcl  (Geometrie)  443. 
Weissgrosehen  (Münircctinung)  443 
Welle  (Masehinenichre)  443. 

Wcllenlchrc  (mathematische  Physik)  443. 
Wendepunkt  (Geometrie)  443.” 

Werst  (Metrologie)  443. 

Widder  — hydraulischer,  auch  Stoss- 
heher  (Hydraulik)  443. 

Widerstand  (Mechanik)  444. 

Widerstand  der  Flüssigkeiten  (Mechanik) 

445. 

Widerstandshöhe  (Hydraulik)  447. 

Wiege  447. 

Wigtje  (Metrologie)  447. 

Winde  (Maschinenlehre)  447. 

Windfang,  auch  Flügelrad  (Maschinen- 
lehre) 447. 

Windmühle  (Maschinenlehre)  44S. 
Windrad  (Pneumatik)  448. 

Winkel  (Geometrie)  452 
Winkelgelgeschwindigkeit  (Dynamik)  452. 
Winkelhcbel  (Maschinenlehre)  452. 
Winkelrad  (Maschinenlehre)  452. 

Winter  (Chronologie  und  mathematische 
Geographie)  452. 

Wirkung  (Dynamik)  452. 

Wirkungsgrad  (Maschinenlehre)  452. 
Wittwenkasse  (Bentcnrechnungj  452. 
Woche.  (Zeitrechnung)  452. 

Wölbung  (Statik)  452. 

Würfel,  Cubus  (Stereometrie)  452. 
Würfel6picl(Wahr8cheinlichkeitsrcchnung) 

452. 

Wurfbewegung  (Dynamik  und  Ballistik) 
452. 

Wurzel  (Algebra)  408. 


X. 

Zanthiens  (Chronologie)  409- 


Y. 

Yard  (Metrologie)  470. 

Yeziegeridisches  Jahr  (Clironologie)  470. 


z. 

Zählapparat  (Maschinenlehre)  471. 

Zähler  (Arithmetik)  471. 

Zahl  (Arithmetik)  471. 

Zahl  (ideale)  471. 

Zahlenlchre  (Arithmetik)  471. 
Zahlensystem  (Arithmetik)  488. 
Zahlzeichen,  Ziffer  (Arithmetik)  488. 
Zahn  (Maschinenlehre)  488. 

Zahnrad  (Maschinenlehre)  488. 
Zahnreibnng  (Maschinenlehre)  488. 
Zahnstange  (Maschinenlehre)  489. 
Zapfenreibung  (Mcehanik)  489. 
Zauberqnadrat  (Arithmetik)  489. 

Zecchinc  (Münzkunde)  489. 

Zchneek  (Geometrie)  489. 

Zeiehenapparat , dynamometrischer  (Ma- 
schinenlehre) 489. 

Zeichenregcl  des  Descartes  (Algebra) 
489. 

Zeigerwage  (Statik)  490. 

Zeit  (Chronologie)  490. 

Zeitgleichung  (Astronomie  und  Chrono- 
logie) 492. 

Zeitrechnung  (Chronologie)  492. 

Zcitrentc  (Rentenrcchnung)  511. 

Zcllcnrad  (Hydraulik)  511. 

Zenith,  Scheitelpunkt  (Astronomie)  511. 
Zenithabstand  (Astronomie)  511. 
Zerstrenungsglas  (Optik)  511. 
Zerstreutingskreis  (Optik)  511. 

Ziffer  (Arithmetik)  511 
Zimmer  (Metronomie)  511. 

Zinsen  (angewandte  Rerhenknnst)  512 
Zinszahl,  Indiction  (Chronologie)  513 
Zoll  (Metronomie)  513. 

Zollgcwicht  (Metronomie)  513. 

Zone  (Geometrie)  513. 

Zone  (mathematische  Geographie)  513. 
Zuber  (Metronomie)  514. 

Zufälliger  Punkt  (Perspcctire)  514. 
Zugbrücke  (angewandte  Mechanik)  514. 
Zugeordnctc  Form  oder  Contrararianto 
(Algebra)  514. 

Zugeordneter  Funkt  (Geometrie)  514. 
Ztiglinio  (Geometrie)  514. 

Zugrammc  (Maschinenlehre)  514. 
Zunahme  tind  Abnahme  514. 

Zusatz  (allgemeine  Mathematik)  523. 
Zwischenmasehine  (Maschinenlehre)  523. 


f>ruci(  von  J.  K.  Rtarckf  in  Berlin. 
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